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به: تقدیم
آموخت من به عالمانه که پدرم پاک روح
را ایستادگی زندگی، عرصه در چگونه تا

نمایم. تجربه
عشق و فداکاری کران بی دریای مادرم، به
وجودش و بود رنج همه برایش وجودم که

مهر. همه برایم
خستگیم پناه زندگیم، اسطوره همسرم، به

بودنم. امید و
و بخش شادی وجودش که پسرم، به و

است. من آرامش مایه صفایش

چ



سپاس گزاری

زندگیست. لحظه لحظه در یاور و امید بزرگترین که را خدا سپاس و شکر
و نزاکتی احمد دکتر آقای جناب فرزانه ام و فرهیخته اساتید از است شایسته بسی
بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه طهماسبی، سعید دکتر آقای جناب

نمی رسید. اتمام به مجموعه این ایشان، ارزنده راهنمایی های
که براتپور دکتر خانم سرکار و باغیشنی دکتر آقای جناب آرشی، دکتر آقای جناب از

سپاسگذارم. فرمودند تقبل را پایان نامه این داوری زحمت

دانشی صفیه
١٣٩٨ شهریور

ح



نامه تعهد
شاهرود، صنعتی دانشگاه ریاضی علوم آمار رشته دکتری دانشجوی دانشی صفیه اینجانب
، ترتیبی تصادفی متغیرهای از برخی در دقت عدم معیارهای عنوان با پایان نامه نویسنده

می شوم: متعهد طهماسبی سعید دکتر و نزاکتی احمد دکتر راهنمایی تحت
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
دانشی صفیه
١٣٩٨ شهریور

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

خ



چکیده
عدم دقت و اطلاع اندازه های امروزه است. علوم در مهم موضوعات از یکی اطلاع نظریه
تصادفی متغیرهای و اطلاع اندازه  های رساله این در دارند. اطمینان قابلیت در ویژه ای جایگاه
متغیر و (پایین) بالا رکورد n‐امین توزیع بین را دقت عدم اندازه و می کنیم معرفی را ترتیبی
ترتیبی آماره i‐امین توزیع بین دقت عدم اندازه همچنین می گیریم. نظر در اصلی تصادفی
را وزنی (باقیمانده) گذشته تجمعی دقت عدم اندازه می کنیم. بیان را اصلی تصادفی متغیر و
آماره همراه r‐امین بین را دقت عدم و می کنیم مطرح ترتیبی آماره های و رکورد مقادیر در
برای می آوریم. به دست مورنگسترن خانواده ی در اصلی تصادفی متغیر و تعمیم یافته ترتیبی
دیگر، اطمینان قابلیت توابع با ارتباط مانند مشخصه سازی نتایج و ویژگی ها برخی مفاهیم این
اندازه ها این پویای نسخه ی و می آوریم به دست را خطی تبدیل تاثیر و تصادفی ترتیب کران ها،
عدم میانگین از استفاده با را دقت عدم اندازه برآورد موضوع همچنین گیریم. می نظر در را
بررسی پایین رکوردهای در وزنی تجمعی (باقیمانده) گذشته دقت عدم و تجربی تجمعی دقت

می کنیم.

رکورد، مقادیر تجمعی، آنتروپی تجمعی، دقت عدم دقت، عدم اندازه کلیدی: کلمات
تجربی. رویکرد وزنی، دقت عدم ترتیبی، آماره های

ذ
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پیشگفتار
اطلاعات و داده ها انتقال و پردازش در مؤثر عوامل و شرایط از ریاضی مدلی اطلاع، نظریه ی
ارتباط وابسته موضوعات سایر و اطلاعات فشرده سازی آنتروپی١، با نظریه این می آورد. فراهم
حتمیت عدم میزان یا اطلاعات میزان که است عددی معیاری اطلاع نظریه ی در آنتروپی دارد.
اطلاعات باشد بیشتر تصادفی متغیر یک آنتروپی هرچه می کند. بیان را تصادفی متغیر یک
حتمیت عدم از اندازه ای ١٩۴٨ سال در شانون٢ بود. خواهد بیشتر آن قطعی مشاهده از حاصل
شانون آنتروپی اما است. مثبت همواره که کرد معرفی گسسته تصادفی متغیرهای برای را
این کردن برطرف برای بود. شدن منفی امکان جمله از چالش هایی دارای پیوسته حالت در
ارائه تجمعی باقیمانده ی آنتروپی نام به  جدیدی معیار (٢٠٠۴) همکارانش و رائو٣ چالش ها،
می آید. به دست شانون آنتروپی دستور در چگالی، تابع جای به بقا تابع جایگزینی با که دادند
در چگالی تابع جای به توزیع تابع جایگزینی با (٢٠٠٩) لونگوبردی۴ و دی کرشنزو همچنین

کردند. معرفی را تجمعی گذشته آنتروپی شانون، آنتروپی دستور
بنابراین است. سیستم عمر طول بیانگر تصادفی متغیر عموماً اطمینان قابلیت مسائل در
منظور این برای نیستند. کارآمد اندازه ها این سیستم، عمر طول مورد در اطلاع داشتن با
حداقل که سیستم هایی برای را باقیمانده عمر طول تصادفی متغیر آنتروپی (١٩٩۶) ابراهیمی۵
آنتروپی پویای حالت (٢٠٠٧) زهره وند۶ و اسدی سپس کرد. معرفی می کنند، عمر t زمان تا

دادند. ارائه را باقیمانده
می شود. شناخته دقت عدم اندازه عنوان با که داد پیشنهاد را اندازه یک ١٩۶١ سال در کریج٧
علاوه اندازه این شود. گرفته نظر در شانون آنتروپی از تعمیمی به عنوان می تواند اندازه این
مانند می گیرد. نظر در نیز را مدل انتخاب به مربوط حتمیت عدم ،X برآمد حتمیت عدم بر
تعمیم تجمعی گذشته و باقیمانده دقت عدم اندازه به نیز دقت عدم اندازه شانون، آنتروپی
عدم مقدار روی بر نویسندگان برخی گرفت. قرار بررسی مورد آن پویای حالت سپس شد، داده

١Entropy
٢Shannon
٣Rao
۴Di Cresenzo and Longobardi
۵Ebrahimi
۶Asadi and Zohrevand
٧Kerridge

س



ش
آماره های برای را دقت عدم (٢٠١٣) تانجا٨ و تاپلیال کردند. مطالعه ترتیبی آماره های در دقت
نشان (٢٠١۵) همکاران و تاپلیال همچنین کردند. بررسی را آن پویای حالت و معرفی ترتیبی
می کند. مشخص یکتا به طور را توزیع تابع ترتیبی، آماره های در پویا دقت عدم اندازه که دادند
و اولیه مفاهیم برخی بررسی به اول، فصل در است. شده تقسیم فصل پنج به رساله این
کولبک‐لایبلر اطلاع از کاربردی و می نماییم استفاده آن ها از ادامه در که می پردازیم نکاتی
عدم اندازه مقدمات، بیان از پس دوم فصل در می کنیم. ارائه تصاویر پردازش در را تجمعی
و ویژگی ها از برخی و می کنیم معرفی مثال چند ذکر با پایین و بالا رکوردهای برای را دقت
اندازه همچنین می کنیم. بیان پویا تجمعی و تجمعی حالت های برای را مشخصه سازی نتایج
و معرفی از بعد سوم، فصل در می آوریم. به دست پایین رکوردهای برای را تجربی دقت عدم
وزنی تجمعی دقت عدم ترتیبی، آماره های در دقت عدم اندازه خصوص در قبلی کارهای مرور
چهارم، فصل در می کنیم. بررسی و می آوریم به دست ماکزیمم و مینیمم ترتیبی آماره برای را
بررسی پایین رکورد n‐امین برای را پویا وزنی تجمعی و وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم
مطرح بالا رکورد n‐امین برای را وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم همچنین و می کنیم
همراه متغیرهای در را آن ها خصوصیات و دقت عدم معیارهای پنجم، فصل در می کنیم.
برای را تجمعی گذشته ی دقت عدم همچنین می کنیم. مطرح تعمیم یافته ترتیبی آماره های

می کنیم. بررسی را آن حدی رفتارهای برخی و می آوریم به دست GOS همراه

٨Thapliyal and Taneja
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١ فصل
اولیه مفاهیم و مقدمات

مقدمه ١ . ١
گرفته اند. قرار پژوهشگان توجه مورد احتمال و آمار شاخه های اکثر در مرتب آماره های امروزه
سال اوایل تا آغاز از گرفته انجام تحقیقات که (١٩۶٢) گرینبرگ١ و ساراهان کتاب انتشار
،١٩٨١ سال در وی بعدی نظر تجدید و (١٩٧٠) دیوید٢ کتاب همچنین و برداشت در را ١٩۶٠
همچون محققینی بود. مرتب آماره های زمینه ی در بیشتر تحقیقات انجام شروع نقطه ی
در نیز (١٩٨۴) لویس۶ و بارنت و (١٩٨١) کاستیلو۵ ،(١٩٧٨) گالامبوس۴ ،(١٩٧٠) هارتر٣
ناگاراجا٧ و دیوید ترتیبی” ”آماره های کتاب های رسانده اند. چاپ به را آثاری زمینه این
از ،(١٩٩٢) همکاران٨ و آرنولد ترتیبی” آماره های در درس همچنین”نخستین و (٢٠٠٣)
چندک ها به مربوط مسائل در ترتیبی آماره های اهمیت به که هستند معروفی کتاب های جمله

١Sarahan and Greenberg
٢David
٣Harter
۴Galambos
۵Castillo
۶Barnett and Lewis
٧David and Nagaraja
٨Arnold et al.



اولیه مفاهیم و مقدمات ٢
پرداخته مرتب آماره های در فیشر اطلاع ی محاسبه به (١٩٩۶) پارک٩ همچنین پرداخته اند.

است.
کرده جلب خود به را زیادی محققین توجه نیز مرتب آماره های در آنتروپی میزان محاسبه ی
و ابراهیمی همچنین و است پرداخته مرتب آماره  های آنتروپی تجزیه ی به (٢٠٠٣) پارک است.

کرده اند. بررسی را ترتیبی آماره های در آنتروپی ویژگی های (٢٠٠۴) همکاران
بزرگترین و کوچکترین فقط و نمی شوند ثبت داده ها همه ی که دارند وجود مواردی اما
رکوردی داده های به آماری، متون در داده ها نوع این می شوند. ثبت اهمیتشان به نسبت آنها
است. بوده توجه مورد همیشه مقادیر این بین زمان های و رکوردها به مربوط مقادیر معروفند.
دوباره خاص منطقه ی یک در برف بی سابقه ی بارش آیا که بداند خواهد می هواشناس یک
آیا که می پرسند خود از همیشه می کنند تحقیق زلزله مورد در که کسانی شد. خواهد تکرار
میادین در رکوردی مقادیر البته پیوست. خواهد وقوع به دوباره مخرب تر و بزرگتر زلزله ای
هستند. آشنا خوبی به رکورد مفهوم با ورزش دوستان و ورزش کاران و ملموس ترند ورزشی
دنبال به و دارد قرار عمران مهندسان روی پیش که است بزرگی چالش گوناگون تنش های
و موارد این تمام در باشند. داشته را گسیختگی کمترین نیرو بیشترین با که هستند ترکیبی
این بزرگ مقادیر یا کوچک مقادیر که مواجه ایم متوالی مشاهده دنباله یک با مشابه موردهای
گوناگون جنبه های در مقادیر این هستند. برخوردار خاصی اهمیت از گونه ای به مشاهدات
بی اطلاع مقادیر این بر حاکم احتمالی قوانین وجود از افراد اغلب اگرچه شوند. می ظاهر زندگی
می کنند نظر اظهار تنها نه رکوردها، مورد در مشاهده و تجربه روی از اوقات گاهی اما هستند،
شکسته عاقبت رکوردها که می گوید ما به درونی احساس یک می نمایند. نیز پیش بینی بلکه
که بیاید زلزله ای شاید کند. تجاوز دنیا روز گرم ترین از حرارت ی درجه شاید شد. خواهند
رانی اتومبیل قهرمان برای رقیبی شاید و شود شکسته ایران اخیر سال ٣٠ زلزله ی شدت رکورد

... و شود پیدا
ابهام و تردید نوعی با همیشه پایین رکوردهای چه و بالا رکوردهای چه رکوردها، شدن شکسته
مباحث (١٩۵٢) چاندلر١٠ مثل افرادی تا شد باعث ابهامات و تردیدها این وجود هستند. همراه
از دنباله ای به که بپردازند نظریه ای تکوین به و دهند قرار مطالعه مورد را رکوردها به مربوط
مناسب احتمالی الگوی یک تا شد باعث چاندلر تلاش های است. وابسته تصادفی متغیرهای
پژوهشی کارهای از وسیعی طیف رکوردها، موضوع معرفی از پس شود. پیدا پدیده این برای
مسائلی روی بر آماردانان از تعدادی آمد. دست به فراوانی نتایج و گرفت انجام زمینه این در
چند که کرد مطرح را سوال این (١٩۵٩) ویلکس١١ بود. رکوردها به مربوط که کردند کار
(١٩۶٢) رنی١٢ گردد. مشاهده n ی بیشینه افزایش باعث تا است نیاز اضافی ی مشاهده

٩Park
١٠Chandler
١١Wilks
١٢Renyi



٣ ترتیبی آماره های
به (١٩٩٨) آرنولد١٣ هستند. مستقل تصادفی متغیرهای رکوردها، زمان های که داد نشان
بحث (٢٠٠٣) بالاکریشنان١۴ و بازاک پرداخت. رکوردها اساس بر پارامترها، راستنمایی برآورد

کردند. مطرح را آینده رکوردهای پیشگویی
و ترتیبی آماره های احتمال توزیع و تعاریف اولیه، مفاهیم تا است شده تلاش فصل این در

شوند. بیان رکوردی

ترتیبی آماره های ١ . ٢
کنیم مرتب صعودی صورت به را آن ها اگر بگیرید. نظر در را Xn, . . . , X١ تصادفی متغیرهای
می دهیم. نشان Xr:n نماد با را آن و می شود گفته ترتیبی آماره ی r‐امین آن ها، r‐امین به

است. برقرار آن ها برای X١:n ≤ X٢:n ≤ . . . ≤ Xn:n نامساوی که به طوری

ترتیبی آماره های کاربرد ١ . ٢ . ١
آماره های نقش می توان استنباطی و توصیفی آمار از اعم آمار، علم مختلف قسمت های در
شاخص های مهمترین از یکی توصیفی آمار قسمت در داشت توجه باید دید. وضوح به را ترتیبی
داده ی چند یا یک وجود صورت در اما است. میانگین کمی، داده های از مجموعه یک در تمرکز
برای مناسبی معیارهای می توانند میانه یا اصلاح شده میانگین های داده ها، مجموعه ی در پرت
همچنین دارند. عمده ای نقش ترتیبی آماره های آن ها ی محاسبه در که باشند تمرکز تعیین
نیز استنباطی آمار در است. تمرکزیابی شاخص بهترین میانه داده ها، بودن کیفی صورت در
و دیوید و (١٩٩٢) همکاران و آرنولد دارند. وجود ترتیبی آماره های کاربرد از زیادی مثال های
به زیر فهرست در می کنند. بیان را ترتیبی آماره های کاربردهای از مواردی (٢٠٠٣) ناگاراجا

می کنیم. اشاره آن ها از برخی
سیستم عمر طول همان ،n از k سیستم یک مولفه های عمر طول k‐ام ترتیبی آماره ی .١
همچنین است. اعتماد قابلیت در ترتیبی آماره های کاربردهای از یکی این می باشد.
آماره های به نیز می شویم مواجه سانسورشده داده های با که زمانی ویژه به بقا تحلیل در

داریم. نیاز ترتیبی
آماره عنوان به ترتیبی آماره های ناپارامتری، استنباط های در بخصوص اوقات گاهی .٢
اطمینان، فواصل واریانس، کمترین با نااریب برآوردگرهای و شوند می معرفی بسنده
آن ها پایه ی بر U‐آماره ها همچنین و جامعه مجهول پارامترهای برای آزمون تواناترین

می شوند. ساخته
١٣Arnold
١۴Basak and Balakrishnan



اولیه مفاهیم و مقدمات ۴
از اغلب تولید، بودن کنترل در بررسی برای کیفیت، کنترل به مربوط موضوعات در .٣
محاسبه برای که می شود، استفاده آن ها تغییرات دامنه و میانه نمودار یا میانگین نمودار

هستیم. ترتیبی آماره های از استفاده به ملزم تغییرات دامنه و میانه
منظور به برازش نیکویی آزمون های در همچنین و تجربی توزیع تابع محاسبه برای .۴
می کنیم. استفاده ترتیبی آماره های از فرضی توزیع تابع و تجربی توزیع تفاوت بررسی

ترتیبی آماره های از سانسورشده، داده های در مختلف ویژگی های بررسی و محاسبه برای .۵
می کنیم. استفاده آن ها به مربوط خواص و

می شود. استفاده نیز توزیع ها مشخصه سازی بحث در ترتیبی آماره های از .۶

ترتیبی آماره های توزیع ١ . ٢ . ٢
توزیع تابع باشند. F توزیع از هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای Xn, . . . , X١ کنید فرض

هستند: زیر به صورت ترتیب به  نخست آماره ی و n‐ام ترتیبی آماره ی تجمعی
Fn:n(x) = [F (x)]n,

و
F١:n(x) = ١ − [١ − F (x)]n.

می باشد: زیر به صورت Xr:n تجمعی توزیع تابع کلی طور به

Fr:n(x) =

n∑
i=r

(
n

i

)
F (x)i[١ − F (x)]n−i.

ترتیبی آماره ی حاشیه ای چگالی تابع ،Xn, . . . , X١ تصادفی متغیرهای بودن پیوسته فرض با
هستند: زیر به صورت ترتیب به r‐ام ترتیبی آماره ی و نخست آماره ی n‐ام،

fn:n(x) = nFn−١(x)f(x) x ∈ R,

f١:n(x) = n[١ − F (x)]n−١f(x) x ∈ R,

و
fr:n(x) =

n!

(r − ١)!(n− r)!
F (x)i−١]١ − F (x)]n−if(x) x ∈ R.

از: عبارتست s‐ام و r‐ام ترتیبی آماره های توام احتمال چگالی تابع ،x١ ≤ x٢ برای
fr,s:n(x١, x٢) = n!

(r−١)!(s−r−١)!(n−s)!
F (x١)r−١[F (x٢)−F (x١)]s−r−١]١−F (x٢)]n−sf(x١)f(x٢).

است: زیر به صورت X١:n, X٢:n, . . . , Xn:n توام احتمال چگالی تابع نیز و
f١,...,n:n(x١, . . . , xn) = n!

n∏
i=١

f(xi) x١ ≤ x٢ ≤ . . . ≤ xn.



۵ ترتیبی آماره های

رکوردی آماره های ١ . ٢ . ٣
تابع با هم توزیع و مستقل پیوسته، تصادفی متغیرهای از دنباله یک X١, X٢, ... کنید فرض

باشد. f(x) چگالی تابع و F (x) مشترک توزیع
مشاهدات تمام مقدار از آن مقدار اگر می گوییم بالا رکورد یک را Xj مشاهده ی .١ . ٢ . ١ تعریف
مشاهده ی بالا، رکوردهای تعریف مشابه .Xi < Xj ، ∀i < j دیگر عبارت به باشد بیشتر قبلی
باشد، کمتر خود قبلی مشاهدات تمام مقدار از آن مقدار اگر می گوییم پایین رکورد یک را Xj

.Xi > Xj ، ∀i < j یعنی
زمان می شوند، ظاهر پایین و بالا رکوردهای آن ها در که را اندیس هایی شماره .١ . ٢ . ٢ تعریف

می شوند: تعریف زیر به صورت و داده نشان Lj و Uj با و می نامند رکوردها
U١ = ١, Uj = min{k|k > Uj−١, Xk > XUj−١}, j ≥ ٢
L١ = ١, Lj = min{k|k > Lj−١, Xk < XLj−١}, j ≥ ٢

تصادفی متغیر یک Yi و nتایی نمونه ی یک رکوردهای تعداد Nn کنید فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
می شود: معرفی زیر صورت به رکوردها تعداد فرآیند باشد. نشانگر

Nn =
n∑

i=١
Yi, Yi =

 ١ باشد رکورد Xi هرگاه
٠ نباشد رکورد Xi هرگاه (١ . ١)

آن تعریف و می شود داده نشان ∆r نماد با که است آماره ای رکوردها بین زمان .۴ . ١ . ٢ تعریف
از: است عبارت

∆r = Ur+١ − Ur, r = ١,٢,٣, . . . بالا رکوردهای برای
∆r = Lr+١ − Lr, r = ١,٢,٣, . . . پایین رکوردهای برای

می شود: تعریف زیر به صورت و داده نشان Rj با رکوردها مقادیر دنباله ی .۵ . ١ . ٢ تعریف
Rj = XUj بالا رکوردهای مقادیر
Rj = XLj پایین رکوردهای مقادیر

رکوردها کاربرد ۴ . ١ . ٢
آزمون قبیل از مسائلی در رکوردها دارند. واقعی زندگی در وسیع کاربردهای رکوردها نظریه
مربوط داده های چوب، الوارهای استقامت آزمون یا قیمت گران الکترونیکی قطعات عمر طول
قابلیت مسایل در مینیمال تعمیر نگاری، زلزله ژئوفیزیک، هواشناسی، ورزشی، مسابقات به
مثال دو اینجا در می کنند. ایفا توجهی شایان نقش آن مانند و ناهمگن پواسن فرآیند اعتماد،

می کنیم. مطرح زمینه این در



اولیه مفاهیم و مقدمات ۶
دفعه ای هر در است نیاز کار هنگام در که بگیرید نظر در را خردکنی سنگ دستگاه .١ . ٢ . ١ مثال
مجدد تنظیم باشد، بزرگتر قبلی خردشده ی سنگ های اندازه ی از دریافتی سنگ اندازه ی که
مقادیر از که می کند پیدا اهمیت کاربر برای سنگ ها از اندازه هایی دستگاهی چنین در گردد.
بار چند دستگاه که می دهد نشان مقادیر این تعداد که است مشخص باشند. بزرگتر خود قبلی

است. شده تنظیم
تنزل باعث گرم محیط مثلا می افتند. کار از تنش اثر در محصولات از بسیاری .١ . ٢ . ٢ مثال
تنش مقدار می شود. خالی زمان گذشت با باطری یک یا می شود الکتریکی مولفه ی یک کارایی
متغیر یک و بوده متفاوت مشابه، کاملا محصول دو برای کارافت نقطه ی تا محصول یک
افزایش با آزمایشگاه در بتوان را محصول یک کارافت نقطه ی که کنید فرض می باشد. تصادفی
برای را آزمونی چنین اگر آورد. دست به فشار) و حرارت درجه ی نیرو، (مثلا́ تنش تدریجی
کارافت نقاط با متناظر ،X١٠٠, ..., X٢, X١ مقدار صد حاصل دهیم، انجام مشابه محصول صد

بود. خواهد محصولات
یک باشد. نمونه در محصول ضعیف ترین یافتن آزمایش این انجام از هدف کنید فرض
کارافت نقطه ی تا دهیم قرار تنش تحت را نمونه ها تک تک که است این آزمایش این در روش
تمام خاص مواردی در و محصولات از تعدادی روش این اعمال با بی تردید شود. پیدا کدام هر
صورت این به است. دنباله ای راهبرد روش دیگر، روش داد. خواهیم دست از را محصولات
دوم نمونه ی اگر می کنیم. یادداشت را X١ مقدار و می کنیم آزمایش را اول محصول ابتدا که
می رویم. سوم ی نمونه سراغ کرده متوقف را آزمایش نیفتاد، کار از و کرد تحمل را مقدار این
فقط ما صورت این غیر در X٢ < X١ که می شود مشخص دقیقاً صورتی در X٢ روش این با
این اگر نداریم. X٢ مورد در دیگری اطلاع و X٢ > X١ که آورد خواهیم دست به را اطلاع این
صورت به دنباله ای آزمایش نتیجه ی صورت این در دهیم ادامه محصولات تمام برای را روند

می باشد. Xk کارافت نقطه ی به مربوط محصول ضعیف ترین و بود خواهد زیر
X١ < X٢ < ... < Xk.

قبلی مقدار از کدام هر که می کنند پیدا اهمیت ما برای مشاهدات از دنباله ای مثال این در
می باشد. دوم نوع سانسور آزمایش طرح از حالتی مثال این است. کوچکتر خود

رکوردها توزیع ۵ . ١ . ٢
جامعه ای از هم توزیع و مستقل پیوسته، تصادفی متغیرهای از دنباله ای Xn, n ≥ ١ کنید فرض
تابع λ(x) = f(x)١−F (x)

کنید فرض همچنین باشد. f(x) چگالی تابع و F (x) احتمال توزیع تابع با
به صورت بالا رکورد n اولین توام چگالی صورت این در ،R(x) = − log (١ − F (x)) و خطر نرخ

است: زیر
f١,...,n(x١, x٢, . . . , xn) =

n−١∏
i=١

λ(xi)f(xn), −∞ < x١ < x٢ < . . . < xn <∞ . (١ . ٢)



٧ ترتیبی آماره های
با: است برابر بالا رکورد n‐امین حاشیه ای چگالی تابع و

fn(x) = f(x)
(R(x))n−١
(n− ١)! (١ . ٣)

می شود: محاسبه زیر رابطه ی از (i < j) XUj و XUi توام چگالی همچنین
fi,j(xi, xj) = λ(xi)f(xj)

[R(xi)]
i−١[R(xj)−R(xi)]

j−i−١
(i− ١)!(j − i− ١)! , −∞ < xi < xj <∞. (۴ . ١)

با: است برابر XUj |XUi = xi شرطی چگالی قبلی روابط از استفاده با
fj|i(xj |XUi = xi) =

[R(xj)−R(xi)]
j−i−١f(xj)

(j − i− ١)!(١ − F (xi))
, xi < xj . (۵ . ١)

.H(x) = − log (F (x)) و معکوس خطر نرخ تابع λ̃(x) = f(x)
F (x) کنید فرض بالا، روابط مشابه

با: است برابر پایین رکورد n اولین توام چگالی
f١,...,n(xi, x٢, . . . , xn) =

n−١∏
i=١

λ̃(xi)f(xn) , −∞ < xn < xn−١ < · · · < x١ <∞. (۶ . ١)
با: است برابر پایین رکورد n‐امین حاشیه ای چگالی تابع و
fn(x) = f(x)

(H(x))n−١
(n− ١)! . (١ . ٧)

سانسور ۶ . ١ . ٢
و موجودات عمر طول بررسی برای (مثلا́ را موجود داده های همه نمی توانیم گاه طبیعت در
مواجه مسئله این با گاه دهیم. قرار بررسی مورد برقی) وسایل قبیل از اشیاء و لوازم حتی
برای لازم زمان اما کنیم بررسی را لامپ ها عمر طول می خواهیم مثال، عنوان به که می شویم
ولی هستند اندک می سوزند که لامپ هایی تعداد می مانیم. منتظر روز ۴٠ تا نداریم. را کار این
خود استنباط های و نمی دهیم قرار آزمایش مورد را لامپ ها بقیه وقت بودن کم دلیل به ما
سانسورشده داده های داده ها، این به می دهیم. انجام موجود لامپ های همین براساس را

از: عبارتند سانسور نوع چند می گویند.

راست از سانسور ١ . ٢ . ٧
ادامه است، شده مشخص آزمایشگر توسط قبل از که tc زمان تا مطالعه سانسور، نوع این تحت

از عبارتند مشاهدات راست، از سانسور طرح تحت می یابد.

Yi =


Xi Xi ≤ tc

tc Xi > tc

بقیه تای R و شده اندازه گیری کامل آنها از تا m که است مشاهده n شامل نمونه بنابراین
شده اند. سانسور (R = n−m)
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چپ از سانسور ١ . ٢ . ٨
هستند کمتر tc ی شده تعیین قبل از و ثابت مقدار از که مشاهداتی سانسور از نوع این تحت
مشاهدات سایر ازای به و است tc آن ها برای شده ثبت مقدار و نامیده چپ از شده سانسور  را

از عبارتند مشاهدات چپ، از سانسور طرح تحت می شود. ثبت X دقیق مقدار

Yi =

 Xi Xi ≥ tc

tc Xi < tc

تصادفی سانسور ١ . ٢ . ٩
هم توزیع و مستقل Ciها و باشد Xi تصادفی متغیر سانسور زمان i = ١,٢, . . . , n ازای به Ci اگر
(Yn, δn), . . . , (Y٢, δ٢), (Y١, δ١) از عبارتند مشاهدات سانسور از نوع این تحت در این صورت باشند،

و Yi = min(Xi, Ci) که

δi =


١ Xi ≤ Ci

٠ Xi > Ci

رخ سانسور که می کند مشخص δi و هستند هم توزیع و مستقل Y١, Y٢, . . . , Yn حالت این در
به اگر .(δ = ١) است شده ثبت دقیق به طور نظر مورد پیشامد رخداد زمان یا (δ = ٠) است داده
تصافی سانسور طرح باشد، یکسان واحدها کلیه سانسور زمان و Ci = tc ،i = ١,٢, . . . , n ازای
همه گیرشناسی پزشکی، مطالعات در تصادفی سانسور می شود. راست از سانسور طرح به تبدیل
بیماری دوره از متفاوتی زمان های در معمولا˟ بیماران مثال، عنوان به دارد. کاربرد مهندسی و
خود، ورود زمان با متناسب می بایست بیماران از یک هر نتیجه در و می شوند مطالعه وارد

گیرند. قرار درمان تحت

تعمیم یافته ترتیبی آماره های ١ . ٢ . ١٠
آنها زیرا گرفته اند قرار توجه مورد اخیر سال ده در (GOS) تعمیم یافته١۵ ترتیبی آماره های
آماره های دارند. را بیشتری انعطاف پذیری استنباط و آماری مدل سازی اطمینان، قابلیت در
شده معرفی شده تنظیم نظری به صورت که یکپارچه توزیع یک عنوان به تعمیم یافته ترتیبی
مفهوم (١٩٩۵) کمپس١۶ می شود. تصادفی متغیرهای از مختلفی مدل های شامل و است
متغیرهای از دیگری تعداد و رکورد، مقادیر ترتیبی، آماره های که داد نشان و کرد بیان را GOS
گرفته نظر در تعمیم یافته ترتیبی آماره های از خاصی حالت عنوان به توانند می ترتیبی تصادفی

شوند.
١۵Generalized order statistics
١۶Kamps



٩ دقت عدم کلی مفاهیم
F معکوس تابع میانگین صورت به F دلخواه توزیع تابع اساس بر تعمیم یافته ترتیبی آماره

می شود. بیان

تعمیم یافته ترتیبی ,X(nمتغیرهای n, m̃, k), . . . , X(١, n, m̃, k) تصادفی متغیرهای .۶ . ١ . ٢ تعریف
به صورت آن ها پیوسته ی احتمال تابع اگر می شوند، نامیده F (x) تجمعی توزیع تابع اساس بر

باشد شده داده زیر
(١ . ٨)

f١,...,n(x١, . . . , xn) =


k
(∏n−١

j=١ γj
) [∏n−١

j=١ (١ − F (xi))
mi f(xi)

]
. (١ − F (xn))

k−١
f(xn),

for F−(٠)١ < x١ < . . . < xn < F−(١)١
٠, این صورت غیر در

به طوری ،Mr =
∑n−١

j=r mj ،m̃ = (m١,m٢, . . . ,mn−١) ،k > ٠ ،n ≥ ٢ ،n ∈ N متغیرهای با
،cr−١ =

∏r
j=١ γj دهید قرار ،r ∈ {١, . . . , n−١} مقادیر تمام برای γr = k+n− r+Mr > ٠ که

.γn = k و r = ١,٢, . . . , n− ١
است زیر به صورت X(r, n,m, k) تعمیم یافته ترتیبی متغیر (cdf) تجمعی توزیع تابع

Fr(X) = ١ − cr−١
r∑

j=١
aj(r)

γj
(١ − F (X))

γj , (١ . ٩)

.١ ≤ j ≤ r ≤ n یا aj(r) =∏r
i=١,i̸=j

( ١
γi−γj

) به طوری که

X١,n, X٢,n, . . . , Xn,n معمولی ترتیبی آماره n توام چگالی تابع ،k = ١ و m = ٠ اگر حال
متغیرهای از بالا رکورد n اولین چگالی تابع ،k = ١ و m = −١ اگر به علاوه می آید. دست به

می آید. به دست هم توزیع و مستقل تصادفی

دقت عدم کلی مفاهیم ١ . ٣
را آزمایش یک مختلف پیشامدهای مشاهده(رخداد) احتمال آزمایشگر یک که کنید فرض
و نداشته کافی اطلاعات باشد: دقت فاقد می تواند اظهاراتش طریق دو به می کند. بیان
و آماری برآوردهای اغلب باشند. ناصحیح اطلاعاتش از مقداری یا باشد، مبهم گزارشاتش
طریق ها این از یکی به است ممکن که هستند گزارشاتی ساخت با ارتباط در استنباطی مسایل
عدم از کلی نظریه یک (١٩۴٩) ویور١٧ و شانون ارتباط نظریه باشند. نادرست آن ها دوی هر یا
می سازد. قادر دقت عدم از ابهام جنبه ی با رویارویی برای را ما که می دهد ارائه را حتمیت
است، شده داده نشان متعددی نویسندگان وسیله ی به آماری مسایل در نظریه این سودمندی

١٧Shannon and Weaver



اولیه مفاهیم و مقدمات ١٠
به قادر کنون تا نظریه این حال این با .(١٩۵١) لایبلر١٩ و (١٩۵٧) کولبک١٨ و لیندلی مانند
برای است. شده محدود کاربردش بنابراین و نشده آن گسترده تر مفهوم در دقت عدم با ارتباط
عنوان با که داد پیشنهاد را اندازه یک (١٩۶١) کریج ارتباط، نظریه در محدودیت ها این بر غلبه
شانون آنتروپی از تعمیمی به عنوان می تواند اندازه این می شود. شناخته دقت”٢٠ عدم ”اندازه

شود. گرفته نظر در
و است ϕi ممکن پیشامد i‐امین رخداد احتمال که می کند ادعا آزمایشگر کنید فرض
گفته ی دقت عدم که می شود داده نشان .∑ θi =

∑
ϕi = ١ و باشد θi آن واقعی احتمال

تنها این و شود اندازه گیری I = I(θ١, θ٢, . . . , ϕ١, ϕ٢, . . .) = −
∑
θi log ϕi با می تواند آزمایشگر

می دهد. پوشش را شهودی فرضیات از مجموعه ای که است تعریفی
اندازه ی به عنوان که −

∑
θi log θi شانون معادله ی فرضیات با دقت عدم فرضیات طبیعتاً

شده ارائه اطلاعات تمام وقتی که آنجا از هستند. یکسان تقریباً است رفته به کار حتمیت عدم
می کند. میل حتمیت عدم به دقت عدم باشند، درست

دقت عدم خواص ١ . ٣ . ١
را زیر فرضیات (١٩۶١) کریج باشد. دقت عدم مقدار I = I(θ١, θ٢, . . . ;ϕ١, ϕ٢, . . .) کنید فرض

ساخت: مطرح
است. پیوسته ϕها و θها روی I تابع .١

تابعی دقت عدم می کند، بیان ١/N احتمال با و هم شانس را پیشامد N آزمایشگر وقتی .٢
می باشد. N از صعودی یکنوا

اصلی دقت عدم زیرفرض های از معنی دار وزنی ترکیب یک به صورت دقت عدم اندازه .٣
داریم مثال عنوان به است.

I(α, β, γ; θ, ϕ, ψ) ≡ I(α, ١ − α; θ, ١ − θ) + (١ − α)I

(
β

١ − α
,

γ

١ − α
;

ϕ

١ − θ
,

ψ

١ − θ

)
.

می کنیم: اثبات زیر صورت به را بالا رابطه ی ،α+ β + γ = ١ اینکه به توجه با
I(α, ١ − α; θ, ١ − θ) + (١ − α)I

(
β

١ − α
,

γ

١ − α
;

ϕ

١ − θ
,

ψ

١ − θ

)
= −α log θ − (١ − α) log(١ − θ)− (١ − α)

{
β

١ − α
log(

ϕ

١ − θ
) +

γ

١ − α
log(

ψ

١ − θ
)

}
= −α log θ − (١ − α) log(١ − θ)− β log ϕ+ β log(١ − θ)− γ logψ + γ log(١ − θ)

= −α log θ − β log ϕ− γ logψ

= I(α, β, γ; θ, ϕ, ψ).

١٨Lindley and Kullback
١٩Leibler
٢٠Inaccuracy



١١ دقت عدم کلی مفاهیم
دقت عدم مقدار شوند، ترکیب شده اند ساخته مشابه ادعای یک مورد در که گزینه دو اگر .۴

مثال، به عنوان نمی کند. تغییری

I(α, β, γ; θ, ϕ, ϕ) = −α log θ − β log ϕ− γ log ϕ

= −α log θ − (β + γ) log ϕ

= I(α, β + γ; θ, ϕ).

داریم: آن گاه .N =
∑

i ni و هستند صحیح مقادیر niها که ϕi = ni/N کنید فرض .۵

I
(
θ١, θ٢, . . . ;

n١
N
,
n٢
N
, . . .

)
= −

∑
i

θi log
ni
N

= −
∑
i

θi log ni −
∑
i

θi logN, (١ . ١٠)

و
∑
i

θiI

(
١; ١
ni

)
= −

∑
i

θi log
١
ni

=
∑
i

θi log ni. (١ . ١١)

داشت خواهیم کنیم، جمع را (١ . ١١) و (١ . ١٠) رابطه ی اگر

(١ . ١٠)+(١ . ١١) = −
∑

i θi logN = − logN = I
(١; ١

N

)
.

می آید: به دست زیر رابطه ی بنابراین

I
(
θ١, θ٢, . . . ;

n١
N
,
n٢
N
, . . .

)
+
∑
i

θiI(١; ١
ni

) ≡ I

(
١; ١
N

)

طور به و است جدید ۴ ی فرضیه تنها است. شانون فرضیات مشابه ٣ و ٢ و ١ فرضیات، این از
می رسد. نظر به قبول قابل شهودی

که باشد چگالی تابع g(x) و باشد مشاهدات واقعی چگالی تابع f(x) اگر پیوسته، حالت در
می شود تعریف زیر به صورت دقت عدم اندازه می گیرد، نظر در آزمایشگر

I(f, g) = −
∫
f(x) log g(x)dx.

و پرداخته شانون آنتروپی و کولبک‐لایبلر مقدار اولیه تعاریف به ابتدا فصل ادامه ی در
می کنیم. بیان را سیستم از باقیمانده عمر طول توزیع های بین دقت عدم میزان سپس



اولیه مفاهیم و مقدمات ١٢

شانون آنتروپی ١ . ٣ . ٢
نظریه ی احتمال، و آمار فیزیک، قبیل از مختلف علوم در ویژه ای جایگاه از آنتروپی امروزه
زمینه در شانون آنتروپی است. برخوردار اقتصاد و فازی مجموعه های نظریه ی ارتباطات،
عدم میزان پیشامد، یک شانون) (اطلاع آنتروپی دارد. مهمی بسیار نقش اطلاع نظریه ی
متضمن آن دادن رخ باشد، نادرتر پیشامدی چه هر می گیرد. اندازه را پیشامد آن حتمیت
کمی سازی برای و شد معرفی فیزیک علم در بار اولین آنتروپی مفهوم است. بیشتری اطلاع
نیکویست٢٢ و (١٩٢٨) هارتلی٢١ بعدها است. شده برده بکار بی نظمی و حتمیت عدم مفاهیم
شانون دادند. ارائه ارتباطات مهندسی در را اطلاع از تعاریفی که بودند افرادی اولین ،(١٩٣٢)
را هارتلی و نیکویست قدیمی ایده های آنتروپی ریاضی تعریف با بار اولین برای (١٩١۶-٢٠٠١)
تعیین راه مهندسین به ریاضی، مسئله یک عنوان به ارتباط گرفتن نظر در با و ساخت مطرح
شده کدگذاری ٢ پایه در ارقام صورت به که اطلاعات انتقال برای ارتباطی کانال های ظرفیت
شانون مقاله انتشار با اطلاع نظریه که دارد وجود باور این کلی به طور  داد. نشان را بودند

یافت. جدیدی نظم ارتباطات ریاضی نظریه ی عنوان تحت (١٩۴٨)
در ،P = (p١, . . . , pn) مانند احتمال توزیع یک آنتروپی مفهوم استخراج برای شانون

کند: صدق زیر اصول در که بود تابعی جستجوی
f(١) = ٠ .١

باشد. p از پیوسته تابع یک f(p) .٢
باشد. p از نزولی اکیداً تابع یک f(p) یعنی .f(p) > f(q) آن گاه p < q اگر .٣

.f(p ∗ q) = f(p) + f(q), ∀p, q ∈ [٠, ١] .۴
است. f(p) = − logb(p), b ∈ R+ کند، می صدق اصول این در که تابعی تنها که داد نشان وی
آنتروپی بنابراین می گردد. تعیین شود، استفاده است قرار که واحدی به توجه با b مبنای

می شود تعریف زیر به صورت ،F گسسته ی توزیع تابع با X تصادفی متغیر شانون
H(X) = H(F ) = −

∑
i

pi log pi,

متغیر یک X کنید فرض هستند. F توزیع به مربوط احتمال جرم تابع مقادیر piها، آن در که
به صورت آن شانون آنتروپی آن گاه باشد، f(x) احتمال چگالی تابع با پیوسته تصادفی
H(X) = H(f) = −

∫
f(x) log f(x)dx = −Ef [log f(X)] = Ef

[
log

١
f(x)

]
که معنی این به می گیرد، اندازه را f(x) چگالی تابع اغتشاش و بی نظمی میزان که شده تعریف
چگالی چه هر عبارتی به یا باشد نزدیکتر یکنواخت چگالی تابع به f(x) چگالی تابع چقدر هر

٢١Hartley
٢٢Nyquist



١٣ دقت عدم کلی مفاهیم
خواهد مشکل تر آن اساس بر تصمیم گیری و می شود کمتر نیز شانون آنتروپی باشد منظم تر
آنتروپی اندازه که است درک قابل زمانی f(x) چگالی تابع اساس بر تصمیم گیری بنابراین شد.
به پیوسته تصادفی متغیرهای برای چگالی کدام بدانیم است مهم بنابراین باشد. زیاد آن شانون
تصادفی متغیرهای توزیع برآورد به نیز آنتروپی ماکزیمم اصل می شود. منجر اطلاع ماکزیمم
داشته بیشتری حتمیت عدم که می شود انتخاب مناسب مدل یک عنوان به توزیعی و می پردازد

باشد.
از عبارتند بدانیم حتمیت عدم معیار یک را آنتروپی شود می باعث که ویژگی هایی

و اگر شود، می صفر و است نامنفی همواره گسسته تصادفی متغیرهای برای آنتروپی الف)
پیشامد یک به دستگاه احتمال همه ی یعنی باشد، داشته وجود کامل حتمیت اگر تنها

.H(١, ٠, . . . , ٠) = ٠ دیگر عبارت به باشد. یافته اختصاص معین
که می دهد رخ وقتی تساوی و H(F ) ≤ log n همواره گسسته، آنتروپی در ب)

p١ = p٢ = . . . = pn =
١
n
.

نظر این از حتمیت عدم بیشترین هستند، هم احتمال پیشامدها همه ی وقتی واقع در
می آید. پیش داد، خواهد رخ پیشامد کدام که

به گرفت. نظر در تصادفی متغیر برای محدودیت هایی که است لازم پیوسته، حالت در پ)
واریانس و حقیقی خط آن ها تکیه گاه که پیوسته ای متغیرهای کلیه برای مثال، عنوان
توزیع دارای X تصادفی متغیر اگر تنها و اگر است، ماکزیمم H(X) است، σ٢ مقدار آن ها

باشد. N(٠, σ٢)

شود. مراجعه (١٩٩١) توماس٢٣ و کاور به بیشتر توضیحات برای

کولبک‐لایبلر تشخیص تابع ١ . ٣ . ٣
از یکی شد، معرفی (١٩۵١) لایبلر و کولبک توسط بار اولین که کولبک‐لایبلر تشخیص تابع
توزیع دو بین فاصله اندازه گیری معیارهای از یکی و توزیع دو مقایسه برای اطلاع اندازه های
،g و f احتمال چگالی توابع با ترتیب به Y و X پیوسته تصادفی متغیر دو برای است. احتمال

به صورت متغیر دو توزیع های تفاوت میزان عنوان به کولبک‐لایبلر اطلاع
K(f |g) =

∫
f(x) log

(
f(x)

g(x)

)
dx = I(f, g)−H(f)

توابع با Y و X گسسته تصادفی متغیر دو برای است. مرجع توزیع g آن در که می شود، تعریف
از است عبارت فاصله این ،χ مشترک تکیه گاه با و q(x) و p(x) احتمال چگالی

K(p|q) =
∑
x∈χ

p(x) log
p(x)

q(x)
.

٢٣Cover and Thomas



اولیه مفاهیم و مقدمات ١۴
معنا این به می شود، استفاده نیز توزیع توابع تقریب برای کولبک‐لایبلر اطلاع اندازه از
نامعلوم توزیع پیش بینی قابلیت K(f |g) باشد، معلوم چگالی تابع دارای توزیع دو از یکی اگر که
(١٩٩١) توماس و کاور به بیشتر توضیحات برای می دهد. نشان را معلوم توزیع از استفاده با

شود. مراجعه

از: عبارتند فاصله این از توجه قابل ویژگی چند
،x مقادیر تمام ازای به اگر تنها و اگر می دهد، رخ برابری و K(f |g) ≥ ٠ بودن؛ نامنفی .١
اثبات مجموع لگ نامساوی یا جنسن نامساوی از مستقیماً ویژگی این .f(x) = g(x)

می شود.
و (p١, q١) اگر یعنی است. محدب (p, q) زوج به نسبت کولبک‐لایبلر فاصله ی تحدب؛ .٢

آن گاه باشند، احتمال چگالی توابع از زوج دو (p٢, q٢)

K(λp١ + (١ − λ)p٢|λq١ + (١ − λ)q٢) ≤ λK(p١|q١) + (١ − λ)K(p٢|q٢), ∀λ ∈ [٠, ١].

چگالی توابع بین کولبک‐لایبلر فاصله ی ،y و x مستقل مشاهدات برای پذیری؛ جمع .٣
حاشیه ای چگالی کولبک‐لایبلر فاصله ی مجموع با است برابر g(x, y) و f(x, y) توام

داریم دیگر به عبارت آن ها.
K(f(x, y)|g(x, y)) = K(f(x)|g(x)) +K(f(y)|g(y)).

نیست، متقارن کولبک‐لایبلر ی فاصله که داد نشان سادگی به می توان بودن؛ نامتقارن .۴
یعنی

K(f |g) ̸= K(g|f),

گرفت: نظر در زیر شکل به را آن متقارن نوع می توان اما
K(f |g) +K(g|f).

G(Y ) و F (X) توزیع توابع با مثبت تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض .١ . ٣ . ١ تعریف
Y از X تجمعی کولبک‐لایبلر اطلاع آن گاه باشند. E(Y ) و E(X) متناهی میانگینهای و

می شود: تعریف زیر به صورت
K(F |G) =

∫ ∞

٠ F (x) log

(
F (x)

G(x)

)
dx+E(X)− E(Y )

=

∫ ∞

٠ F (x) logF (x)dx−
∫ ∞

٠ F (x) logG(x)dx+ E(X)− E(Y )

= −CE(X) + I(F,G) + E(X)− E(Y ). (١ . ١٢)



١۵ دقت عدم کلی مفاهیم

گذشته و باقیمانده عمر طول توزیع دو بین دقت عدم مقدار ۴ . ١ . ٣
شکست زمان که باشند g و f چگالی توابع با منفی غیر تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض
توابع G(y) = P (Y ≤ y) و F (x) = P (X ≤ x) کنید فرض می دهند. نشان را سیستم دو
F (x) = ١−F (x) و معکوس، بقای نرخ های λ̃G(x) = g(x)

G(x) و λ̃F (x) = f(x)
F (x) شکست، توزیع های

باشند. Y و X بقای توابع ترتیب به G(x) = ١ −G(x) و
(١٩۵٩) کولبک اندازه ی Xو تصادفی متغیر به مربوط حتمیت عدم (١٩۴٨) شانون اندازه ی

می باشند: زیر به صورت ترتیب به Y به نسبت X تمایز
H(X) = H(f) = −

∫ ∞

٠ f(x) log f(x)dx, (١ . ١٣)

K(f |g) =
∫ ∞

٠
f(x) log

f(x)

g(x)
dx. (١۴ . ١)

داریم (١۴ . ١) و (١ . ١٣) کردن جمع با
I(f, g) = H(f) +K(f |g) = −

∫ ∞

٠ f(x) log g(x)dx, (١۵ . ١)
کنیم فرض اگر باشد. می Y و X متغیرهای به مربوط دقت عدم از (١٩۶١) کریج اندازه ی که

می شود. تفسیر مرجع توزیع تابع به عنوان G آن گاه باشد، واقعی توزیع تابع F
مناسب عمر طول ی باقیمانده برای اندازه ها این باشد، فعال t زمان تا سیستم که صورتی در
سیستم عمر طول باقیمانده ی دهنده ی نشان Xt که کرد فرض (١٩٩۶) ابراهیمی نیستند.

آن گاه بوده، فعال t زمان تا آنکه شرط به باشد
Xt

d
= (X − t)|X > t, t ≥ ٠,

X تمایز حتمیت، عدم با متناظر پویا اندازه های است. توزیع در بودن معادل نماد d
= آن در که

شده اند: داده زیر به صورت ترتیب به دقت عدم و ،Y به نسبت
H(f ; t) = −

∫ ∞

t

f(x)

F (t)
log

(
f(x)

F (t)

)
dx, (١۶ . ١)

K(f |g; t) =
∫ ∞

t

f(x)

F (t)
log

(
f(x)/F (t)

g(x)/G(t)

)
dx (١ . ١٧)

و
I(f, g; t) = −

∫ ∞

t

f(x)

F (t)
log

(
g(x)

G(t)

)
dx. (١ . ١٨)

ساده (١۵ . ١) و (١۴ . ١) ،(١ . ١٣) به ترتیب به (١ . ١٨) و (١ . ١٧) ،(١۶ . ١) آن گاه ،t = ٠ که وقتی
می شوند.



اولیه مفاهیم و مقدمات ١۶
گذشته به می تواند بلکه نیست آینده به مربوط لزوماً حتمیت عدم موارد، از بسیاری در
شده مشخص قبل از زمان های برخی در تنها که سیستم یک اگر مثال عنون به باشد. معطوف
سیستم عمر طول حتمیت عدم آن گاه شود، مشاهده افتاده کار از t زمان در می شود، بازرسی

است. افتاده کار از سیستم (٠, t) بین لحظه ای در یعنی دارد تکیه گذشته بر
خاطر این به می شود. شناخته غیر فعال زمان عنوان به Xt

d
= (t−X)|X ≤ t تصادفی متغیر

مشاهده افتاده کار از حالت در نیز t زمان در و می افتد کار از سیستم X زمان در بار یک که
حتمیت، عدم اندازه های اساس این بر است. Xt سیستم افتادن کار از تصادفی زمان می شود،
زیر به صورت ترتیب به (٠, t) روی گذشته آنتروپی اساس بر دقت عدم و Y به نسبت X تمایز

است
H̃(f ; t) = −

∫ t

٠
f(x)

F (t)
log

(
f(x)

F (t)

)
dx (١ . ١٩)

K̃(f |g; t) =
∫ t

٠
f(x)

F (t)
log

(
f(x)/F (t)

g(x)/G(t)

)
dx (١ . ٢٠)

و
Ĩ(f, g; t) = −

∫ t

٠
f(x)

F (t)
log

(
g(x)

G(t)

)
dx. (١ . ٢١)

دیگران توسط انجام شده کارهای بر مختصر مروری ۴ . ١
ترتیبی داده های برای را اطلاع اندازه های نظری ویژگی های برخی (٢٠٠۴) همکاران و ابراهیمی
نسبی اطلاعات و شانون آنتروپی اندازه های و کردند بررسی احتمال انتگرالی تبدیل از استفاده با

می شوند: تعریف زیر به صورت ترتیب به که کردند، تعریف را کولبک
Hn(Xi:n) = Hn(fi:n) = −

∫ ∞

٠ fi:n(x) log fi:n(x)dx = Hn(Wi:n)− Egi

[
log f(F−١(Wi))

]
,

و
Kn(fi:n|f) =

∫ ∞

٠ fi:n(x) log

(
fi:n(x)

f(x)

)
dx = −Hn(Wi:n),

است زیر چگالی تابع با U(٠, ١) یکنواخت توزیع از ترتیبی آماره i‐امین ،Wi:n آن در که
gi(w) =

١
B(i, n− i+ ١)wi−١)١ − w)i, ٠ ≤ w ≤ ١.

است. b و a پارامترهای با بتا تابع B(a, b) اینجا در
و تاپلیال کرده اند. مطالعه ترتیبی آماره های در دقت عدم مقدار روی بر نویسندگان برخی
صورت به را f چگالی تابع و ترتیبی آماره ی i‐امین چگالی تابع بین دقت عدم (٢٠١٣) تانجا

کردند تعریف زیر
In(fi:n, f) = −

∫ ∞

٠ fi:n(x) log (f(x)) dx. (١ . ٢٢)



١٧ دیگران توسط انجام شده کارهای بر مختصر مروری
می شود تعریف زیر صورت به f و fi:n بین پویا دقت عدم معیار (١ . ١٨) مشابه

In(fi:n, f ; t) = −
∫ ∞

t

fi:n(x)

F̄i:n(t)
log

(
f(x)

F̄ (t)

)
dx. (١ . ٢٣)

باقیمانده ی عمر طول توزیع دو به مربوط پویا باقیمانده ی دقت عدم مقدار به عنوان معیار این
Xi:n به مربوط بقا تابع F̄i:n(t) = ١ − Fi:n(t) که باشید داشته توجه می شود. بیان F و Fi:n

است زیر به صورت و می باشد
F̄i:n(t) =

B̄F (t)(i, n− i+ ١)
B(i, n− i+ ١) ,

آن در که
B̄x(a, b) =

∫ ١
x
ua−١)١ − u)b−١du, ٠ < x < ١, b > ٠

تبدیل (١ . ٢٢) دقت عدم اندازه به (١ . ٢٣) ،t = ٠ هرگاه کنید دقت می باشد. ناقص بتای تابع
می شود.

i‐امین رنی آنتروپی و شانون آنتروپی که دادند نشان (٢٠٠٧و٢٠٠٨) همکاران و براتپور
کرد اثبات همچنین (٢٠١٠) براتپور می کند. مشخص یکتا بطور را توزیع تابع ترتیبی آماره ی
مشخص یکتا بطور را مرجع توزیع تابع ترتیبی، آماره نخستین تجمعی باقیمانده ی آنتروپی
تابع ترتیبی آماره i‐امین پویای آنتروپی که کردند ثابت (٢٠١۴) همکاران و گوپتا٢۴ می کند.
اندازه ی که دادند نشان (٢٠١۵) همکاران و تاپلیال می نماید. مشخص یکتا به طور را توزیع
را توزیع تابع مرجع، تصادفی متغیر و ترتیبی آماره ی i‐امین بین پویا باقیمانده ی دقت عدم

می کند. تعیین یکتا به طور

٢۴Gupta





٢ فصل
و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم

پایین

مقدمه ٢ . ١
G(x) و F (x) توزیع تابع دارای ترتیب به که باشند نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض
تعریف (١۴ . ١) در که کریج دقت عدم اندازه با مقایسه در هستند. Ḡ(x) و F̄ (x) بقای تابع و
تعریف زیر به صورت را (CPI) تجمعی١ گذشته ی دقت عدم اندازه (٢٠١۵a) تانجا و تاپلیال شد،

کردند

I(F,G) = −
∫ +∞

٠ F (x) logG(x)dx. (٢ . ١)

Ḡ(x) و F̄ (x) اساس بر را (CRI) تجمعی٣ باقیمانده ی دقت عدم (٢٠١۵) تانجا و کومار٢
آوردند به دست زیر به صورت

I(F̄ , Ḡ) = −
∫ +∞

٠
F̄ (x) log Ḡ(x)dx. (٢ . ٢)

١Cumulative past inaccuracy
٢Kumar
٣Cumulative residual inaccuracy



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ٢٠
اطمینان، قابلیت مانند متعددی موضوعات در (MIT) غیر فعال۴ زمان میانگین تابع
زیر به صورت MIT X تصادفی متغیر برای دارد. کاربرد غیره و آماری مطالعات بقا، تحلیل

می شود تعریف
µ١(t) = E(t−X | X < t).

آوردند به دست زیر به صورت را I(F,G) و µ١(t) بین ارتباط یک (٢٠١٧) کندو۵ و گاش

I(F,G) = E

(
µ١(Y )F (Y )

G(Y )

)
.

تابع با همتوزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله یک {Xm,m ≥ ١} کنید فرض حال
‐n ،Ln و بالا رکورد n‐امین نشان دهنده ی Rn کنید فرض باشد. f چگالی تابع و F توزیع
و چگالی تابع و Rn بقای تابع و چگالی تابع آن گاه باشند. {Xm,m ≥ ١} از پایین رکورد امین

است زیر به صورت ترتیب، به Ln توزیع تابع

fRn(x) =
[− log F̄ (x)]n−١

(n− ١)! f(x), x > ٠, n ≥ ١, (٢ . ٣)

F̄Rn(x) =

n−١∑
j=٠

[− log F̄ (x)]j

j!
F̄ (x) =

Γ(n;− log F̄ (x))

Γ(n)
, (۴ . ٢)

fLn(x) =
[− logF (x)]n−١

(n− ١)! f(x), (۵ . ٢)

FLn(x) =
n−١∑
j=٠

[− logF (x)]j

j!
F (x), (۶ . ٢)

می شود تعریف زیر به صورت که است ناقص گامای تابع Γ(a;x) به طوری که

Γ(a;x) =

∫ +∞

x
ua−١e−udu,

.Γ(n) = Γ(n; ٠) و
۴Mean inactivity time
۵Ghosh and Kundu



٢١ بالا رکوردهای در دقت عدم اندازه

بالا رکوردهای در دقت عدم اندازه ٢ . ٢
به صورت f(x) اولیه توزیع تابع و Rn رکورد مقدار n‐امین توزیع به مربوط دقت عدم اندازه

می آید به دست زیر
I(fRn , f) = −

∫ +∞

٠ fRn(x) log f(x)dx

= −
∫ +∞

٠
[− log F̄ (x)]n−١

(n− ١)! f(x) log f(x)dx

= −
∫ +∞

٠
(wn)

n−١
(n− ١)! e−wn log(f(F−١)١ − e−wn)))dwn

= −EWn [log(f(F
−١)١ − e−Wn)))],

٢٠٠٧ همکاران و براتپور (به است ١ مقیاس و n شکل پارامترهای با گاما توزیع دارای Wn که
می آوریم. به دست عمر طول توزیع های برخی برای را I(fRn , f) زیر مثال های در شود). مراجعه
آن گاه باشد، ١

θ میانگین با نمایی توزیع از تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ٢ . ١ مثال
حسب بر نزولی تابعی I(fRn , f) ،n ثابت مقدار یک برای که کنید دقت .I(fRn , f) = n− log θ

است. صعودی n اساس بر دقت عدم θ از ثابتی مقدار برای مشابه، به طور است. θ
f(x) = θx−(θ+١) چگالی تابع با پارتو توزیع از تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ مثال

آن گاه باشد، θ > ٠ و
I(fRn , f) = − log θ +

(
θ + ١
θ

)
Γ(n+ ١).

مشابه، به طور است. θ حسب بر نزولی تابعی I(fRn , f) ،n ثابت مقدار یک برای که کنید دقت
است. صعودی n اساس بر دقت عدم θ از ثابتی مقدار برای

چگالی تابع با وایبل توزیع از تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ مثال
آن گاه باشد، f(x) = [λβx(β−١)]e−λxβ

I(٠,∞)(x)

I(fRn , f) = − log β − log λ

β
−
(
β − ١
β

)
ψ(n) + n,

I(fRn , f) آن گاه باشد، λ > ١ اگر ،n ≥ ٢ ثابت مقدار یک برای است. دی گاما توزیع ψ(n) که
λ از نزولی تابعی I(fRn , f) ،β > ٠ از ثابتی مقدار برای همچنین می باشد. β از نزولی تابعی
مقادیر برای دقت عدم می دهد. نشان λ = ٢ و n = ۵ برای را I(fRn , f) تابع ١.٢ شکل است.
نشان β = ٢ و n = ۵ برای را I(fRn , f) تابع ٢.٢ شکل مشابه، به طور است. نزولی β مختلف

می باشد. نزولی نیر λ > ٠ حسب بر دقت عدم می دهد.
آن گاه ،X ∼ N(٠, ١) کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ مثال

I(fRn , f) =
١
٢ log(٢π) +

∫ +∞

٠
x٢e−x٢

٢ [− log(١ − Φ(x))]n−١
٢Γ(n)√٢π dx.



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ٢٢

λ = ٢ و n = ۵ برای β حسب بر I(fRn , f) تابع :٢ . ١ شکل

β = ٢ و n = ۵ برای λ حسب بر I(fRn , f) تابع :٢ . ٢ شکل
را دقت عدم بودن نزولی ٣.٢ شکل است. n حسب بر نزولی تابعی I(fRn , f) که کنید توجه

می دهد. نشان n > ٣ مختلف مقادیر برای
باشد زیر چگالی تابع با تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ مثال
f(x) =

αλeλx

[eλx − (١ − α)]٢ I(٠,∞)(x), α > ٠, λ > ٠,

آن گاه

I(fRn , f) = n− log λ+

∞∑
i=١

(α−١
α )i

i(i+ ١)n .

برای را مهمی خصوصیات می توانیم تصادفی ترتیب ویژگی های برخی از استفاده با حال
می کنیم: بیان را زیر تعاریف ابتدا کنیم. اثبات دقت عدم اندازه



٢٣ بالا رکوردهای در دقت عدم اندازه

استاندارد نرمال توزیع در n > ٣ برای I(fRn , f) تابع :٢ . ٣ شکل
(
X ≤st Y

است( کوچکتر Y تصادفی متغیر از تصادفی ترتیب Xدر تصادفی متغیر می گوییم .١
توابع تمامی ازای به که می دانیم .x مقادیر تمام ازای به P (X ≥ x) ≤ P (Y ≥ x) اگر

داریم ϕ صعودی
X ≤st Y ⇔ E(ϕ(X)) ≤ E(ϕ(Y )).

از کوچکتر درستنمایی نسبت ترتیب در را f(x) احتمال چگالی تابع با X تصادفی متغیر .٢
باشد. x از صعودی تابعی g(x)

f(x) اگر (X ≤lr Y
) می گوییم g(y) احتمال چگالی تابع با Y

بقای تابع با Y تصادفی متغیر از خطر نرخ ترتیب در ¯F (x) بقای تابع با X تصادفی متغیر .٣
باشد. x از صعودی تابعی Ḡ(x)

F̄ (x)
اگر (X ≤hr Y ) است کوچکتر ¯G(y)

اگر (X ≤icx Y ) می گوییم Y از کوچکتر صعودی محدب ترتیب در را X تصادفی متغیر .۴
.E(ϕ(X)) ≤ E(ϕ(Y )) دارد، وجود امیدشان که ϕ صعودی محدب توابع تمامی برای

اگر (X ≤dcx Y ) می گوییم Y از کوچکتر نزولی محدب ترتیب در را X تصادفی متغیر .۵
.E(ϕ(X)) ≤ E(ϕ(Y )) دارد، وجود امیدشان که ϕ نزولی محدب توابع تمامی برای

(نزولی) صعودی خطر نرخ دارای F (x) توزیع تابع با X نامنفی تصادفی متغیر می گوییم .۶
(نزولی) صعودی تابعی λF (x) = f(x)

F̄ (x)
اگر می شود، داده نشان (DFR) IFR با که است،

باشد. x از
DRHR با که است، نزولی معکوس خطر نرخ دارای X نامنفی تصادفی متغیر می گوییم .٧

باشد. x از نزولی تابعی λ̃F (x) = f(x)
F (x) اگر می شود، داده نشان

صعودی شکست نرخ میانگین دارای F توزیع تابع با X نامنفی تصادفی متغیر می گوییم .٨
تابعی x > ٠ به ازای λF (x)

x اگر می شود، داده نشان (DFRA) IFRA با که است، (نزولی)



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ٢۴
رده شامل به ترتیب DFR و IFR توزیع های رده که کنید توجه باشد. (نزولی) صعودی

هستند. نیز DFRA و IFRA توزیع های
است. نزولی n در I(fRn , f) آن گاه باشد، صعودی x در f(x) اگر .٢ . ٢ . ١ قضیه

شانتکی و شیکد به توجه با است، x از صعودی تابعی fWn+١ (x)
fWn (x)

= x
n نسبت که آنجا از برهان.

توجه با همچنین .Wn ≤st Wn+١ می دهد نتیجه که ،Wn ⩽lr Wn+١ می دانیم (٢٠٠٧) کومار
بنابراین است، صعودی x در f(F−١)١ − e−x)) که می دانیم فرض به

−E[log(f(F−١)١ − e−Wn+١)))] ≤ −E[log(f(F−١)١ − e−Wn)))].

می شود. کامل نتیجه رابطه این با
به دست زیر به صورت I(fRn , f) برای را پایین و بالا کران یک (٢٠٠٧a) همکاران و براتپور

است: وابسته λF (y) = f(y)
F̄ (y)

خطر نرخ تابع به که آوردند
I(fRn , f) ≤ −Bn

∫
A
λF (y) log f(y)dy, (٢ . ٧)

و
I(fRn , f) ≥ −Bn

∫
Ac

λF (y) log f(y)dy, (٢ . ٨)
.A = {y|f(y) ≤ ١} و Bn = (n−١)n−١

(n−١)! e−(n−١) آن در که

Rn برای باقیمانده دقت عدم اندازه ٢ . ٣
می کنیم: معرفی زیر به صورت f و fRn بین را پویا باقیمانده ی دقت عدم اندازه بخش این در

I(fRn , f ; t) = −
∫ +∞

t

fRn(x)

F̄Rn(t)
log

(
f(x)

F̄ (t)

)
dx

= log F̄ (t)− ١
F̄Rn(t)

∫ +∞

t
fRn(x) log f(x)dx. (٢ . ٩)

می آید به دست t ≥ ٠ برای که آنجا از .limt→٠ I(fRn , f ; t) = I(fRn , f) که باشید داشته توجه
داریم ،log F̄ (t) ≤ ٠

I(fRn , f ; t) ≤ − ١
F̄Rn(t)

∫ +∞

t
fRn(x) log f(x)dx.

≤ − ١
F̄Rn(t)

∫ +∞

٠ fRn(x) log f(x)dx =
I(fRn , f)

F̄Rn(t)
.

آن گاه است. توزیع تابع مد مقدار m = sup{x; f(x) ≤M} کنید فرض .٢ . ٣ . ١ گزاره
I(fRn , f ; t) ≤ log

(
F̄ (t)

M

)
.



٢۵ Rn برای باقیمانده دقت عدم اندازه
رابطه  این از استفاده با .log f(x) ≤ logM بنابراین باشد، توزیع مد m کنید فرض برهان.

می شود. کامل اثبات
آماره های برای شانون آنتروپی اساس بر را مشخصه سازی (٢٠٠٧b) همکاران و براتپور
بر مشخصه سازی نتایج روی بر (٢٠١۵) تانجا و تاپلیال کردند. بررسی رکورد مقادیر و ترتیبی
به طور که کردند اثبات و کردند تمرکز ترتیبی آماره های برای پویا باقیمانده ی دقت عدم اساس

می کند. مشخص را توزیع تابع یکتا
(با لیپ شیتس شرط در f و باشد، D ⊂ R٢ دامنه ی در پیوسته تابعی f کنید فرض .٢ . ٣ . ١ لم

D در (x, y٢) و (x, y١) نقطه ی هر برای یعنی می کند، صدق D در (y به توجه
| f(x, y١)− f(x, y٢) |≤ k | y١ − y٢ |, k > ٠. (٢ . ١٠)

،ϕ(x٠) = y٠ و y = f(x, y) می آید به دست اولیه مقدار مسئله ی از که y = f(x) تابع آن گاه
است. به فرد منحصر x ∈ I

شود. مراجعه (٢٠٠٨) کرمانی۶ و گوپتا به برهان.
را کافی شرط یک باشد، شده تعریف D ⊂ R٢ در که f(x, y) دومتغیره تابع هر برای اکنون

شود. برقرار D در لیپ شیتس شرط می کند تضمین که می کنیم معرفی
کنید فرض همچنین باشد. D ⊂ R٢ محدب فضای در پیوسته تابعی f کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ لم

می کند. صدق لیپ شیتس شرط در D در f تابع آنگاه باشد. پیوسته D در و موجود ∂f
∂y که

شود. مراجعه (٢٠٠٨) کرمانی و گوپتا به برهان.
می کنیم. اثبات را زیر قضیه ی بالا، در شده ذکر لم دو از استفاده با حال

باشد. F̄ (.) بقای تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه
و I(fRn , f ; t) <∞ با را رکورد مقدار n‐امین به مربوط پویا باقیمانده ی دقت عدم کنید فرض
X تصادفی متغیر به مربوط F̄ (.) بقای تابع یکتا به طور I(fRn , f ; t) آن گاه نشان دهیم. ،t ≥ ٠

می کند. مشخص را
داریم (٢ . ٩) به توجه با برهان.

I(fRn , f ; t) = log F̄ (t)− ١
F̄Rn(t)

∫ +∞

t
fRn(x) log f(x)dx. (٢ . ١١)

می آوریم: به دست ،t به نسبت (٢ . ١١) رابطه ی طرف دو از مشتق گیری با
Í =

d

dt
[I(fRn , f ; t)] = −λF (t) + λFRn

(t) [I(fRn , f ; t) + log (λF (t))]

= −λF (t) + c(t)λF (t) [I(fRn , f ; t) + log (λF (t))]

= λF (t) (−١ + c(t) [I(fRn , f ; t) + log (λF (t))]) , (٢ . ١٢)
۶Gupta and Kirmani



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ٢۶
و بوده Rn شکست) خطر(نرخ نرخ λFRn

(t) آن در که
c(t) =

[− log F̄ (x)]n−١
(n− ١)!∑n−١

j=٠ [− log F̄ (x)]j

j!

.

می آوریم به دست t به نسبت دوباره مشتق گیری با

λ́F (t) =
λF (t)

[
I
′′
(fRn , f ; t)c(t)−

(
ć(t)λF (t) + Í(fRn , f ; t)ć(t) + Í(fRn , f ; t)c

٢(t)λF (t)
)]

c(t)
[
c(t)λF (t) + Í(fRn , f ; t)

] .

(٢ . ١٣)
به طوری که دارند، وجود F ∗ و F تابع دو کنید فرض

I(fRn , f ; t) = I(f∗Rn
, f ; t) = h(t).

داریم (٢ . ١٣) به توجه با ،t ≥ ٠ هر برای بنابراین
λ́F (t) = ψ(t, λF (t)), λ́F ∗(t) = ψ(t, λF ∗(t)),

آن در که
ψ(t, y) =

y
[
h

′′
(t)c(t)−

(
ć(t)y + h́(t)ć(t) + h́(t)c٢(t)y

)]
c(t)

[
c(t)y + h́(t)

] .

تابع اینکه به توجه با .λF (t) = λF ∗(t) داریم، t هر برای ٢ . ٣ . ٢ و ٢ . ٣ . ١ لم های از استفاده با
می شود. کامل اثبات می کند، مشخص را توزیع تابع یکتا به طور خطر نرخ

به دست زیر به صورت f و fRn بین پویا گذشته ی دقت عدم اندازه ،(٢ . ٩) اندازه ی مشابه
می آید

Ĩ(fRn , f ; t) = −
∫ t

٠
fRn(x)

FRn(t)
log

(
f(x)

F (t)

)
dx

= logF (t)− ١
FRn(t)

∫ t

٠ fRn(x) log f(x)dx,

که کنید توجه .limt→∞ Ĩ(fRn , f ; t) = Ĩ(fRn , f) داد نشان می توان سادگی به
Ĩ(fRn , f ; t) ≤

I(fRn , f)

FRn(t)
,

.Ĩ(fRn , f ; t) ≥ log
(
F (t)
M

) مشابه به طور و
فرض باشد. F (.) توزیع تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر Xیک کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه
Ĩ(fRn , f ; t) <∞ با t ≥ ٠ هر برای رکورد مقدار n‐امین به مربوط پویا گذشته ی دقت عدم کنید

می کند. مشخص را F (·) توزیع تابع یکتا به طور Ĩ(fRn , f ; t) آن گاه شود. داده نشان
می باشد. ٢ . ٣ . ١ قضیه ی اثبات مشابه برهان.



٢٧ Rn برای تجمعی باقیمانده ی دقت عدم

Rn برای تجمعی باقیمانده ی دقت عدم ۴ . ٢
کنیم: می بیان زیر صورت به را F̄ و F̄Rn بین تجمعی باقیمانده ی دقت عدم اندازه

I(F̄Rn , F̄ ) = −
∫ +∞

٠
F̄Rn(x) log

(
F̄ (x)

)
dx

= −
∫ +∞

٠
n−١∑
j=٠

[− log F̄ (x)]j

j!
F̄ (x) log

(
F̄ (x)

)
dx

=

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx

=
n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
[− log F̄ (x)]j+١

j!
× f(x)

f(x)
F̄ (x)

dx

=
n−١∑
j=٠

(j + ١)ERj+٢

( ١
λF (X)

)
, (١۴ . ٢)

برای را I(F̄Rn , F̄ ) ما زیر مثال در است. F̄Rj+٢ اطمینان قابلیت با تصادفی متغیر یک Rj+٢ که
بقا آزمون و اطمینان قابلیت نظریه در وسیعی کاربرد که خاص عمر طول توزیع های برخی

آورده ایم. بدست دارند،
که دید می توان راحتی به آن گاه باشد، [٠, θ] در یکنواخت توزیع دارای X اگر (١) .١ . ۴ . ٢ مثال

.I(F̄Rn , F̄ ) = θ
∑n−١

j=٠ j!(j+١)٢
٢j+٢ ،n ≥ ١ صحیح عدد هر برای

آن گاه باشد، ،α, β > ٠ ، x ≥ ٠ ، F̄ (x) = e−αxβ بقای تابع با وایبل توزیع دارای X اگر (٢)
.I(F̄Rn , F̄ ) =

١
βα

١
α

∑n−١
j=٠

( ١
β
+j)!

j! ،n ≥ ١ صحیح مقادیر تمام برای
باشد، ،λ > ٠ ،γ > ١  ،x ≥ ٠ ،F̄ (x) =

(
λ

x+λ

)γ بقای تابع با پارتو توزیع دارای X اگر (٣)
.I(F̄Rn , F̄ ) =

λ
γ−١

∑n−١
j=٠ (j + ١)( γ

γ−١
)j+١ ،n ≥ ١ صحیح مقادیر تمام برای آن گاه

.I(F̄Rn , F̄ ) =
n(n+١)٢λ آن گاه باشد، ١

λ میانگین با نمایی توزیع دارای X کنید فرض (۴)
معکوس نمایی‐گاوسی توزیع دارای که باشد نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض (۵)
صحیح مقادیر تمام برای آن گاه است، F̄ (x) = e

α
β
[٢+١√−١βx]

, x ≥ ٠, α, β > ٠ بقای تابع با
.I(F̄Rn , F̄ ) =

١
α٢
∑n−١

j=٠ j!(j + ٢(١[α+ (j + ٢)β] ،n ≥ ١
باشد. F̄ بقای تابع با پیوسته مطلقاً و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۴ . ٢ گزاره

این صورت در

I(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

(j + ١)[µj+٢ − µj+١],

.µn =
∫ +∞٠ F̄Rn(x)dx آن در که



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ٢٨
داریم (١۴ . ٢) به توجه با برهان.

I(F̄Rn , F̄ ) =
n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx

=
n−١∑
j=٠

(j + ١)
∫ +∞

٠
[F̄Rj+٢(x)− F̄Rj+١(x)]dx

=
n−١∑
j=٠

(j + ١)[µj+٢ − µj+١].

n = ١,٢, ... برای این صورت در .a, b > ٠ کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ گزاره
I(F̄aRn+b, F̄aX+b) = aI(F̄Rn , F̄ ).

داریم ،F̄aX+b(x) = F̄ (x−b
a ) این که به توجه و (١۴ . ٢) از استفاده با برهان.

I(F̄aRn+b, F̄aX+b) = −
∫ +∞

٠
n−١∑
j=٠

[− log F̄aX+b(x)]
j+١

j!
F̄aX+b(x)dx = aI(F̄Rn , F̄ ). (١۵ . ٢)

باشد. F̄ بقای تابع با پیوسته مطلقاً و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ۴ . ٢ گزاره
این صورت در

I(F̄Rn , F̄ ) =
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ λF (z)

[∫ ∞

z
[− log F̄ (x)]jF̄ (x)dx

]
dz.

داریم ،− log F̄ (x) =
∫ x٠ λF (z)dz که حقیقت این و (١۴ . ٢) از استفاده با برهان.

I(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx

=

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠

[∫ x

٠ λF (z)dz

]
[− log F̄ (x)]j

j!
F̄ (x)dx

=

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ +∞

٠ λF (z)

[∫ ∞

z
[− log F̄ (x)]jF̄ (x)dx

]
dz.

این صورت در باشد. F̄ بقای تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۴ . ۴ . ٢ گزاره

I(F̄Rn , F̄ ) =
n−١∑
j=٠

١
j!
E[X(− log F̄ (X))j+١]−

n−١∑
j=٠

j + ١
j!

E[X(− log F̄ (X))j ].



٢٩ Rn برای تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
داریم آ  . ۴) (پیوست فوبینی قضیه ی از استفاده و (١۴ . ٢) به توجه با برهان.

I(F̄Rn , F̄ ) =
n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx

=
n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
[− log F̄ (x)]j+١

j!

[∫ +∞

x
f(z)dz

]
dx

=

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
f(z)

j!

[∫ z

٠ [− log F̄ (x)]j+١dx
]
dz.

می آید. به دست راحتی به نتیجه جزء به جزء انتگرال گیری با
I(F̄Rn , F̄ ) < ∞ با پیوسته مطلقاً و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۵ . ۴ . ٢ گزاره

داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ برای
I(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

١
j!
E
[
hj+١(X)

]
, (١۶ . ٢)

آن در که
hj+١(x) =

∫ x

٠
[
− log F̄ (z)

]j+١
dz, x ≥ ٠.

می آوریم به دست فوبینی قضیه و (١۴ . ٢) رابطه ی به توجه با برهان.
I(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
[− log F̄ (z)]j+١

j!
F̄ (z)dz

=

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠

[∫ ∞

z
f(x)dx

]
[− log F̄ (z)]j+١dz

=

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ f(x)

[∫ x

٠ [− log F̄ (z)]j+١dz
]
dx =

n−١∑
j=٠

١
j!
E
[
hj+١(X)

]
.

می آوریم. به دست I(F̄Rn , F̄ ) برای را پایین و بالا کران های برخی زیر گزاره های در
می شود برقرار زیر رابطه ی ،n ≥ ١ و X نامنفی تصادفی متغیر یک برای .۶ . ۴ . ٢ گزاره

I(F̄Rn , F̄ ) ≥
n−١∑
j=٠

[E(X)]j+١
j!

, (٢ . ١٧)

آن در که
E(X) = −

∫ +∞

٠ F̄ (x) log F̄ (x)dx, (٢ . ١٨)
شده معرفی (٢٠٠۴) همکاران و رائو توسط که است (CRE) تجمعی٧ باقیمانده ی آنتروپی

است.
٧Cumulative residual entropy



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ٣٠
داریم ،F̄ (x) ≥ (F̄ (x))n ،n ≥ ١ برای آنجا که از برهان.

I(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ F̄ (x)[− log F̄ (x)]j+١dx ≥
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ [−F̄ (x) log F̄ (x)]j+١dx.

می دهد نتیجه جنسن نامساوی است، محدب تابعی g(x) = xn, n ≥ ١ برای این که به توجه با

I(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ F̄ (x)[− log F̄ (x)]j+١dx ≥
n−١∑
j=٠

١
j!

(
−
∫ ∞

٠ F̄ (x) log F̄ (x)dx

)j+١
,

می آید. به دست اثبات (٢ . ١٨) رابطه ی به توجه با که
باشد. F توزیع تابع با پیوسته مطلقاً و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۴ . ٢ نتیجه

داریم آن گاه
I(F̄Rn , F̄ ) ≥

n−١∑
j=٠

١
j!

[∫ ∞

٠ F (x)F̄ (x)dx

]j+١
.

است زیر به صورت CRE برای پایین کران یک ،(٢٠٠۵) رائو در ١ گزاره به توجه با برهان.
E(X) ≥

∫ +∞

٠ F (x)F̄ (x)dx.

می شود. کامل اثبات ۶ . ۴ . ٢ گزاره از استفاده با بنابراین،
متناهی امید و F̄ بقای تابع با پیوسته نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ نتیجه

داریم آن گاه باشد.
I(F̄Rn , F̄ ) ≥

n−١∑
j=٠

١
j!

[E(X)gini[X]]j+١ ,

است. آ  . ٣) (پیوست جینی شاخص gini[.] آن در که
داریم (١٩٩٨) وانگ٨ از ۵.١ گزاره ی از استفاده با ∫برهان. +∞

٠
F (x)F̄ (x)dx =

١
٢E[| X − Y |] = E(X)gini[X],

کامل را اثبات ١ . ۴ . ٢ نتیجه ی بنابراین، هستند. یکسان توزیع دارای و مستقل Y و X که
می کند.

این صورت در باشد. پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ۴ . ٢ نتیجه
I(F̄Rn , F̄ ) ≥

n−١∑
j=٠

Cj+١
j!

[
e(j+١)H(X)

]
,

H(X) = −
∫ +∞٠ f(x) log f(x)dx و C = exp

(∫ ١٠ log(x| log x|)dx
)

= ٠٫٢٠۶۵ آن در که
است. X شانون آنتروپی

٨Wang



٣١ Rn برای تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
اثبات (٢٠٠٩) لونگوبردی٩ و کرشنزو دی از ٢.۴ گزاره ی و (٢ . ١٧) رابطه ی به توجه با برهان.

می آید. به دست
µ = متناهی امید با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٧ . ۴ . ٢ گزاره

این صورت در باشد. E(X)

I(F̄Rn , F̄ ) ≥
n−١∑
j=٠

١
j!

[
hj+١(µ)

]
,

است. شده تعریف ۵ . ۴ . ٢ گزاره ی در hj+١(µ) که
(١۶ . ٢) در جنسن نامساوی بردن به کار با است، محدب تابعی hj+١(.) اینکه به توجه با برهان.

می شود. کامل اثبات
پیوسته کاملا́ تجمعی توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٨ . ۴ . ٢ گزاره

داریم n = ١,٢, ... برای آن گاه باشد. F (x)

I(F̄Rn , F̄ ) ≤
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ [− log F̄ (x)]j+١dx.

به دست آسانی به اثبات ،F̄ (x) ≤ ١ ،x هر برای که واقعیت این و (١۴ . ٢) از استفاده با برهان.
می آید.

برای آن گاه باشد. F̄ (x) بقای تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٩ . ۴ . ٢ گزاره
داریم n = ١,٢, ...

I(F̄Rn , F̄ ) ≥
n−١∑
j=٠

j+١∑
i=٠

(−١)i(j + ١)
i!(j + ١ − i)!

∫ ∞

٠ [F̄ (x)]i+١dx.

می شود. نتیجه اثبات (١۴ . ٢) یادآوری با ،− log F̄ (x) ≥ ١ − F̄ (x) که آنجا از برهان.
قابلیت مفهوم با را آن ارتباط و می آوریم به دست I(F̄Rn , F̄ ) برای را نتایج برخی ادامه در

می کنیم. بیان اطمینان
داریم n = ١,٢, . . . برای آن گاه باشد، DFR X اگر .١٠ . ۴ . ٢ گزاره

I(F̄Rn+١ , F̄ )− I(F̄Rn , F̄ ) ≥
n+١∑
i=١

ERi

[ ١
λF (X)

]
. (٢ . ١٩)

نسبت چون باشد. Rn رکورد مقدار n‐امین چگالی تابع fRn کنید فرض برهان.
fRn+١(t)
fRn(t)

=
− log F̄ (t)

n

٩Di Cresenzo and Longobardi



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ٣٢
این به ،Rn ≤st Rn+١ می دهد نتیجه که Rn ≤lr Rn+١ بنابراین است، صعودی t به نسبت
مطالعه را ١ فصل ،٢٠٠٧ شانتی کومار١٠ و شیکد بیشتر جزئیات (برای F̄Rn ≤ F̄Rn+١ که معنی
x از صعودی تابعی ١

λF (x) آن گاه باشد، مخاطره نرخ λF (x) و DFR X اگر بنابراین، کنید).
(٢٠٠٧) کومار شانتی و شیکد در (١.A.٧) نامساوی و (١۴ . ٢) از استفاده با بنابراین است.

داریم
I(F̄Rn+١ , F̄ ) =

n∑
j=٠

(j + ١)ERj+٢

[ ١
λF (X)

]

≥
n∑

j=٠
(j + ١)ERj+١

[ ١
λF (X)

]

=

n−١∑
i=−١

(i+ ٢)ERi+٢

[ ١
λF (X)

]

=
n−١∑
i=٠

(i+ ٢)ERi+٢

[ ١
λF (X)

]
+ ER١

[ ١
λF (X)

]

= I(F̄Rn , F̄ ) +

n+١∑
i=١

ERi

[ ١
λF (X)

]
. (٢ . ٢٠)

است. کامل اثبات
مقداری خطر نرخ آنجاکه از باشد، µ = ١

θ میانگین با نمایی توزیع دارای X اگر .١١ . ۴ . ٢ گزاره
است. n از صعودی تابعی که می آوریم به دست را I(F̄Rn , F̄ ) =

n(n+١)٢ µ رابطه ی است، ثابت
Ḡ(x) و F̄ (x) به ترتیب بقای توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y Xو کنید فرض .١٢ . ۴ . ٢ گزاره
n = ١,٢, . . . برای آن گاه باشد، Y به مربوط بالای رکورد R̃n و DFR X ،X ≤hr Y اگر باشند.

I(F̄Rn , F̄ ) ≤ I(ḠR̃n
, Ḡ). (٢ . ٢١)

ببینید). را ٢٠٠٧ کومار شانتی و (شیکد X ≤st Y می دهد نتیجه X ≤hr Y که می دانیم برهان.
داریم بنابراین،

F̄Rj+٢ ≤ ḠR̃j+٢ ,

این می شود. برقرار Rj+٢ ≤st R̃j+٢ رابطه ی نتیجه در می باشد. R̃j+٢ بقای تابع ḠR̃j+٢ که
باشیم داشته ϕ صعودی توابع تمام برای این که با است معادل
E(ϕ(Rj+٢)) ≤ E(ϕ(R̃j+٢)),

اگر بنابراین ببینید). را ص۴ ،٢٠٠٧ کومار شانتی و (شیکد باشند موجود امیدها که صورتی در
داریم و است صعودی ١

λF (x) آن گاه است، شکست نرخ λF (x) و است DFR X کنیم فرض

I(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

(j + ١)ERj+٢

( ١
λF (X)

)
≤

n−١∑
j=٠

(j + ١)ER̃j+٢

( ١
λF (X)

)
.

١٠Shaked and Shanthikumar



٣٣ Rn برای تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
λF (x) ≥ λG(y) رابطه ی در مربوطه خطر نرخ توابع که می دهد نتیجه X ≤hr Y دیگر، طرف از

داریم پس می کنند. صدق
n−١∑
j=٠

(j + ١)ER̃j+٢

( ١
λF (X)

)
≤

n−١∑
j=٠

(j + ١)ER̃j+٢

( ١
λG(Y )

)
= I(ḠR̃n

, Ḡ).

.I(F̄Rn , F̄ ) ≤ I(ḠR̃n
, Ḡ) می آوریم به دست عبارت دو این از استفاده با بنابراین،

باشند. Ḡ(x) و F̄ (x) بقای توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .١٣ . ۴ . ٢ گزاره
آن گاه ،X ≤icx Y اگر

I(F̄Rn , F̄ ) ≤ I(ḠR̃n
, Ḡ).

شانتی و شیکد به توجه با است، صعودی محدب تابع یک ،j ≥ ٠ برای gj+١(.) که آنجا از برهان.
تعریف یادآوری با .hj+١(X) ≤icx hj+١(Y ) می دهد Xنتیجه ≤icx Y که می دانیم (٢٠٠٧) کومار

می شود. کامل اثبات ۵ . ۴ . ٢ گزاره ی و صعودی محدب ترتیب
داریم n = ١,٢, . . . برای آن گاه باشد، (DFRA) IFRA X اگر .١۴ . ۴ . ٢ گزاره

I(F̄Rn , F̄ ) ≤ (≥)

n−١∑
j=٠

١
j!
E
[
X
(
− log F̄ (X)

)j]
. (٢ . ٢٢)

داریم (١۴ . ٢) رابطه ی از برهان.

I(F̄Rn , F̄ ) =
n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
[− log F̄ (x)]j

j!
[− log F̄ (x)]F̄ (x)dx. (٢ . ٢٣)

است (نزولی) صعودی x > ٠ به نسبت − log F̄ (x)
x می باشد، (DFRA) IFRA X که آنجا از حال

می دهد نتیجه که
− F̄ (x) log F̄ (x) ≤ (≥)xf(x), x > ٠. (٢۴ . ٢)

می شود. کامل اثبات (٢۴ . ٢) و (٢ . ٢٣) به توجه با بنابراین
باشند. Ḡ(x) و F̄ (x) بقای توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .١۵ . ۴ . ٢ گزاره

n = ١,٢, ... برای آن گاه ،X ≤hr Y اگر
I(F̄Rn , F̄ )

E(X)
≤
I(ḠR̃n

, Ḡ)

E(Y )
.

تحت است، صعودی محدب تابع یک hj+١(x) =
∫ x٠ [− log F̄ (z)]j+١dz اینکه به توجه با برهان.

داریم (٢٠٠٧) کومار شانتی و شیکد طبق ،X ≤hr Y فرض
n−١∑
j=٠

١
j!

[
E
[
hj+١(X)

]
E(X)

]
≤

n−١∑
j=٠

١
j!

[
E
[
hj+١(Y )

]
E(Y )

]
.

می شود. کامل اثبات (١۶ . ٢) یادآوری با بنابراین،



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ٣۴
تابع دارای که می دهد نشان را نامنفی و پیوسته کاملا́ تصادفی متغیر یک X∗

θ کنید فرض
H̄Rn بین را تجمعی باقیمانده ی دقت عدم اندازه حال می باشد. H̄θ(x) = [F̄ (x)]θ, x ≥ ٠ بقای

می آوریم: به دست زیر به صورت H̄θ و
I(H̄Rn , H̄θ) = −

∫ +∞

٠ H̄Rn(x) log
(
H̄θ(x)

)
dx

=
n−١∑
j=٠

θj+١
∫ +∞

٠
[− log F̄ (x)]j+١

j!
[F̄ (x)]θdx. (٢۵ . ٢)

داریم n ≥ ١ هر برای آن گاه ،θ ≥ (≤)١ اگر .١۶ . ۴ . ٢ گزاره
I(H̄Rn , H̄θ) ≤ (≥)

n−١∑
j=٠

(j + ١)θj+١Ej+١(X),

ناوارو١١ و ساراکوس توسط که است X یافته ی تعمیم تجمعی باقیمانده ی آنتروپی Ej+١(X) که
است شده معرفی زیر به صورت (٢٠١٣)

Ej+١(X) =

∫ +∞

٠
F̄ (x)[− log F̄ (x)]j+١

(j + ١)! .

(٢۴ . ٢) از بنابراین و ،[F̄ (x)]θ ≤ (≥)F̄ (x) که است واضح آن گاه ،θ ≥ (≤)١ کنید فرض برهان.
می شود نتیجه

I(H̄Rn , H̄θ) ≤ (≥)
n−١∑
j=٠

(j + ١)θj+١Ej+١(X).

طول X کنید فرض می کنیم. بررسی را I(F̄Rn , F̄ ) پویای نسخه ی فصل، این ادامه ی در
می توانیم مشابه به طور باشد. مانده سالم t سن تا سیستم که به طوری باشد سیستم یک عمر

کنیم مطرح زیر به صورت را I(F̄Rn , F̄ ) پویای نسخه ی
I(F̄Rn , F̄ ; t) = −

∫ +∞

t

F̄Rn(x)

F̄Rn(t)
log

(
F̄ (x)

F̄ (t)

)
dx

= log F̄ (t)µ̃n(t)−
∫ +∞

t

F̄Rn(x)

F̄Rn(t)
log
(
F̄ (x)

)
dx

= log F̄ (t)µ̃n(t) +
١

F̄Rn(t)

n−١∑
j=٠

∫ +∞

t

[− log F̄ (x)]j+١
j!

F̄ (x)dx (٢۶ . ٢)

آنجاکه از .limt→٠ I(F̄Rn , F̄ ; t) = I(F̄Rn , F̄ ) که کنید توجه . µ̃n(t) = ∫ +∞
t

F̄Rn (x)

F̄Rn (t)
dx آن در که

داریم ،log F̄ (t) ≤ ٠ ،t ≥ ٠ برای
I(F̄Rn , F̄ ; t) ≤ ١

F̄Rn(t)

n−١∑
j=٠

∫ +∞

t

[− log F̄ (x)]j+١
j!

F̄ (x)dx

≤ ١
F̄Rn(t)

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx =

I(F̄Rn , F̄ )

F̄Rn(t)
.

١١Psarrakos and Navarro



٣۵ Rn برای تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
باشد. F (.) توزیع تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۴ . ٢ قضیه
داده نشان t ≥ ٠ و I(F̄Rn , F̄ ; t) <∞ با رکورد n‐امین برای پویا تجمعی دقت عدم کنید فرض

می کند. مشخصه سازی را توزیع تابع I(F̄Rn , F̄ ; t) آنگاه شود.

داریم (٢۶ . ٢) به توجه با برهان.

I(F̄Rn , F̄ ; t) = log F̄ (t)µ̃n(t) +
١

F̄Rn(t)

n−١∑
j=٠

∫ +∞

t

[− log F̄ (x)]j+١
j!

F̄ (x)dx. (٢ . ٢٧)

می آوریم: به دست t به نسبت (٢ . ٢٧) طرف دو از مشتق گیری با
d

dt
[I(F̄Rn , F̄ ; t)] = −λF (t)µ̃n(t) + λFRn

(t)I(F̄Rn , F̄ ; t)

= −λF (t)µ̃n(t) + c(t)λF (t)I(F̄Rn , F̄ ; t)

= λF (t)
[
−µ̃n(t) + c(t)I(F̄Rn , F̄ ; t)

]
.

داشت خواهیم t به نسبت مجدد مشتق گیری با

λ́F (t) =
(λF (t))

٢ [−ć(t)I(F̄Rn , F̄ ; t)− c(t)Í(F̄Rn , F̄ ; t) + ١ − c(t)λF (t)µ̃n(t)
]

Í(F̄Rn , F̄ ; t)
.

(٢ . ٢٨)

به طوری که باشند موجود F ∗ و F تابع دو کنید فرض

I(F̄Rn , F̄ ; t) = I(F̄ ∗
Rn
, F̄ ∗; t) = z(t).

داریم (٢ . ٢٨) طبق ،t مقادیر تمام برای آنگاه

λ́F (t) = φ(t, λF (t)), λ́F ∗(t) = φ(t, λF ∗(t)),

که
φ(t, y) =

y٢ [−ć(t)z(t)− c(t)ź(t) + ١ − c(t)yw(t)]

ź(t)
,

.λF (t) = λF ∗(t) داریم t مقدار هر برای ٢.٣.٢ و ١.٣.٢ لم از استفاده با .w(t) = log F̄ (t) و
می کامل اثبات می کند، مشخصه سازی یکتا به طور را توزیع تابع خطر نرخ تابع که از آنجا

شود.



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ٣۶

پایین رکوردهای در تجمعی دقت عدم اندازه ۵ . ٢
به دست زیر به صورت F و پایین) رکورد n‐امین توزیع (تابع FLn بین تجمعی دقت عدم اندازه

می آید
I(FLn , F ) = −

∫ ∞

٠ FLn(x) logF (x)dx

= −
∫ ∞

٠ F (x)

n−١∑
j=٠

[− logF (x)]j

j!
logF (x)dx

=

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx

=

n−١∑
j=٠

(j + ١)
∫ ∞

٠
[− logF (x)]j+١

(j + ١)! f(x)
١

λ̃(x)
dx

=
n−١∑
j=٠

(j + ١)ELj+٢

[ ١
λ̃(X)

]
, (٢ . ٢٩)

چگالی تابع با تصادفی متغیر یک Lj+٢ و معکوس خطر نرخ λ̃(x) = f(x)
F (x) آن در که

است. fLj+٢(x) =
[− logF (x)]j+١f(x)

(j+١)!
می کنیم. مطرح را I(FLn , F ) خواص برخی و مثال چند زیر در

F (x) = exp(−(αx )
β), x > ٠ توزیع تابع با معکوس وایبل توزیع دارای X اگر .١ .١ . ۵ . ٢ مثال

آن گاه باشد،
I(FLn , F ) =

α

β

n−١∑
j=٠

Γ
(
(j+١)β−١

β

)
j!

.

صعودی n حسب بر تابع این می دهد. نشان α = β = ٢ برای را I(FLn , F ) تابع ۴ . ٢ شکل
است.

می آوریم به دست باشد، [٠, θ] در یکنواخت توزیع دارای X اگر .٢

I(FLn , F ) = θ
n−١∑
j=٠

(j + ١)
( ١

٢
)j+١

.

n از صعودی تابعی استاندارد یکنواخت توزیع برای I(FLn , F ) که است مشخص ۴ . ٢ شکل از
.limn→∞ I(FLn , F ) = ٢θ و است

آن گاه باشد، ١
λ میانگین با نمایی توزیع دارای X اگر .٣

I(FLn , F ) =
١
λ

n−١∑
j=٠

∞∑
k=٠

(j + ١)
[ ١
k + ٢

]j+٢
.

است n از صعودی تابعی ١٢ میانگین با نمایی توزیع برای I(FLn , F ) که است واضح ۴ . ٢ شکل از
.limn→∞ I(FLn , F ) =

١٫۶۴۴
λ و



٣٧ پایین رکوردهای در تجمعی دقت عدم اندازه
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α = β = ٢ برای معکوس وایبل توزیع در n حسب بر I(FLn , F ) تابع :۴ . ٢ شکل
(چپ) λ = ٢ با نمایی توزیع و (وسط) (٠, ١) روی بر یکنواخت توزیع (راست)،

آن گاه باشد. F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۵ . ٢ گزاره

I(FLn , F ) =

∫ ∞

٠
n−١∑
j=٠

(j + ١)[FLj+٢(x)− FLj+١(x)]dx.

می آید. به دست اثبات (٢ . ٢٩) به توجه با برهان.
آن گاه باشد. F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ گزاره

I(FLn , F ) =
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠
λ̃(z)

[∫ z

٠
[− logF (x)]j F (x)dx

]
dz. (٢ . ٣٠)

داریم − logF (x) =
∫∞
x λ̃(z)dz رابطه ی و (٢ . ٢٩) به توجه با برهان.

I(FLn , F ) =
n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx

=

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠

[∫ ∞

x
λ̃(z)dz

]
[− logF (x)]j

j!
F (x)dx

=

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ λ̃(z)

[∫ z

٠ [− logF (x)]j F (x)dx

]
dz.

می شود. کامل اثبات بنابراین
با ،n ≥ ١ تمام برای پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ۵ . ٢ گزاره

آن گاه باشد. I(FLn , F ) <∞

I(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

١
j!
E
(
h̃j+١(T )

)
, (٢ . ٣١)

.h̃j+١(t) =
∫∞
t [− logF (x)]j+١ dx آن در که



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ٣٨
می آوریم به دست فوبینی قضیه ی و (٢ . ٢٩) به توجه با برهان.

I(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
[− logF (x)]j+١

j!

[∫ x

٠ f(t)dt

]
dx

=
n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
f(t)

j!

[∫ ∞

t
[− logF (x)]j+١ dx

]
dt

=
n−١∑
j=٠

١
j!
E
[
h̃j+١(T )

]
.

µ = E(X) متناهی امید به نسبت متقارن تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۵ . ٢ ملاحظه
آن گاه .F (x+ µ) = ١ − F (µ− x) ،x ∈ R تمام برای که معنی این به باشد،

I(FLn , F ) = I(F̄Rn , F̄ ),

بالا رکورد n‐امین بقای (تابع F̄Rn بین تجمعی باقیمانده ی دقت عدم اندازه I(F̄Rn , F̄ ) که
است. F̄ و (Rn

کرد تعریف زیر به صورت پایین رکورد برای را غیر فعال زمان میانگین (٢٠١۶) کایال
µn(t) = E[t− Ln | Ln ≤ t] =

∫ t٠ FLn(x)dx

FLn(t)
=

∑n−١
j=٠

∫ t٠ F (x)[− logF (x)]j

j! dx∑n−١
j=٠ F (t)[− logF (t)]j

j!

.

می گیریم. نظر در I(FLn , F ) و µn(t) بین را ارتباط یک ما حال .µ١(t) =
∫ t٠ F (x)dx

F (t) که کنید توجه
آن گاه باشد. F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۴ . ۵ . ٢ گزاره

I(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

E[µn(Xj+١)].

داریم (٢ . ٣٠) از استفاده با برهان.
I(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠
λ̃(z)

[∫ z

٠
[− logF (x)]j F (x)dx

]
dz

=

∫ ∞

٠ λ̃(z)

n−١∑
j=٠

١
j!

[∫ z

٠ [− logF (x)]j F (x)dx

]
dz

=

∫ ∞

٠ λ̃(z)µn(z)

n−١∑
j=٠

١
j!

[− logF (z)]j F (z)

 dz
=

∫ ∞

٠ µn(z)

n−١∑
j=٠

١
j!
f(z) [− logF (z)]j

 dz
=

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
µn(z)fLj+١(z) =

n−١∑
j=٠

E[µn(Xj+١)].



٣٩ پایین رکوردهای در تجمعی دقت عدم اندازه
می آید. به دست نظر مورد نتیجه ی بنابراین

آن گاه باشد. F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۵ . ۵ . ٢ گزاره
I(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

١
j!

 j∑
i=٠

١
i!
E
[
(− logF (X))iµj+١(X)

]
−

j−١∑
i=٠

١
i!
E
[
(− logF (z))iµj(X)

] .
می آوریم به دست (٢ . ٣٠) و (۶ . ٢) از استفاده با برهان.

I(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ λ̃(z)

[∫ z

٠ [FLj+١(x)− FLj (x)]dx

]
dz

=

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ λ̃(z)
[
µj+١(z)FLj+١(z)− µj(z)FLj (z)

]
dz

=

n−١∑
j=٠

١
j!
(

j∑
i=٠

١
i!

∫ ∞

٠ f(z)[− logF (z)]iµj+١(z)dz

−
j−١∑
i=٠

١
i!

∫ ∞

٠ f(z)[− logF (z)]iµj(z)dz)

=

n−١∑
j=٠

١
j!

 j∑
i=٠

١
i!
E
[
(− logF (X))iµj+١(X)

]
−

j−١∑
i=٠

١
i!
E
[
(− logF (z))iµj(X)

] .
می شود. کامل اثبات درنتیجه

‐(i+ ١) ،Xi+١ و F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ ملاحظه
داریم n ≥ ١ برای آن گاه باشد. fLi+١(x) چگالی تابع با پایین رکورد امین

I(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

j∑
i=٠

١
j!

[
E
[
µj+١(Xi+١)

]
− E

[
µj(Xi+١)

]]
.

می آید. به دست اثبات ۵.۵.٢ گزاره ی از برهان.
به صورت FLn و F با مرتبط تجمعی گذشته ی دقت عدم اندازه ،(٢ . ٢٩) مشابه .٣ . ۵ . ٢ ملاحظه

می شود داده زیر

I(F, FLn) = CE(X)− E

U log

n−١∑
j=٠

(− logU)j

j!

 f(F−١(U))

 ,
لونگوبردی و کرشنزو (دی است تجمعی آنتروپی CE(X) = −

∫∞٠ F (x) logF (x)dx آن در که
ببینید). را (٢٠٠٩)

بیان یک آن گاه باشد، F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۶ . ۵ . ٢ گزاره
می آید به دست زیر به صورت I(FLn , F ) برای دیگر تحلیلی

I(FLn , F ) =
n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx =

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEj+١(X), (٢ . ٣٢)



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ۴٠
که

CEj+١(X) =

∫ ∞

٠
[− logF (x)]j+١

(j + ١)! F (x)dx, (٢ . ٣٣)
ببینید). را (٢٠١۶) (کایال١٢ است تعمیم یافته تجمعی آنتروپی

داریم n = ١,٢, . . . برای آن گاه .a, b > ٠ کنید فرض .٧ . ۵ . ٢ گزاره
I(FaLn+b, FaX+b) = aI(FLn , F ). (٣۴ . ٢)

داریم (٢ . ٣٢) به باتوجه برهان.
(٣۵ . ٢)

I(FaLn+b, FaX+b) =
n−١∑
j=٠

(j + ١)CEj+١(aX + b) = a
n−١∑
j=٠

(j + ١)CEj+١(X) = aI(FLn , F ).

است. کامل اثبات
می آوریم. به دست I(F, FLn) برای را بالا کران ادامه در

آن گاه می گیرد. مقدار [٠, a] در که باشد نامنفی تصادفی متغیر Xیک کنید فرض .٨ . ۵ . ٢ گزاره
I(F, FLn) ≤ [a− E(X)]

∣∣∣∣log(١ − E(Ln)

a

)∣∣∣∣
جمع نامساوی کمک با و (٢٠١٧) کوندو و گاش در ١.٩ گزاره ی از استفاده با اثبات برهان.

می آید. به دست لگاریتم
می دهیم. نشان I(FLn , F ) برای را پایین کران های برخی بعد گزاره های در

µ = EX < ∞ میانگین با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X اگر .٩ . ۵ . ٢ گزاره
داریم n ≥ ١ برای آن گاه باشد،

I(FLn , F ) ≥
n−١∑
j=٠

h̃j+١(µ)
j!

, (٣۶ . ٢)

است. شده تعریف ٣.۵.٢ گزاره ی در h̃j+١(.) تابع که
داریم (٢ . ٣٢) به توجه با برهان.

I(FLn , F ) =
n−١∑
j=٠

(j + ١)CEj+١(X)

=

n−١∑
j=٠

E
(
h̃j+١(X)

)
j!

.

١٢Kayal



۴١ پایین رکوردهای در تجمعی دقت عدم اندازه
می آوریم به دست جنسن نامسای از استفاده با است، محدب تابع یک h̃j+١(X) که آنجا از

I(FLn , F ) ≥
n−١∑
j=٠

h̃j+١(µ)
j!

.

آن گاه باشد. F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١٠ . ۵ . ٢ گزاره
I(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEj+١(X) ≥
n−١∑
j=٠

[CE(X)]j+١
j!

, (٢ . ٣٧)

لونگوبردی، و کرشنزو دی بیشتر جزییات (برای است شده داده ٣.۵.٢ ملاحظه ی در CE(X) که
ببینید). را ٢٠٠٩

داریم ،n = ١,٢, ... تمام برای ،(F (x))n ≤ F (x) که آنجا از برهان.
I(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
(− logF (x))j+١

j!
F (x)dx

≥
n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
(− logF (x))j+١

j!
(F (x))j+١

=

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
[(− logF (x))F (x)]j+١

j!
dx

≥
n−١∑
j=٠

١
j!

[∫ ∞

٠ (− logF (x))F (x)dx

]j+١
,

می شود. حاصل (٢ . ٣٧) سریعاً
برای آن گاه باشد، F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۴ . ۵ . ٢ ملاحظه

داریم n = ١,٢, ...
I(FLn , F ) ≥

n−١∑
j=٠

١
j!

[∫ ∞

٠ F (x)F̄ (x)dx

]j+١
. (٢ . ٣٨)

برای پایین کران یک (٢٠٠٩) لونگوبردی و کرشنزو دی از ۴.٣ گزاره ی از استفاده با برهان.
است زیر به صورت CE(X)

CE(X) ≥
∫ ∞

٠ F (x)F̄ (x)dx.

می شود. کامل اثبات ١٠.۵.٢ گزاره ی از استفاده با حال،
داریم n = ١,٢, ... و نامنفی تصادفی متغیر یک برای .١١ . ۵ . ٢ گزاره
I(FLn , F ) ≥

n−١∑
j=٠

١
j!

[µ.gini(X)]j+١ , (٢ . ٣٩)

است. جینی شاخص gini[.] و µ = E(X) که



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ۴٢
داریم (١٩٩٨) ونگ از ١.۵ گزاره ی به توجه با برهان.

∫ ∞

٠ F (x)F̄ (x)dx =
١
٢E (|X − Y |)

= E(X).gini[X],

کامل اثبات (٢ . ٣٨) رابطه ی به توجه با بنابراین، هستند. هم توزیع و مستقل Y و X که
می شود.

داریم آن گاه باشد. F̄ (x) بقای تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۵ . ٢ نتیجه

I(FLn , F ) ≥
n−١∑
j=٠

١
j!
cj+١e(j+١)H(X), (۴٢ . ٠)

آنتروپی H(X) = −
∫∞٠ f(x) log f(x)dx و c = exp

(∫ ١٠ log(x| log x|)dx
)
= ٠٫٢٠۶۵ آن در که

است. X شانون

به دست اثبات ،(٢٠٠٩) لونگوبردی و کرشنزو دی از ٢.۴ گزاره ی و (٢ . ٣٧) یادآوری با برهان.
می آید.

برای را مهمی خصوصیات می توانیم تصادفی ترتیب ویژگی های برخی از استفاده با حال
کنیم. اثبات دقت عدم اندازه

آن گاه است. DRHR X نامنفی تصادفی متغیر کنید فرض .١ . ۵ . ٢ قضیه

I(FLn+١ , F )− I(FLn , F ) ≤
n+١∑
i=١

ELi

[ ١
λ̃(X)

]
. (۴٢ . ١)

fLn (x)
fLn+١ (x)

= نسبت آن گاه XLnباشد. پایین رکورد چگالیn‐امین تابع fLn(x) کنید فرض برهان.
،Xn+١ ≤st Xn که می دهد نتیجه این و ،Xn+١ ≤lr Xn بنابراین است. صعودی x در −n

logF (x)

ببینید). را (١ فصل ،٢٠٠٧) کومار شانتی و شیکد بیشتر جزییات (برای F̄n+١(x) ≤ F̄n(x) یعنی
توابع تمام برای اینکه با ببینید) را (۴ صفحه ،٢٠٠٧) کومار شانتی و (شیکد است معادل این

باشیم داشته ϕ صعودی
E(ϕ(Xn+١)) ≤ E(ϕ(Xn)),

خطر نرخ λ̃(x) و باشد DRHR X اگر بنابراین، باشند. موجود امیدها این شرطی که به



۴٣ پایین رکوردهای در تجمعی دقت عدم اندازه
داریم (٢ . ٢٩) از نتیجه، یک به عنوان است. صعودی x در ١

λ̃(x)
آن گاه باشد، معکوس

I(FLn+١ , F ) =
n∑

j=٠
(j + ١)ELj+٢

[ ١
λ̃(X)

]

≤
n∑

j=٠
(j + ١)ELj+١

[ ١
λ̃(X)

]

=

n−١∑
i=−١

(i+ ٢)ELi+٢

[ ١
λ̃(X)

]

=
n−١∑
i=٠

(i+ ٢)ELi+٢

[ ١
λ̃(X)

]
+ EL١

[ ١
λ̃(X)

]

= I(FLn , F ) +

n+١∑
i=١

ELi

[ ١
λ̃(X)

]
. (۴٢ . ٢)

می شود. کامل اثبات بنابراین
.X ≤dcx Y که به طوری باشند نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ قضیه

داریم آن گاه
I(FLn , F ) ≤ I(GLn , G).

نتیجه (٢ . ٣١) از بلافاصله اثبات است، x در نزولی محدب تابع یک h̃j+١(x) که آنجا از برهان.
می شود.

F (x) پیوسته ی کاملا́ توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١٢ . ۵ . ٢ گزاره
داریم n = ١,٢, ... برای آنگاه باشد.

I(FLn , F ) ≥
n−١∑
j=٠

j+١∑
i=٠

(−١)i(j + ١)
i!(j + ١ − i)!

∫ ∞

٠ [F (x)]i+١dx.

می آید. به دست اثبات (٢ . ٢٩) به توجه با ،− logF (x) ≥ ١ − F (x) که آنجا از برهان.
F (x) پیوسته ی کاملا́ توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١٣ . ۵ . ٢ گزاره

داریم n = ١,٢, ... برای آنگاه باشد.
I(FLn , F ) ≤

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ [− logF (x)]j+١dx.

Hθ(x) = [F (x)]θ توزیع تابع با نامنفی و کاملا́ پیوسته تصادفی متغیر یک X̃θ کنید فرض
به دست زیر به صورت را Hθ و HLn بین تجمعی دقت عدم اندازه حال دهد. نشان را x ≥ ٠ و

می آوریم:
I(HLn ,Hθ) = −

∫ +∞

٠ HLn(x) log (Hθ(x)) dx

=
n−١∑
j=٠

θj+١
∫ +∞

٠
[− logF (x)]j+١

j!
[F (x)]θdx. (۴٢ . ٣)



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ۴۴
داریم n = ١,٢, ... هر برای آن گاه ،θ ≥ (≤)١ اگر .١۴ . ۵ . ٢ گزاره

I(HLn ,Hθ) =

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEj+١(X̃θ) ≤ (≥)

n−١∑
j=٠

θj+١(j + ١)CEj+١(X). (۴۴ . ٢)

داریم بنابراین و [F (x)]θ ≤ (≥)F (x) که است واضح آن گاه .θ ≥ (≤)١ که کنید فرض برهان.

I(HLn ,Hθ) =

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEj+١(X̃θ) ≤ (≥)

n−١∑
j=٠

θj+١(j + ١)CEj+١(X).

Ln برای پویا تجمعی دقت عدم اندازه ۶ . ٢
طول توسط که اطلاعاتی محتوای توصیف برای پویا اندازه های اطمینان قابلیت تئوری در
نسخه ی ما بخش این در دارند. کاربرد می شوند، بیان سن تغییرات مانند تصادفی عمرهای
در فقط کرده به کار شروع ٠ زمان در که سیستم یک اگر می کنیم. بررسی را I(FLn , F ) پویای
اندازه آن گاه شود، دیده افتاده کار از t زمان در و گردد، مشاهده شده معین بازرسی زمان های

می گیریم نظر در زیر به صورت را پویا دقت عدم
I(FLn , F ; t) = −

∫ t

٠
FLn(x)

FLn(t)
log

(
F (x)

F (t)

)
dx

= logF (t)µn(t)−
∫ t

٠
FLn(x)

FLn(t)
log (F (x)) dx

= logF (t)µn(t) +
١

FLn(t)

n−١∑
j=٠

∫ t

٠
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx. (۴۵ . ٢)

داریم ،t ≥ ٠ برای logF (t) ≤ ٠ که آنجا از .limt→∞ I(FLn , F ; t) = I(FLn , F ) که کنید دقت

I(FLn , F ; t) ≤ ١
FLn(t)

n−١∑
j=٠

∫ t

٠
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx

≤ ١
FLn(t)

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx =

I(FLn , F )

FLn(t)
.

مشخصه سازی را توزیع تابع یکتا به طور I(FLn , F ; t) که می کنیم اثبات بعد قضیه ی در
می کند.

است. F (.) توزیع تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۶ . ٢ قضیه
داده نشان t ≥ ٠ و I(FLn , F ; t) <∞ با رکورد n‐امین برای پویا تجمعی دقت عدم کنید فرض

می کند. مشخصه سازی را توزیع تابع I(FLn , F ; t) آن گاه شود.



۴۵ Ln برای تجمعی دقت عدم برآورد
داریم (۴۵ . ٢) از برهان.

I(FLn , F ; t) = logF (t)µn(t) +
١

FLn(t)

n−١∑
j=٠

∫ t

٠
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx. (۴۶ . ٢)

می آوریم به دست t به نسبت (۴۶ . ٢) رابطه ی طرف دو از مشتق گیری با
d

dt
[I(FLn , F ; t)] = λ̃F (t)µn(t)− λ̃FLn

(t)I(FLn , F ; t)

= λ̃F (t)µn(t)− c(t)λ̃F (t)I(FLn , F ; t)

= λ̃F (t) [µn(t)− c(t)I(FRn , F ; t)] .

داریم t به نسبت مجدد مشتق گیری با
´̃
λF (t) =

(λ̃F (t))
٢ [ć(t)I(FLn , F ; t) + c(t)Í(FLn , F ; t)− ١ + c(t)λ̃F (t)µn(t)

]
Í(FLn , F ; t)

.

(۴٢ . ٧)
به طوری که دارند وجود F ∗ و F تابع دو کنید فرض

I(FLn , F ; t) = I(F ∗
Ln
, F ∗; t) = z(t).

می آوریم به دست (۴٢ . ٧) به توجه با ،t مقادیر تمام برای آن گاه
´̃
λF (t) = φ(t, λ̃F (t)),

´̃
λF ∗(t) = φ(t, λ̃F ∗(t)),

که
φ(t, y) =

y٢ [ć(t)z(t)− c(t)ź(t)− ١ + c(t)yw(t)]

ź(t)
,

λ̃F (t) = داریم (٢٠٠٨) کرمانی و گوپتا از ٢.٢ لم و ١.٢ قضیه ی از استفاده با .w(t) = µn(t) و
مشخصه سازی را توزیع تابع یکتا به طور معکوس خطر نرخ که آنجا از .t هر برای ،λ̃F ∗(t)

می شود. کامل اثبات می کند،

Ln برای تجمعی دقت عدم برآورد ٢ . ٧
دقت عدم میانگین از استفاده با را تجمعی دقت عدم اندازه کردن برآورد موضوع بخش، این در
نمونه ی یک X١, X٢, ..., Xm کنید فرض می کنیم. بررسی پایین رکوردهای در تجربی تجمعی
رابطه ی طبق آن گاه باشد. F (x) پیوسته ی مطلقاً و تجمعی توزیع تابع از m حجم با تصادفی

می شود تعریف زیر به صورت تجربی تجمعی دقت عدم ،(٢ . ٣٢)

Î(FLn , F ) =
n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠

[
− log F̂m(x)

]j+١

j!
F̂m(x)dx =

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEj+١(F̂m), (۴٢ . ٨)



پایین و بالا رکورد مقادیر در تجمعی دقت عدم ۴۶
آن در که

F̂m(x) =
١
m

m∑
i=١

I(Xi≤x), x ∈ R.

ترتیبی آماره های X(١) ≤ X(٢) ≤ ... ≤ X(m) اگر است. نشانگر تابع I و نمونه تجربی توزیع
نوشت زیر به صورت می توان را (۴٢ . ٨) آن گاه باشند، نمونه

Î(FLn , F ) =
n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

∫ X(k+١)

X(k)

[
− log F̂m(x)

]j+١

j!
F̂m(x)dx. (۴٢ . ٩)

این، بر علاوه

F̂m(x) =


٠, x < X(١),
k
m , X(k) ≤ x ≤ X(k+١), k = ١,٢, ...,m− ١
١, x > X(k+١).

شود نوشته زیر به صورت می تواند (۴٢ . ٩) بنابراین،

Î(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

١
j!
Uk+١

k

m

(
− ln

k

m

)j+١
, (۵٢ . ٠)

.Uk+١ = X(k+١) −X(k), k = ١,٢, ...,m− ١ آن در که
با نمایی توزیع از که باشد تصادفی نمونه ی یک X١, X٢, ..., Xm کنید فرض .٢ . ٧ . ١ مثال
با نمایی توزیع دارای و مستقل Uk+١ نمونه ای فاصله های آن گاه باشد. شده گرفته ١

λ میانگین
می آوریم به دست (۵٢ . ٠) از حال هستند. ١

λ(m−k) میانگین

E[Î(FLn , F )] =
١
λ

n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

١
j!(m− k)

(
k

m

)(
− ln

k

m

)j+١ (۵٢ . ١)
و

V ar[Î(FLn , F )] =
١
λ٢

n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

١
(j!)٢(m− k)٢

(
k

m

)٢(
− ln

k

m

)٢(j+١)
. (۵٢ . ٢)

،m = ١٠, ١۵,٢٠ نمونه ی حجم های برای را V ar[Î(FLn , F )] و E[Î(FLn , F )] عددی مقادیر ما
که می شود مشاهده آسانی به کردیم. حساب ٢ . ١ جدول در n = ٢,٣,۴,۵ و λ = ٠٫۵, ١,٢

می باشد. نزولی m در V ar[Î(FLn , F )] همچنین، است. صعودی m در E[Î(FLn , F )]

یکنواخت توزیع با جمعیتی از تصادفی نمونه ی یک X١, X٢, ..., Xm کنید فرض .٢ . ٧ . ٢ مثال
می باشند m و ١ پارامتر با بتا توزیع دارای و مستقل Uk+١ متغیرهای آن گاه باشد. (٠, ١) در

می آوریم به دست (۵٢ . ٠) از اکنون ببینید). را (١٩۶۵) پیک بیشتر جزییات (برای

E[Î(FLn , F )] =
n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

١
j!(m+ ١)

(
k

m

)(
− ln

k

m

)j+١
, (۵٢ . ٣)



۴٧ Ln برای تجمعی دقت عدم برآورد
و

V ar[Î(FLn , F )] =

n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

١
(j!)٢(m)(m+ ٢)

(
k

m

)٢(
− ln

k

m

)٢(j+١)
. (۵۴ . ٢)

و m = ١٠, ١۵,٢٠ نمونه ی حجم های برای را V ar[Î(FLn , F )] و E[Î(FLn , F )] عددی مقادیر ما
n و m در E[Î(FLn , F )] که دید می توان آسانی به کردیم. حساب ٢ . ٢ جدول در n = ٢,٣,۴,۵

.limm→∞ V ar[Î(FLn , F )] = ٠ که می شود ملاحظه همچنین، است. صعودی

نمایی. توزیع برای V ar[Î(FLn , F )] و E[Î(FLn , F )] عددی مقادیر :٢ . ١ جدول
E[Î(FLn , F )]

٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ α

n = ۵ n = ۴ n = ٣ n = ٢ m

٠.۶٧٧ ١.٣۵۵ ٢.٧١١ ٠.۶۵٣ ١.٣٠٧ ٢.۶١۴ ٠.۵٩٨ ١.١٩٧ ٢.٣٩۵ ٠.۴٩٠ ٠.٩٨٠ ١.٩۶ ١٠
٠.٧٠٨ ١.۴١٧ ٢.٨٣۴ ٠.۶٧٩ ١.٣۵٨ ٢.٧١۶ ٠.۶١٧ ١.٢٣۵ ٢.۴٧١ ٠.۵٠٢ ١.٠٠۵ ٢.٠١١ ١۵
٠.٧٢۴ ١.۴۴٨ ٢.٨٩۶ ٠.۶٩١ ١.٣٨٢ ٢.٧۶۵ ٠.۶٢۶ ١.٢۵٣ ٢.۵٠۶ ٠.۵٠٨ ١.٠١٧ ٢.٠٣۵ ٢٠

V ar[Î(FLn , F )]

٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ α

n = ۵ n = ۴ n = ٣ n = ٢ m

٠.٠١٩ ٠.٠٧٧ ٠.٣١٠ ٠.٠١٩ ٠.٠٧۶ ٠.٣٠۶ ٠.٠١٨ ٠.٠٧٢ ٠.٢٩١ ٠.٠١۵ ٠.٠۶٣ ٠.٢۵٢ ١٠
٠.٠١٣ ٠.٠۵۴ ٠.٢١٩ ٠.٠١٣ ٠.٠۵٣ ٠.٢١۴ ٠.٠١٢ ٠.٠۵٠ ٠.٢٠١ ٠.٠١٠ ٠.٠۴٣ ٠.١٧٣ ١۵
٠.٠١٠ ٠.٠۴٢ ٠.١۶٨ ٠.٠١٠ ٠.٠۴١ ٠.١۶۴ ٠.٠٠٩ ٠.٠٣٨ ٠.١۵٣ ٠.٠٠٨ ٠.٠٣٢ ٠.١٣١ ٢٠

یکنواخت. توزیع برای V ar[Î(FLn , F )] و E[Î(FLn , F )] عددی مقادیر :٢ . ٢ جدول
V ar[Î(FLn , F )] E[Î(FLn , F )]

n=۵ n=۴ n=٣ n=٢ n=۵ n=۴ n=٣ n=٢ m

٠.٠٢٢ ٠.٠٢١ ٠.٠١٩ ٠.٠١۴ ٠.۶٩٧ ٠.۶۶٠ ٠.۵٨١ ٠.۴٣٧ ١٠
٠.٠١٧ ٠.٠١۶ ٠.٠١۴ ٠.٠١٠ ٠.٧۶٠ ٠.٧١٣ ٠.۶١٩ ٠.۴۵٩ ١۵
٠.٠١۴ ٠.٠١٣ ٠.٠١١ ٠.٠٠٧ ٠.٧٩۴ ٠.٧٣٩ ٠.۶٣٧ ٠.۴٧٠ ٢٠





٣ فصل
آماره های در دقت عدم معیارهای

ترتیبی

مقدمه ٣ . ١
چگالی تابع و F (X) توزیع تابع از همتوزیع و مستقل مشاهدات Xn, ..., X٢, X١ کنید فرض
آماره های کنیم مرتب بزرگتر به کوچکتر از را Xn, ..., X٢, X١ مشاهدات اگر باشند. f(x)
موضوعات در آماره ها این می شوند. داده نشان Xn:n, ..., X٢:n, X١:n با و نامیده نمونه ترتیبی
و کیفیت کنترل احتمال، توزیع تابع مشخصه سازی پرت، داده های تشخیص مانند مختلفی
مدل سازی برای ترتیبی آماره های اطمینان قابلیت مبحث در دارد. کاربرد مواد مقاومت آزمون
سیستم یک عمر طول n حجم به نمونه ای از ترتیبی آماره k‐امین می شوند. برده بکار آماری

می دهد. نشان را n از (n− k + ١)

مطالعه ترتیبی داده ی یک اطلاعات نظریه نظری خواص مورد در متعددی نویسندگان
ترتیبی آماره های آنتروپی میانگین بین تفاوت که دادند نشان (١٩٩٠) چن١ و وانگ کرده اند.
آنتروپی برای را بازگشتی روابط برخی (١٩٩۵) پارک است. ثابت مقدار یک اولیه توزیع آنتروپی و
شانون آنتروپی ویژگی های برخی (٢٠٠۴) همکاران و ابراهیمی آورد. بدست ترتیبی آماره های

١Wong and Chen



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ۵٠
به مربوط کولبک‐لایبلر اطلاع توابع که دادند نشان و آوردند بدست را ترتیبی آماره های
ترتیبی آماره های برای را دقت عدم اندازه فصل این در می باشند. توزیع آزاد ترتیبی آماره های

می نماییم. بررسی را آن ویژگی های برخی و می کنیم بیان
است زیر به صورت Xi ترتیبی آماره i−امین به مربوط شانون حتمیت عدم اندازه

H(Xi:n) = −
∫ ∞

٠ fi:n(x) log fi:n(x)dx, (٣ . ١)
آن در که

fi:n(x) =
١

B(i, n− i+ ١)(F (X))i−١)١ − F (X))n−if(x) (٣ . ٢)
اینجا در است. i = ١,٢, ..., n برای ترتیبی آماره i−امین چگالی تابع

B(a, b) =

∫ ١
٠ xa−١)١ − x)b−١dx, a > ٠, b > ٠, (٣ . ٣)

می باشد. b و a پارامترهای با بتا تابع
از استفاده با می کند. تغییر X شانون آنتروپی به (٣ . ١) رابطه ی n = ١ ازای به که کنید توجه
آماره ی i−امین آنتروپی است، استاندارد یکنواخت توزیع دارای U بطوریکه ،U = F (X) تبدیل

است زیر به صورت ترتیبی
H(Xi:n) = Hn(Wi)− Egi [log(f(F

−١(Wi)))], (۴ . ٣)
آن در که

Hn(Wi) = B(i, n− i+ ١)− (i− ١)[ψ(i)− ψ(n+ ١)]− (n− i)[ψ(n− i+ ١)− ψ(n+ ١)],
(۵ . ٣)

آن چگالی تابع که می دهد نشان را استاندارد یکنواخت توزیع از ترتیبی آماره i−امین آنتروپی
است زیر به صورت

gi(w) =
١

B(i, n− i+ ١)wi−١)١ − w)n−i, ٠ < w < ١, (۶ . ٣)
است. دی گاما تابع ψ(z) = d log Γ(z)

dz و
است زیر به صورت که کردند معرفی را وزنی آنتروپی (٢٠٠۶) لونگوبردی و دی کرشنزو

Hw(X) = −
∫ +∞

٠
xf(x) log f(x)dx. (٣ . ٧)

به F̄ = ١ − F بقا تابع جایگذاری با که است شده مطرح جدیدی اطلاع اندازه اخیراً
و رائو توسط تجمعی باقیمانده ی آنتروپی می آید. به دست شانون آنتروپی در چگالی تابع جای

است شده معرفی زیر به صورت (٢٠٠۴) همکاران
E(X) =

∫ +∞

٠ F̄ (x)Λ(x)dx,



۵١ Xi:n برای دقت عدم اندازه ی
و دی کرشنزو توسط CRE مشابه جدیدی اطلاع اندازه .Λ(x) = − log F̄ (x) آن در که

است زیر به صورت که است شده مطرح (٢٠٠٩) لونگوبردی
CE(X) =

∫ +∞

٠ F (x)Λ̃(x)dx, (٣ . ٨)
باقیمانده ی آنتروپی (٢٠١١) همکاران٢ و میثاق (٣ . ٧) با مقایسه در .Λ̃(x) = − logF (x) که

کردند معرفی زیر به صورت را ٣(WCRE) وزنی تجمعی
Ew(X) =

∫ +∞

٠ xF̄ (x)Λ(x)dx. (٣ . ٩)
مطرح زیر به صورت را (WCE) وزنی۴ تجمعی آنتروپی (٢٠١١) همکاران و میثاق مشابه، به طور

کردند
CEw(X) =

∫ +∞

٠ xF (x)Λ̃(x)dx. (٣ . ١٠)

Xi:n برای دقت عدم اندازه ی ٣ . ٢
است زیر به صورت داده ها توزیع و ترتیبی آماره ی i−امین توزیع بین کولبک‐لایبلر اندازه ی

Kn(fi:n, fX) =

∫ ∞

٠ fi:n(y) log

(
fi:n(y)

fX(y)

)
dy (٣ . ١١)

می شود نوشته زیر به صورت رابطه این ،U = F (X) احتمال انتگرالی تبدیل از استفاده با
Kn(fi:n, fX) = Kn(gi, U) =

∫ ∞

٠
gi(w) log gi(w)dw = −Hn(Wi), (٣ . ١٢)

چگالی تابع gi ترتیبی، آماره ی i−امین چگالی تابع fi:n ،X اولیه متغیر چگالی تابع fx(y) که
است. یکنواخت تصادفی متغیر U و (۶ . ٣) بتا احتمال

داشت خواهیم (٣ . ١١) و (٣ . ١) روابط جمع با
H(Xi:n) +Kn(fi:n, fX) = −

∫ ∞

٠
fi:n(y) log fi:n(y) +

∫ ∞

٠
fi:n(y) log

(
fi:n(y)

fX(y)

)
dy

= −
∫ ∞

٠ fi:n(y) log fX(y)dy. (٣ . ١٣)
می شود. تبدیل −Egi [log(f(F

−١(Wi)))] به (٣ . ١٣) رابطه ،U = F (X) تبدیل از استفاده با
می آید به دست (٣ . ١٢) و (۴ . ٣) روابط جمع با به علاوه

H(Xi:n) +Kn(fi:n, fX) = −Egi [log(f(F
−١(Wi)))], (١۴ . ٣)

٢Misagh et al.
٣Weighted cumulative residual entropy
۴Weighted cumulative entropy



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ۵٢
آمده اند. به دست قبلا́ که است نتایجی بر تاییدی که

اندازه ی شد، تعریف (١۴ . ١) در که g و f چگالی تابع دو بین کریج دقت عدم اندازه ی مشابه
In(fi:n, f) = −

∫ ∞

٠ fi:n(x) log f(x)dx = −Egi [log(f(F
−١(Wi)))] (١۵ . ٣)

f(x) اولیه ی توزیع تابع و ترتیبی آماره ی i−امین توزیع با مرتبط دقت عدم اندازه ی به عنوان
می شود. تعریف

Xi:n برای دقت عدم اندازه خصوصیات ٣ . ٣
به دست آنتروپی حسب بر ترتیبی آماره های در دقت عدم اندازه برای را کران هایی بخش این در

می دهیم. نشان را اندازه این میانگین مقدار همچنین می آوریم.
H(X) <∞ آنتروپی با X تصادفی متغیر هر برای .٣ . ٣ . ١ قضیه

آن گاه باشد، pi = i−١
n−١ و B(n− ١, pi) از جمله i‐امین ،Bi اگر (i)

nBi(H(X) + I(A)) ≤ In(fi:n, f) ≤ nBi[H(X) + I(Ā)] (١۶ . ٣)
.Ā = {x; f(x) > ١} و A = {x; f(x) ≤ ١} و I(A) = ∫A f(x) log f(x)dx که

آن گاه می باشد، توزیع مد m که M = f(m) <∞ اگر (ii)
− logM ≤ In(fi:n, f) ≤ nBi[H(X) + logM ]− logM. (٣ . ١٧)
آوردند بدست را زیر کران ها H(Xi:n) برای (٢٠٠۴) همکاران و ابراهیمی برهان.

Hn(Wi) + nBi(H(X) + I(A)) ≤ H(Xi:n) ≤ Hn(Wi) + nBi[H(X) + I(Ā)] (٣ . ١٨)
(١۶ . ٣) رابطه ی (٣ . ١٨) و (٣ . ١٢) روابط جمع با است. شده تعریف (۵ . ٣) رابطه Hn(Wi)در که

می آید. به دست
می کنیم استفاده (٢٠٠۴) همکاران و ابراهیمی در شده ارایه نتیجه ی از (ii) اثبات برای

Hn(Wi)− logM ≤ H(Xi:n) ≤ Hn(Wi)− logM + nBi[H(X) + logM ]. (٣ . ١٩)
آمد. خواهد به دست (٣ . ١٧) ،(٣ . ١٩) و (٣ . ١٢) جمع با

و f(x) = θe−θx چگالی تابع با نمایی توزیع از تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ٣ . ١ مثال
.F (x) = ١ − e−θx آن گاه باشد. x ≥ ٠, θ > ٠

داریم است، نمونه مینیمم حالت که ،i = ١ برای
In(f١:n, f) = −Eg١ [log(f(F

−١(W١)))] =
١
n
− log θ. (٣ . ٢٠)

که کنید توجه



۵٣ Xi:n برای دقت عدم اندازه خصوصیات
نمایی توزیع برای نمونه مینیمم دقت عدم θ مقدار افزایش با ،n ثابت مقدار یک برای (i)

می یابد. کاهش
کاهش دقت عدم نمونه حجم افزایش با بگیریم، نظر در ثابت را θ مقدار اگر مشابه، بطور (ii)

می یابد.
است نمونه ماکزیمم حالت که i = n برای

In(fn:n, f) = −Egn [log(f(F
−١(Wn)))] = γ + ψ(n)− log θ +

١
n
. (٣ . ٢١)

.ψ(n+ ١) = ψ(n) + ١
n و است اویلر ثابت ψ(١) = −γ = ٠٫۵٧٧٢ که

حالت این در
می یابد. کاهش نمونه ماکزیمم دقت عدم θ پارامتر مقدار افزایش با ،n ثابت مقدار برای (i)
.n = ١ که می شود برقرار زمانی تساوی ،In(fn:n, f) − In(f١:n, f) = γ + ψ(n) ≥ ٠ (ii)
بیشتر همیشه ماکزیمم به مربوط دقت عدم نمایی توزیع برای می گیریم نتیجه بنابراین

است. مینیمم از
استفاده با .H(X) = ١− log θ و M = θ داریم ١

θ میانگین با نمایی توزیع برای .٣ . ٣ . ١ ملاحظه
داریم (٣ . ١٧) از

− log θ ≤ In(fi:n, f) ≤ nBi − log θ. (٣ . ٢٢)
به می شود تبدیل (٣ . ٢٢) رابطه ی ،i = ١ برای

− log θ ≤ In(f١:n, f) ≤ n− log θ. (٣ . ٢٣)
حالی که در

In(f١:n, f) =
١
n
− log θ. (٢۴ . ٣)

وقتی که ١
n با است برابر (٣ . ٢٣) رابطه ی در پایین کران و In(f١:n, f) واقعی مقدار بین اختلاف

حجم وقتی نمایی توزیع برای بنابراین می رود. صفر سمت به کند میل بینهایت سمت به n
است. سودمند پایین کران باشد، بزرگ نمونه

آنتروپی با است برابر f و fi:n چگالی تابع دو بین دقت عدم اندازه مقدار میانگین .٣ . ٣ . ٢ قضیه
که معنا این به ،X اولیه تصادفی متغیر

١
n

n∑
i=١

In(fi:n, f) = H(X). (٢۵ . ٣)



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ۵۴
بگیرید نظر در برهان.

−
n∑

i=١

∫
fi:n(y) log f(y)dy = −

n∑
i=١

∫ ١
B(i, n− i+ ١)(F (y))n−١)١ − F (y))n−if(y) log f(y)dy

= −
n∑

i=١

∫
gi(F (y))f(y) log f(y)dy

= −
∫ n∑

i=١
nqi−١f(y) log f(y)dy

= nH(X),

که
gi(w) =

١
B(i, n− i+ ١)wi−١)١ − w)n−i, ٠ ≤ w ≤ ١,

نشان دهنده ی qi−١ و است استاندارد یکنواخت توزیع از ترتیبی آماره ی i‐امین چگالی تابع
نتیجه ی بنابراین .∑n

i=١ qi−١ = ١ و p = F (x) که است، B(n − ١, p) از جمله i)‐امین − ١)
می آید. به دست (٢۵ . ٣) در نظر مورد

و f(x) = θe−θx چگالی تابع با نمایی توزیع از تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ مثال
آن گاه باشد. θ > ٠, x ≥ ٠

fi;n(y) =
١

B(i, n− i+ ١)F (y)i−١)١ − F (y))n−if(y). (٢۶ . ٣)
داربم (١۵ . ٣) از استفاده با ،n = ٢ و i = ١,٢ برای

I٢(f١:٢, f) = − log θ − ١
٢

و
I٢(f٢:٢, f) = − log θ +

٣
٢ .

بنابراین
١
٢(I٢(f١:٢, f) + I٢(f٢:٢, f)) = ١ − log θ. (٣ . ٢٧)

داریم (٢ . ١١) از استفاده با همچنین
H(X) = ١ − log θ

شد. محاسبه (٣ . ٢٧) در که دقت عدم اندازه میانگین با است برابر که



۵۵ Xi:n برای باقیمانده دقت عدم اندازه خصوصیات

Xi:n برای باقیمانده دقت عدم اندازه خصوصیات ۴ . ٣
. M < ∞ که به طوری است توزیع مد m = sup{x; f(x) ≤ M} کنید فرض .١ . ۴ . ٣ گزاره

آن گاه
In(fi:n, f ; t) ≥ log

(
F̄ (t)

)
− logM = log

(
F̄ (t)

M

)
.

داریم (١ . ٢٣) از برهان.

In(fi:n, f ; t) = −
∫ ∞

t

fi:n(x)

F̄i:n(t)
log

(
f(x)

F̄ (t)

)
dx

= log
(
F̄ (t)

)
− ١
F̄i:n(t)

∫ ∞

t
fi:n(x) log f(x)dx.

رابطه ی در حقیقت این از استفاده با .log f(x) ≤ logM بنابراین است، توزیع مد m که آنجا از
داریم بالا

In(fi:n, f ; t) ≥ log
(
F̄ (t)

)
− logM.

که باشند همتوزیع و مستقل تصادفی متغیرهای X١, X٢, ..., Xn کنید فرض .١ . ۴ . ٣ قضیه
تابع به ترتیب f و F کنید فرض می دهند. نشان را سری سیستم یک عمر طول i = ١ برای
مربوط دقت عدم آن گاه باشد نزولی خود دامنه ی در f اگر دهند. نشان را چگالی تابع و توزیع

است. n از نزولی تابعی آن به

است زیر چگالی تابع دارای {Xi:n|Xi:n > t} تصادفی متغیر که می دانیم برهان.

gi(y) =
١

B̄F (t)(i, n)
yi−١)١ − y)n−١, F (t) ≤ y ≤ ١,

است. ناقص بتای تابع B̄F (t)(a, b) =
∫ ١
F (t) x

a−١)١ − x)b−١dx که
بنابراین است، نزولی دامنه اش در (i = ١ که (وقتی سری سیستم یک برای f که آنجا از

gn+١(x)
gn(x)

=
B̄F (t)(١, n)y
B̄F (t)(١, n+ ١) , F (t) ≤ y ≤ ١

.Xn+١ ≤st Xn می دهد نتیجه که Xn+١ ≤lr Xn که است معنی این به این است. نزولی تابعی
داریم i = ١ برای بنابراین، است. x از نزولی تابعی f(F−١(x)) که می دانیم همچنین

Eg١
[
log
(
f
(
F−١(Un)

))]
≤ Eg١

[
log
(
f
(
F−١(Un+١)

))]
.



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ۵۶
U = تبدیل از استفاده با ترتیبی آماره i‐امین باقیمانده ی دقت عدم (١ . ٢٣) از همچنین

با می شود برابر ،F (X)

In(fi:n, f ; t) = log
(
F̄ (t)

)
− ١
F̄i:n(t)

∫ ∞

t
fi:n(x) log f(x)dx

= log
(
F̄ (t)

)
−
∫ ١
F (t)

ui−١)١ − u)n−i log(f(F−١(u)))du
B̄F (t)(١, n)

= −Egi

[
log
(
f
(
F−١(Un)

))]
+ log

(
F̄ (t)

)
.

داریم n ≥ ١ و i = ١ برای بنابراین
In(f١:n, f ; t)− In+١(f١:n+١, f ; t) = −Eg١

[
log
(
f
(
F−١(Un)

))]
+ log

(
F̄ (t)

)
+Eg١

[
log
(
f
(
F−١(Un+١)

))]
− log

(
F̄ (t)

)
≥ ٠.

می شود. کامل اثبات

مشخصه سازی نتایج ۵ . ٣
باشد. F (.) توزیع تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۵ . ٣ قضیه
یک اساس بر ترتیبی آماره i‐امین به مربوط پویا باقیمانده ی دقت عدم کنید فرض همچنین
In(fi:n, f ; t) آن گاه دهیم. نشان t ≥ ٠ و In(fi:n, f ; t) < ∞ با را n حجم به تصادفی نمونه ی

می کند. مشخصه سازی را توزیع تابع
که می دانیم برهان.

In(fi:n, f ; t) = −
∫ ∞

t

fi:n(x)

F̄i:n(t)
log

(
f(x)

F̄ (t)

)
dx

= log
(
F̄ (t)

)
− ١
F̄i:n(t)

∫ ∞

t
fi:n(x) log f(x)dx.

داریم t به نسبت طرف دو هر از مشتق گیری با
d

dt
[In(fi:n, f ; t)] = −λF (t) + λFi:n(t) (In(fi:n, f ; t) + log (λF (t))) ,

هستند. Xi:n و X خطر نرخ به ترتیب λFi:n(t) و λF (t) که
رابطه ی از استفاده و t به نسبت دوباره مشتق گیری با
λFi:n(t) = c(t)λF (t)

که
c(t) =

[
(F (t))i−١)١ − F (t))n−i+١

B̄F (t)(i, n− i+ ١)
]
λF (t),



۵٧ مشخصه سازی نتایج
می آوریم به دست

(٣ . ٢٨)
λ́F (t) =

λF (t)
[
c(t)Ín(fi:n, f ; t)

]
−
[
ć(t)Ín(fi:n, f ; t) + ć(t)λF (t) + c٢(t)λF (t)Ín(fi:n, f ; t)

]
c(t)

[
λF (t) + Ín(fi:n, f ; t)

]
 .

به طوری که دارند وجود F ∗ و F تابع دو که کنید فرض
In(fi:n, f ; t) = In(f

∗
i:n, f ; t) = h(t).

می آوریم به دست (٣ . ٢٨) از ،t هر برای آن گاه
λ́F (t) = ψ(t, λF (t)), λ́∗F (t) = ψ(t, λ∗F (t)),

که

ψ(t, y) =

y
[
c(t)h

′′
(t)
]
−
[
ć(t)h́(t) + ć(t)y + c

′′
(t)yh́(t)

]
c(t)

[
yc(t) + h́(t)

]
 .

نرخ تابع که این دانستن با .t هر برای λF (t) = λ∗F (t) داریم ٢ . ٣ . ٢ و ٢ . ٣ . ١ لم های از استفاده با
می شود. حاصل نظر مورد نتیجه ی می کند، مشخصه سازی یکتا به طور را توزیع تابع خطر

ترتیبی آماره اولین پویای باقیمانده ی دقت عدم بین رابطه یک گرفتن نظر در با ادامه در
می کنیم. مشخصه سازی را خاص عمر طول توابع برخی خطر، نرخ تابع و

باشد. F (.) توزیع تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ۵ . ٣ قضیه
n حجم به تصادفی نمونه یک اساس بر اول ترتیبی آماره به مربوط پویا باقیمانده ی دقت عدم

و باشد X خطر نرخ تابع λF (t) کنید فرض دهیم. نشان In(f١:n, f ; t) <∞, t ≥ ٠ با را
In(f١:n, f ; t) = c− log λF (t), (٣ . ٢٩)

دارای X آن گاه است. ثابت مقداری c که
،c = ١

n اگر تنها و اگر است نمایی توزیع .١
،c > ١

n اگر تنها و اگر است پارتو توزیع .٢
.c < ١

n اگر تنها و اگر است متناهی دامنه با توزیع یک .٣
که می کنیم فرض برهان.

In(f١:n, f ; t) = c− log λF (t).

داریم بالا رابطه ی طرف دو از t به نسبت مشتق گیری با
d

dt
[In(f١:n, f ; t)] = −λF (t) + λF١:n(t) (In(f١:n, f ; t) + log λF (t)) , (٣ . ٣٠)



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ۵٨
که دید می توان آسانی به هستند. X١:n و X خطر نرخ به ترتیب λF١:n(t) و λF (t) آن در که
در λF١:n(t) مقدار دادن قرار و In(f١:n, f ; t) = c − log λF (t) از استفاده با .λF١:n(t) = nλF (t)

داریم (٣ . ٣٠)
−λ́F (t) = (nc− ١)λ٢

F (t).

با می شود برابر دیفرانسیلی معادله ی این جواب
λF (t) =

١
at+ b

, (٣ . ٣١)
.b = λF٠ و a = (nc− ١) که

که است، ثابت مقداری λF (t) که می شود معلوم (٣ . ٣١) از و a = ٠ آن گاه ،c = ١
n اگر .١

باشد. نمایی توزیع دارای X که است ممکن صورتی در این
می شود. پارتو توزیع خطر نرخ تابع (٣ . ٣١) و a > ٠ آن گاه ،c > ١

n اگر .٢
می شود. متناهی دامنه با توزیع خطر نرخ تابع (٣ . ٣١) و a < ٠ آن گاه ،c < ١

n اگر .٣
است. آسان مابقی شود اثبات حالت ها این از یکی اگر تنها

X(١:n) برای وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم ۶ . ٣
دقت عدم آن گاه باشند. G و F توزیع توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض

است زیر به صورت Ḡ و F̄ بین (WCRI) وزنی۵ تجمعی باقیمانده ی
Iw(F̄ , Ḡ) = −

∫ ∞

٠ xF̄ (x) log Ḡ(x)dx.

معرفی زیر به صورت را F̄ و F̄X(١:n)
بین وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم ما بخش این در

: می کنیم
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) = −
∫ +∞

٠ xF̄X(١:n)
(x)Λ(x)dx =

١
n
Ew(X(١:n)), (٣ . ٣٢)

که
Ew(X(١:n)) = n

∫ +∞

٠
x[F̄ (x)]nΛ(x)dx.

می کنیم. بیان را Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) ویژگی های برخی ادامه در

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۶ . ٣ گزاره

داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ برای
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) =

∫ +∞

٠ x[F̄ (x)]n
(∫ x

٠
f(z)

F̄ (z)
dz

)
dx

=

∫ +∞

٠

∫ +∞

z
λ(z)x[F̄ (x)]ndxdz, (٣ . ٣٣)

۵Weighted cumulative residual inaccuracy



۵٩ X(١:n) برای وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
است. خطر نرخ تابع λ(.) که

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ۶ . ٣ گزاره

داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ برای
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) = E
(
Mw

(١:n)(Z)(F̄ (Z))n−١) , (٣۴ . ٣)
که

Mw
(١:n)(z) =

١
(F̄ (z))n

∫ +∞

z
x(F̄ (x))ndx

است. X(١:n) (WMRL) باقیمانده۶ عمر طول وزنی میانگین
داریم (٣ . ٣٣) از برهان.

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) =

∫ +∞

٠
∫ +∞

z
λ(z)x[F̄ (x)]ndxdz

=

∫ +∞

٠
f(z)

F̄ (z)
dz

[∫ +∞

z
x[F̄ (x)]ndx

]
=

∫ +∞

٠
f(z)

F̄ (z)
[F̄ (z)]nMw

(١:n)(z)dz =
∫ +∞

٠ f(z)[F̄ (z)]n−١Mw
(١:n)(z)dz.

(٣۵ . ٣)
است. کامل اثبات بنابراین

n = ١,٢, ... برای .a, b > ٠ کنید فرض .٣ . ۶ . ٣ گزاره
Iw(F̄aX(١:n)+b, F̄aX+b) = aIw(F̄X(١:n)

, F̄ ).

می دهیم. نشان Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) برای را بالا و پایین کران های برخی بعد قضایای در

می شود برقرار زیر رابطه ی ،n ≥ ١ و X نامنفی تصادفی متغیر برای .۴ . ۶ . ٣ گزاره
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) ≥Mw
(١:n)(t)| log F̄ (t)|[F̄ (t)]n, (٣۶ . ٣)

است. X(١:n) به مربوط WMRL Mw
(١:n)(t) که

می آید. به دست اثبات (٢٠١٠) براتپور از برهان.
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۵ . ۶ . ٣ گزاره
داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ و

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) ≥

∫ +∞

٠ x(F̄ (x))nF (x)dx. (٣ . ٣٧)
۶Weighted mean residual life



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ۶٠
می آید. به دست اثبات − log F̄ (x) ≥ F (x) اینکه یادآوری با برهان.

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۶ . ۶ . ٣ گزاره

داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ برای
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) ≤ Ew(X). (٣ . ٣٨)
می آید. به دست اثبات ،n ≥ ١ وقتی ،x ≥ ٠ و F̄ (x) ≥ [F̄ (x)]n که آنجا از برهان.

آن گاه باشد، (DFRA) IFRA X اگر .٧ . ۶ . ٣ گزاره
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) ≤ (≥)E
(
X٢(F̄ (X))n−١) . (٣ . ٣٩)

که است (نزولی) صعودی x > ٠ به نسبت Λ(x)
x است، (DFRA) IFRA X که آنجا از برهان.

می دهد نتیجه
F̄ (x)Λ(x) ≤ (≥)xf(x), x > ٠. (۴٣ . ٠)

می شود. حاصل نتیجه انتگرال گیری، سپس و (۴٣ . ٠) در x[F̄ (x)]n−١ ≥ ٠ ضرب با
برای Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) < ∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X اگر .٨ . ۶ . ٣ گزاره
داریم آن گاه باشد. n ≥ ١

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) = E [hw(X)] , (۴٣ . ١)

که
hw(x) =

∫ x

٠ z
[
− log F̄ (z)

]
[F̄ (z)]n−١dz, x ≥ ٠.

می آوریم به دست فوبینی قضیه از استفاده با و (٣ . ٣٢) از برهان.
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) =

∫ ∞

٠
z[− log F̄ (z)][F̄ (z)]n−١F̄ (z)dz

=

∫ ∞

٠

[∫ ∞

z
f(x)dx

]
z[F̄ (z)]n−١[− log F̄ (z)]dz

=

∫ ∞

٠ f(x)

[∫ x

٠ z[F̄ (z)]n−١[− log F̄ (z)]dz

]
dx = E [hw(X)] .

Ḡ(x) و F̄ (x) اعتماد قابلیت تابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .٩ . ۶ . ٣ گزاره
آن گاه X ≤icx Y اگر باشند.

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) ≤ Iw(ḠY(١:n)

, Ḡ).



۶١ X(١:n) برای وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
شانتی کومار و شیکد از است، n ≥ ١ برای صعودی محدب تابع یک hw(.) که آنجا از برهان.
تعریف یادآوری با .hw(X) ≤icx hw(Y ) با است معادل X ≤icx Y که می شود نتیجه (٢٠٠٧)

می شود. کامل اثبات ٨ . ۶ . ٣ گزاره ی و صعودی محدب ترتیب
Ḡ(x) و F̄ (x) اعتماد قابلیت تابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .١٠ . ۶ . ٣ گزاره

می شود برقرار n = ١,٢, ... برای آن گاه ،X ≤hr Y اگر باشند.
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ )

E(X)
≤
Iw(ḠY(١:n)

, Ḡ)

E(Y )
.

صعودی محدب تابع یک hw(x) = ∫ x٠ z[F̄ (z)]n−١[− log F̄ (z)]dz تابع اینکه به توجه با برهان.
می آید به دست (٢٠٠٧) شانتی کومار و شیکد از ،X ≤hr Y فرض تحت است،

E [hw(X)]

E(X)
≤ E [hw(Y )]

E(Y )
.

می شود. کامل اثبات (۴٣ . ١) یادآوری با این رو، از
در که باشد F̄ (.) بقای تابع با پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض (١) .١١ . ۶ . ٣ گزاره

آن گاه است. متناهی b و می گیرد مقدار [٠, b]
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) ≤ bI(F̄X(١:n)
, F̄ ).

[a,∞) در که باشد F̄ (.) بقای تابع با نامنفی پیوسته ی تصادفی متغیر یک X کنید فرض (٢)
آن گاه است. متناهی a > ٠ و می گیرد مقدار

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) ≥ aI(F̄X(١:n)

, F̄ ).

H̄θ(x) = [F̄ (x)]θ بقای تابع با نامنفی و پیوسته کاملا́ تصادفی متغیر یک X∗
θ که کنید فرض

اندازه ما حال می شود. شناخته نسبی خطر نرخ مدل به عنوان مدل این دهد. نشان را x ≥ ٠ و
می آوریم: به دست زیر به صورت H̄ و H̄X(١:n)

بین را وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
Iw(H̄X(١:n)

, H̄) = −
∫ +∞

٠ xH̄X(١:n)
(x) log

(
H̄(x)

)
dx

= −θ
∫ +∞

٠ x(F̄ (x))nθ log F̄ (x)dx. (۴٣ . ٢)
داریم n ≥ ١ هر برای آن گاه ،θ ≥ (≤)١ اگر .١٢ . ۶ . ٣ گزاره

Iw(H̄X(١:n)
, H̄) ≤ (≥)θIw(F̄X(١:n)

, F̄ ) ≤ (≥)θEw(X).

از بنابراین و [F̄ (x)]θ ≤ (≥)F̄ (x) که است واضح آن گاه ،θ ≥ (≤)١ که کنید فرض برهان.
می شود نتیجه (۴٣ . ٢)

Iw(H̄X(١:n)
, H̄) ≤ (≥)θEw(X).



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ۶٢
باشد. تباهیده X اگر تنها و اگر Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) = ٠ .١ . ۶ . ٣ قضیه
تعریف و تباهیده تابع تعریف به توجه با باشد. تباهیده a نقطه ی در X کنید فرض برهان.

.Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) = ٠ داریم که است واضح ،Iw(F̄X(١:n)

, F̄ )

یعنی ،Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) = ٠ که کنید فرض حال

−
∫ ∞

٠
x[F̄ (x)]n log F̄ (x)dx = ٠. (۴٣ . ٣)

−x[F̄ (x)]n log F̄ (x) = ٠ می گیریم نتیجه است، نامنفی (۴٣ . ٣) انتگرال این که به توجه با آن گاه
.x ∈ R+ تمام تقریباً برای F̄ (x) = ٠ or ١ بنابراین، .x ∈ R+ تمام تقریباً برای

که است کرده معرفی را m مرتبه یافته ی تعمیم CPI (٢٠١٨) همکاران و کالی٧ اخیراً
می شود تعریف زیر به صورت

Im(F,G) =
١
m!

∫ +∞

٠ F (x)[− logG(x)]mdx. (۴۴ . ٣)
تعریف اندازه ی با مقایسه در را m مرتبه از (WGCRI) وزنی یافته ی تعمیم CRI اکنون ما

می کنیم تعریف زیر به صورت (۴۴ . ٣) در شده
Iwm(F̄ , Ḡ) =

١
m!

∫ +∞

٠
xF̄ (x)[− log Ḡ(x)]mdx. (۴۵ . ٣)

F توزیع تابع با نامنفی و پیوسته کاملا́ تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۶ . ٣ ملاحظه
با است برابر F و F̄X(١:n)

بین m مرتبه WGCRI آن گاه، باشد.

Iwm(F̄X(١:n)
, F̄ ) =

١
m!

∫ ∞

٠
x[F̄ (x)]n[− log F̄ (x)]mdx

=
١
nm

Ew
m(X(١:n)), (۴۶ . ٣)

که
Ew
m(X) =

∫ ∞

٠ x

[
− log F̄ (x)

]m
m!

F̄ (x)dx,

(٢٠١٨) کایال٨ توسط که است (WGCRE) وزنی یافته ی تعمیم تجمعی باقیمانده ی آنتروپی
است. شده معرفی

می آید به دست F̄X(١:n)
و F̄ به مربوط WCRI اندازه ،(٣ . ٣٢) با مقایسه در .٢ . ۶ . ٣ ملاحظه

Iw(F̄ , F̄X(١:n)
) = −

∫ +∞

٠ xF̄ (x) log
(
F̄X(١:n)

(x)
)
dx = nEw(X). (۴٣ . ٧)

٧Cali
٨Kayal



۶٣ X(١:n) برای وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
X کنید فرض می کنیم. بررسی را Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) پویای نسخه ی بخش، این ادامه ی در
به طور باشد. مانده سالم t سن تا سیستم که فرض این تحت باشد سیستم یک عمر طول

بگیریم نظر در زیر به صورت را Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) پویای نسخه ی می توانیم همچنین مشابه،

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ; t) = −

∫ +∞

t
x
F̄X(١:n)

(x)

F̄X(١:n)
(t)

log

(
F̄ (x)

F̄ (t)

)
dx

= log F̄ (t)Mw
(١:n)(t)−

∫ +∞

t
x
F̄X(١:n)

(x)

F̄X(١:n)
(t)

log
(
F̄ (x)

)
dx

= log F̄ (t)Mw
(١:n)(t)−

١
(F̄ (t))n

∫ +∞

t
x(F̄ (x))n log F̄ (x)dx.(۴٣ . ٨)

،t ≥ ٠ برای log F̄ (t) ≤ ٠ که آنجا از .limt→٠ Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ; t) = Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) که کنید توجه
داریم

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ; t) ≤ − ١

(F̄ (t))n

∫ +∞

t
x(F̄ (x))n log F̄ (x)dx

≤ − ١
(F̄ (t))n

∫ +∞

٠ x(F̄ (x))n log F̄ (x)dx =
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ )

(F̄ (t))n
.

فرض باشد. F (.) توزیع تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر Xیک کنید فرض .٢ . ۶ . ٣ قضیه
،Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ; t) < ∞ با را ترتیبی آماره اولین به مربوط وزنی پویای تجمعی دقت عدم کنید
می کند. مشخصه سازی را توزیع تابع Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ; t) آن گاه دهیم. نشان t ≥ ٠
داریم (۴٣ . ٨) از برهان.

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ; t) = log F̄ (t)Mw

(١:n)(t)−
١

(F̄ (t))n

∫ +∞

t
x(F̄ (x))n log F̄ (x)dx. (۴٣ . ٩)

می آوریم: به دست t به نسبت (۴٣ . ٩) طرف دو از مشتق گیری با
∂

∂t
[Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ; t)] = −λF (t)Mw
(١:n)(t) + nλF (t)I

w(F̄X(١:n)
, F̄ ; t)

= λF (t)
[
nIw(F̄X(١:n)

, F̄ ; t)−Mw
(١:n)(t)

]
.

می آوریم به دست t به نسبت مجدد مشتق گیری با

λ́F (t) =
(λF (t))

٢ (nλF (t)Mw
(١:n)(t) + n ∂

∂tI
w(F̄X(١:n)

, F̄ ; t)− t
)

∂
∂tI

w(F̄X(١:n)
, F̄ ; t)

.

(۵٣ . ٠)
به طوری که باشند موجود F ∗ و F تابع دو که کنید فرض

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ; t) = Iw(F̄ ∗

X(١:n)
, F̄ ∗; t) = z(t).

داریم (۵٣ . ٠) از t مقادیر تمام برای آن گاه
λ́F (t) = φ(t, λF (t)), λ́F ∗(t) = φ(t, λF ∗(t)),



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ۶۴
که

φ(t, y) =
y٢ [nys(t) + nź(t)− t]

ź(t)
,

λF (t) = داریم (٢٠٠٨) کرمانی و گوپتا از ٣.٣ لم و ٢.٣ قضیه از استفاده با .s(t) =Mw
(١:n)(t) و

مشخصه سازی یکتا به طور را توزیع تابع خطر نرخ تابع که آنجا از .t مقادیر تمام برای ،λF ∗(t)

می شود. کامل اثبات می کند،
را X١, X٢, ..., Xn نمونه ی ترتیبی آماره های X(١) ≤ X(٢) ≤ ... ≤ X(n) اگر .١٣ . ۶ . ٣ گزاره

می آید به دست زیر به صورت Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) تجربی اندازه ی آن گاه، دهد نشان

Îw(F̄X(١:n)
, F̄ ) = −

∫ +∞

٠
x[ ˆ̄Fn(x)]

n log ˆ̄Fn(x)dx

= −
n−١∑
k=١

∫ X(k+١)

X(k)

x

(
١ − k

n

)n

log

(
١ − k

n

)
dx

= −
n−١∑
k=١

Uk

(
١ − k

n

)n

log

(
١ − k

n

)
, (۵٣ . ١)

.Uk =
X٢

(k+١)−X٢
(k)٢ , k = ١,٢, ..., n− ١ که

Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ۶ . ٣ قضیه

داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ تمام برای
Îw(F̄X(١:n)

, F̄ ) −→ Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) a.s.

داریم (۵٣ . ١) از برهان.
Îw(F̄X(١:n)

, F̄ ) =

∫ ∞

٠ x(− log ˆ̄Fn(x))(
ˆ̄Fn(x))

ndx

=

∫ ١
٠ x(− log ˆ̄Fn(x))(

ˆ̄Fn(x))
ndx+

∫ ∞

١ x(− log ˆ̄Fn(x))(
ˆ̄Fn(x))

ndx

=: W١ +W٢, (۵٣ . ٢)
که

W١ =

∫ ١
٠ x(− log ˆ̄Fn(x))(

ˆ̄Fn(x))
ndx,

W٢ =

∫ ∞

١
x(− log ˆ̄Fn(x))(

ˆ̄Fn(x))
ndx.

داریم آ  . ٢) (پیوست گلیونکو‐کانتلی١٠ و آ  . ١) (پیوست مغلوب٩ همگرایی قضیه از استفاده ∫با ١
٠ x(− log ˆ̄Fn(x))(

ˆ̄Fn(x))
ndx −→

∫ ١
٠ x(− log F̄ (x))(F̄ (x))ndx as n→ ∞. (۵٣ . ٣)

٩Dominated Convergence Theorem (DCT)
١٠Glivenko–Cantelli



۶۵ X(n:n) برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم
می آید به دست ˆ̄Fn(x) تعریف به توجه با

xp ˆ̄Fn(x) ≤
١
n

n∑
i=١

Xp
i .

و ١
n

∑n
i=١Xp

i −→ E(Xp) داریم بزرگ١١ اعداد قوی قانون از استفاده با این، بر علاوه
استفاده با حال . ˆ̄Fn(x) ≤ x−p

(
supn(

١
n

∑n
i=١Xp

i )
)
= Cx−p آن گاه ،supn( ١

n

∑n
i=١Xp

i ) < ∞

داریم DCT از
lim
n→∞

W٢ =

∫ ∞

١ x(− log F̄ (x))(F̄ (x))ndx. (۵۴ . ٣)
می شود. حاصل نتیجه (۵٣ . ٢) از استفاده با آخر در

X(n:n) برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم ٣ . ٧
می گیریم: نظر در زیر به صورت را F و FX(n:n)

بین (WCPI) وزنی١٢ تجمعی گذشته ی دقت عدم
Ĩw(FX(n:n)

, F ) = −
∫ +∞

٠
xFX(n:n)

(x) log (F (x)) dx =
١
n
CEw(X(n:n)), (۵۵ . ٣)

که
CEw(X(n:n)) = n

∫ +∞

٠ x[F (x)]nΛ̃(x)dx.

می کنیم. مطرح را Ĩw(FX(n:n)
, F ) ویژگی های برخی ادامه در

Ĩw(FX(n:n)
, F ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ٧ . ١ گزاره

داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ برای
Ĩw(FX(n:n)

, F ) =

∫ +∞

٠ x[F (x)]n
(∫ ∞

x

f(z)

F (z)
dz

)
xdx

=

∫ +∞

٠
∫ z

٠ λ̃(z)x[F (x)]ndxdz, (۵۶ . ٣)
است. معکوس خطر نرخ تابع λ̃(.) که

Ĩw(FX(n:n)
, F ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ٧ . ٢ گزاره

داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ برای
Ĩw(FX(n:n)

, F ) = E
(
M̃w

(n:n)(Z)(F (Z))
n−١) , (۵٣ . ٧)

که
M̃w

(n:n)(z) =
١

(F (z))n

∫ z

٠ x(F (x))ndx

است. X(n:n) (WMIT) غیر فعال١٣ زمان وزنی میانگین
١١SLLN
١٢Weighted cumulative past inaccuracy
١٣Weighted mean inactivity time



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ۶۶
می آوریم به دست (۵۶ . ٣) به توجه با برهان.

Ĩw(FX(n:n)
, F ) =

∫ +∞

٠
∫ z

٠ λ̃(z)x[F (x)]ndxdz

=

∫ +∞

٠
f(z)

F (z)
dz

[∫ z

٠ x[F (x)]ndx

]
=

∫ +∞

٠
f(z)

F (z)
[F (z)]nM̃w

(n:n)(z)dz =

∫ +∞

٠
f(z)[F (z)]n−١M̃w

(n:n)(z)dz.

(۵٣ . ٨)
است. کامل اثبات بنابراین

n = ١,٢, ... برای ،a, b > ٠ اگر .٣ . ٧ . ٣ گزاره
Ĩw(FaX(n:n)+b, FaX+b) = aĨw(FX(n:n)

, F ).

می آوریم. دست به Ĩ(FX(n:n)
, F ) برای را پایین و بالا کران های برخی بعدی قضایای در

می شود برقرار ،n ≥ ١ و X نامنفی تصادفی متغیر برای .۴ . ٣ . ٧ گزاره
Ĩw(FX(n:n)

, F ) ≥ M̃w
(n:n)(t)| logF (t)|[F (t)]

n, (۵٣ . ٩)
است. X(n:n) به مربوط WMIT M̃(n:n)(t) که

می آید. به دست اثبات (٢٠١٠) براتپور از برهان.
Ĩw(FX(n:n)

, F ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۵ . ٣ . ٧ گزاره
داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ برای

Ĩw(FX(n:n)
, F ) ≥

∫ +∞

٠ x(F (x))nF̄ (x)dx. (۶٣ . ٠)

می آید. به دست اثبات − logF (x) ≥ F̄ (x) اینکه یادآوری با برهان.
Ĩw(FX(n:n)

, F ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۶ . ٣ . ٧ گزاره
داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ برای

Ĩw(FX(n:n)
, F ) ≤ CEw(X). (۶٣ . ١)

می آید. به دست اثبات ،n ≥ ١ که وقتی F (x) ≥ [F (x)]n, x ≥ ٠ که آنجا از برهان.
آن گاه باشد، DRFRA X اگر .٣ . ٧ . ٧ گزاره

Ĩw(FX(n:n)
, F ) ≤ E

(
X٢(F (X))n−١) . (۶٣ . ٢)



۶٧ X(n:n) برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم
می دهد نتیجه که است نزولی x > ٠ به نسبت Λ̃(x)

x است، DRFRA X که آنجا از برهان.
F (x)Λ̃(x) ≤ xf(x), x > ٠. (۶٣ . ٣)

می آید. به دست نتیجه آن، از گیری انتگرال و (۶٣ . ٣) در x[F (x)]n−١ ≥ ٠ ضرب با
Ĩw(FX(n:n)

, F ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ٧ . ٨ گزاره
داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ برای

Ĩw(FX(n:n)
, F ) = E

[
h̃w(X)

]
, (۶۴ . ٣)

که
h̃w(x) =

∫ ∞

x
z [− logF (z)] [F (z)]n−١dz, x ≥ ٠.

می آوریم به دست فوبینی قضیه از استفاده با و (۵۵ . ٣) از برهان.
Ĩw(FX(n:n)

, F ) =

∫ ∞

٠ z[− logF (z)][F (z)]n−١F (z)dz

=

∫ ∞

٠

[∫ z

٠
f(x)dx

]
z[F (z)]n−١[− logF (z)]dz

=

∫ ∞

٠ f(x)

[∫ ∞

x
z[F (z)]n−١[− logF (z)]dz

]
dx = E

[
h̃w(X)

]
.

باشند. Ḡ(x) و F̄ (x) بقای توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .٣ . ٧ . ٩ گزاره
آن گاه X ≤icx Y اگر

Ĩw(FX(n:n)
, F ) ≤ Ĩw(GY(n:n)

, G).

شانتی کومار و شیکد از است، n ≥ ١ برای صعودی محدب تابع یک h̃w(.) که آنجا از برهان.
تعریف یادآوری با .h̃w(X) ≤icx h̃w(Y ) با است معادل X ≤icx Y که می شود نتیجه (٢٠٠٧)

می شود. کامل اثبات (٣ . ٧ . ٨) گزاره ی و صعودی محدب ترتیب
باشند. Ḡ(x) و F̄ (x) بقای توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .٣ . ٧ . ١٠ گزاره

می شود برقرار n = ١,٢, ... برای آن گاه ،X ≤hr Y اگر
Ĩw(FX(n:n)

, F )

E(X)
≤
Iw(Ĩw(GY(n:n)

, G)

E(Y )
.

صعودی محدب تابع یک h̃w(x) = ∫∞
x z[F (z)]n−١[− logF (z)]dz تابع اینکه به توجه با برهان.

می شود نتیجه (٢٠٠٧) کومار شانتی و شیکد از ،X ≤hr Y فرض تحت است،
E
[
h̃w(X)

]
E(X)

≤
E
[
h̃w(Y )

]
E(Y )

.

می شود. کامل اثبات (۶۴ . ٣) یادآوری با بنابراین،



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ۶٨
در که باشد F̄ (.) بقای تابع با پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض (١) .٣ . ٧ . ١١ گزاره

آن گاه است. متناهی b و می گیرد مقدار [٠, b]
Ĩw(FX(n:n)

, F ) ≤ bĨ(FX(n:n)
, F ).

[a,∞) در که باشد F̄ (.) بقای تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض (٢)
آن گاه است. متناهی a > ٠ و می گیرد مقدار

Ĩw(FX(n:n)
, F ) ≥ aĨ(FX(n:n)

, F ).

توزیع تابع با نامنفی و پیوسته کاملا́  تصادفی متغیر یک نشان دهنده ی X∗
θ که کنید فرض

حال، می شود. شناخته نسبی خطر نرخ مدل به عنوان مدل این Hθ(x)باشد. = [F (x)]θ, x ≥ ٠
می آوریم: به دست زیر به صورت را H و HX(n:n)

بین وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم اندازه
Ĩw(HX(n:n)

,H) = −
∫ +∞

٠ xHX(n:n)
(x) log (H(x)) dx

= −θ
∫ +∞

٠ x(F (x))nθ logF (x)dx. (۶۵ . ٣)
داریم n ≥ ١ هر برای آن گاه ،θ ≥ (≤)١ اگر .٣ . ٧ . ١٢ گزاره

Ĩw(HX(n:n)
,H) ≤ (≥)θĨw(FX(n:n)

, F ) ≤ (≥)θCEw(X).

(۶۵ . ٣) از بنابراین و [F (x)]θ ≤ (≥)F (x) که است واضح آن گاه .θ ≥ (≤)١ کنید فرض برهان.
می شود نتیجه

Ĩw(HX(n:n)
,H) ≤ (≥)θCEw(X).

باشد. تباهیده X اگر، تنها و اگر ،Ĩw(FX(n:n)
, F ) = ٠ .٣ . ٧ . ١ قضیه

تعریف و تباهیده تابع تعریف به توجه با باشد. تباهیده a نقطه ی در X کنید فرض برهان.
.Ĩw(FX(n:n)

, F ) = ٠ که است واضح Ĩw(FX(n:n)
, F )

یعنی ،Ĩw(FX(n:n)
, F ) = ٠ کنید فرض حال

−
∫ ∞

٠
x[F (x)]n logF (x)dx = ٠. (۶۶ . ٣)

−x[F (x)]n logF (x) = می گیریم نتیجه است نامنفی (۶۶ . ٣) انتگرال این که به توجه با آن گاه،
.x ∈ R+ تمام تقریباً برای F (x) = ٠ or ١ بنابراین، .x ∈ R+ تمام تقریباً برای ،٠

برای Ĩw(FX(n:n)
, F ) < ∞ با پیوسته کاملا́ تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ٧ . ١٣ گزاره

داریم آن گاه باشد. n ≥ ١
Ĩw(FX(n:n)

, F ) =

∫ ١
٠ F−١

X (u)
ψn(u)

fX

(
F−١
X (u)

)du,
.ψn(٠) = ψn(١) = ٠ که کنید توجه .٠ < u < ١ برای ψn(u) = −un log u که



۶٩ X(n:n) برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم
کرده اند تعریف زیر به صورت را m مرتبه یافته تعمیم CPI (٢٠١٨) همکاران و کالی اخیراً

Im(F,G) =
١
m!

∫ +∞

٠
F (x)[− logG(x)]mdx. (۶٣ . ٧)

شده تعریف اندازه ی با مقایسه در را m مرتبه ی (WGCPI) وزنی یافته ی تعمیم CPI اکنون
می کنیم معرفی زیر به صورت (۶٣ . ٧) در

Iwm(F,G) =
١
m!

∫ +∞

٠ xF (x)[− logG(x)]mdx. (۶٣ . ٨)
F توزیع تابع با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ٧ . ١ ملاحظه

با است برابر F و FX(n:n)
بین m مرتبه ی WGCPI آن گاه، باشد.

Ĩwm(FX(n:n)
, F ) =

١
m!

∫ ∞

٠
x[F (x)]n[− logF (x)]mdx

=
١
nm

CEw
m(X(n:n)), (۶٣ . ٩)

که
CEw

m(X) =

∫ ∞

٠
x
[− logF (x)]m

m!
F (x)dx,

معرفی (٢٠١٧) مهارانا و کایال توسط که است (WGCE) وزنی تعمیم یافته ی تجمعی آنتروپی
است. شده

است زیر به صورت FX(n:n)
و F با مرتبط WCPI اندازه ،(۵۵ . ٣) با مقایسه در .٣ . ٧ . ٢ ملاحظه

Ĩw(F, FX(n:n)
) = −

∫ +∞

٠ xF (x) log
(
FX(n:n)

(x)
)
dx = nCEw(X). (٣ . ٧٠)

سیستم یک اگر می کنیم. بررسی را Ĩw(FX(n:n)
, F ) پویای نسخه ی بخش، این ادامه ی در

در می شود، مشاهده معین بازرسی زمان های در فقط و است کرده کار به شروع ٠ زمان در که
نظر در زیر به صورت را Ĩw(FX(n:n)

, F ) پویای نسخه ی آن گاه شود، مشاهده افتاده کار از t زمان
می گیریم

Ĩw(FX(n:n)
, F ; t) = −

∫ t

٠ x
FX(n:n)

(x)

FX(n:n)
(t)

log

(
F (x)

F (t)

)
dx

= logF (t)M̃w
(n:n)(t)−

∫ t

٠
x
FX(n:n)

(x)

FX(n:n)
(t)

log (F (x)) dx

= logF (t)M̃w
(n:n)(t)−

١
(F (t))n

∫ t

٠ x(F (x))n logF (x)dx. (٣ . ٧١)
،t ≥ ٠ برای logF (t) ≤ ٠ که آنجا از .limt→٠ Ĩw(FX(n:n)

, F ; t) = Ĩw(FX(n:n)
, F ) که کنید دقت

داریم
Ĩw(FX(n:n)

, F ; t) ≤ − ١
(F (t))n

∫ t

٠ x(F (x))n logF (x)dx

≤ − ١
(F (t))n

∫ +∞

٠ x(F (x))n logF (x)dx =
Ĩw(FX(n:n)

, F )

(F (t))n
.



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ٧٠
کنید فرض باشد. F (.) توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ٧ . ٢ قضیه
t ≥ ٠ و Ĩw(FX(n:n)

, F ; t) < ∞ با را رکورد n‐امین به مربوط وزنی پویای تجمعی دقت عدم
می کند. مشخصه سازی را توزیع تابع Ĩw(FX(n:n)

, F ; t) آن گاه دهیم. نشان
داریم (٣ . ٧١) از برهان.

Ĩw(FX(n:n)
, F ; t) = logF (t)M̃w

(n:n)(t)−
١

(F (t))n

∫ t

٠ x(F (x))n logF (x). (٣ . ٧٢)
می آوریم: به دست t به نسبت (٣ . ٧٢) رابطه ی طرف دو هر از مشتق گیری با

d

dt
[Ĩw(FX(n:n)

, F ; t)] = −λ̃F (t)M̃w
(n:n)(t)− nλ̃F (t)Ĩ

w(FX(n:n)
, F ; t)

= −λ̃F (t)
[
M̃w

(n:n)(t)− nĨw(FX(n:n)
, F ; t)

]
می آوریم به دست t به نسبت دوباره مشتق گیری با

´̃
λF (t) =

(
λ̃F (t)

)٢ (
nλ̃F (t)M̃

w
(n:n)(t) + n ∂

∂t Ĩ
w(FX(n:n)

, F ; t)− t
)

∂
∂t Ĩ

w(FX(n:n)
, F ; t)

.

(٣ . ٧٣)
به طوری که دارند وجود F ∗ و F تابع دو کنید فرض

Ĩw(FX(n:n)
, F ; t) = Ĩw(F ∗

X(n:n)
, F ∗; t) = z(t).

داریم (٣ . ٧٣) از ،t مقادیر تمام برای آن گاه
´̃
λF (t) = φ(t, λF (t)),

´̃
λF ∗(t) = φ(t, λF ∗(t)),

که
φ(t, y) =

y٢ [nys(t) + nź(t)− t]

ź(t)
,

λF (t) = داریم (٢٠٠٨) کرمانی و گوپتا از ٣.٣ لم و ٢.٣ قضیه از استفاده با .s̃(t) = M̃w
(n:n)(t) و

مشخصه سازی یکتا به طور را توزیع تابع خطر نرخ تابع که آنجا از .t مقادیر تمام برای λF ∗(t)

می شود. کامل اثبات می کند،
X١, X٢, ..., Xn نمونه ی از ترتیبی آماره های X(١) ≤ X(٢) ≤ ... ≤ X(n) اگر .١۴ . ٣ . ٧ گزاره

می شود داده زیر به صورت Ĩw(FX(n:n)
, F ) تجربی اندازه ی آن گاه، باشند

ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F ) = −

∫ +∞

٠ x[F̂n(x)]
n log F̂n(x)dx

= −
n−١∑
k=١

∫ X(k+١)

X(k)

x

(
k

n

)n

log

(
k

n

)
dx

=
−١
nn

n−١∑
k=١

knUk log

(
k

n

)
, (٧۴ . ٣)

.Uk =
X٢

(k+١)−X٢
(k)٢ , k = ١,٢, ..., n− ١ که



٧١ X(n:n) برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم
بگیرید نظر در زیر چگالی تابع با وایبل توزیع از ,X١را X٢, ..., Xn تصادفی نمونه ی .٣ . ٧ . ١ مثال

f(x) = ٢λ exp(−λx٢).

٢Uk = X٢
(k+١) −X٢

(k) حالت، این در است. ١
λ میانگین با نمایی توزیع دارای Yk = X٢

k آن گاه
را ١٩۶۵ پیک، بیشتر جزییات (برای است ١

λ(n−k) میانگین با نمایی توزیع دارای و مستقل
می آوریم به دست (٧۴ . ٣) از اکنون ببینید).

E[ ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F )] =

−١
nn

n−١∑
k=١

kn

٢λ(n− k)
log

k

n
, (٧۵ . ٣)

و

V ar[ ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F )] =

١
n٢n

n−١∑
k=١

k٢n
۴λ٢(n− k)٢

(
log

k

n

)٢
. (٧۶ . ٣)

و n = ١٠, ١۵,٢٠ نمونه ی حجم های برای را V ar[ ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F )] و E[ ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F )] مقادیر ما
E[ ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F )] که کرد مشاهده می توان به راحتی کرده ایم. محاسبه ٣ . ١ جدول در λ = ٠٫۵, ١,٢
.limn→∞ V ar[ ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F )] = ٠ که کنیم می ملاحظه همچنین است. نزولی n در

چگالی تابع با جمعیتی از تصادفی نمونه ی یک X١, X٢, ..., Xn کنید فرض .٣ . ٧ . ٢ مثال
است. k و ١ پارامتر با بتا توزیع دارای و مستقل ٢Uk آن گاه باشد. ٠ < x < ١ و f(x) = ٢x

می آوریم به دست (٧۴ . ٣) از حال

E[ ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F )] =

−١
nn

n−١∑
k=١

kn

٢(n+ ١) log
k

n
, (٣ . ٧٧)

و

V ar[ ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F )] =

١
n٢n−١

n−١∑
k=١

kn

۴(n+ ٢(١(n+ ٢)
(
log

k

n

)٢
. (٣ . ٧٨)

n = ١٠, ١۵,٢٠ نمونه ی حجم های برای را V ar[ ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F )] و E[ ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F )] مقادیر ما
n در E[ ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F )] که کرد مشاهده می توان به راحتی کرده ایم. محاسبه ٣ . ٢ جدول در
.limn→∞ V ar[ ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F )] = ٠ که می شود مشاهده همچنین، است. نزولی

،Ĩw(FX(n:n)
, F ) <∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر Xیک کنید فرض .٣ . ٧ . ٣ قضیه

داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ مقادیر تمام برای
ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F ) −→ Ĩw(FX(n:n)
, F ) a.s.



ترتیبی آماره های در دقت عدم معیارهای ٧٢

وایبل توزیع برای V ar[ ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F )] و E[ ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F )] عددی مقادیر :٣ . ١ جدول
V ar[ ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F )] E[ ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F )]

λ = ٢ λ = ١ λ = ٠٫۵ λ = ٢ λ = ١ λ = ٠٫۵ n

٠.٠٠٠٠٩ ٠.٠٠٠٣٧ ٠.٠٠١۵٠ ٠.٠١٣٢ ٠.٠٢۶۵ ٠.٠۵٣٠ ١٠
٠.٠٠٠٠۴ ٠.٠٠٠١٧ ٠.٠٠٠۶٨ ٠.٠٠٩١ ٠.٠١٨٢ ٠.٠٣۶۵ ١۵
٠.٠٠٠٠٢ ٠.٠٠٠٠٩ ٠.٠٠٠٣٨ ٠.٠٠۶٩ ٠.٠١٣٩ ٠.٠٢٧٨ ٢٠

بتا توزیع برای V ar[ ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F )] و E[ ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F )] عددی مقادیر :٣ . ٢ جدول
V ar[ ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F )] E[ ˆ̃Iw(FX(n:n)
, F )]

n=٢٠ n=١۵ n=١٠ n=٢٠ n=١۵ n=١٠
٢.١١e-٣٢ ١.۴٣e-٢٣ ٢.۵٧e-١۵ ٠.٠٠٠٩٨ ٠.٠٠١۶۶ ٠.٠٠٣٣٩

داریم (٧۴ . ٣) از برهان.
ˆ̃Iw(FX(n:n)

, F ) =

∫ ∞

٠ x(− log F̂n(x))(F̂n(x))
ndx

=

∫ ١
٠ x(− log F̂n(x))(F̂n(x))

ndx+

∫ ∞

١ x(− log F̂n(x))(F̂n(x))
ndx

=: R١ +R٢, (٣ . ٧٩)
که

R١ =

∫ ١
٠ x(− log F̂n(x))(F̂n(x))

ndx,

R٢ =

∫ ∞

١ x(− log F̂n(x))(F̂n(x))
ndx.

داریم گلیونکو‐کانتلی و مغلوب همگرایی قضیه از استفاده ∫با ١
٠ x(− log F̂n(x))(F̂n(x))

ndx −→
∫ ١

٠ x(− logF (x))(F (x))ndx as m→ ∞. (٣ . ٨٠)
داریم تجربی توزیع تابع تعریف از استفاده با هم اکنون

xpF̂n(x) ≤
١
n

n∑
i=١

Xp
i .

،supn( ١
n

∑n
i=١Xp

i ) < ∞ و ١
n

∑n
i=١Xp

i −→ E(Xp) داریم SLLN از استفاده با این، بر علاوه
مغلوب همگرایی قضیه از استفاده با حال .F̂n(x) ≤ x−p

(
supn(

١
n

∑n
i=١Xp

i )
)
= Cx−p آن گاه

داریم
lim
n→∞

R٢ =

∫ ∞

١ x(− logF (x))(F (x))ndx. (٣ . ٨١)



٧٣ X(n:n) برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم
می شود. حاصل نتیجه (٣ . ٧٩) از استفاده با آخر در

خاص عمر طول توزیع های برخی برای را Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) و Ĩw(FX(n:n)

, F ) زیر مثال های در
کرده ایم. حساب دارند، کاربرد بقا آزمون و اعتماد قابلیت در که

دید می توان به راحتی آن گاه باشد، [٠, θ] در یکنواخت توزیع دارای X اگر (١) .٣ . ٧ . ٣ مثال
.n ≥ ١ صحیح مقادیر تمام برای ،Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) = (٢n+٣)θ٢
(n٣+٢n+٢)٢ و Ĩw(FX(n:n)

, F ) = θ٢
(n+٢)٢ که

هستند. n از نزولی توابعی Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) و Ĩw(FX(n:n)

, F ) که کنید توجه
برای آن گاه باشد، F̄ (x) = e−λqxq

, x > ٠, λ, q > ٠ بقای تابع با وایبل توزیع دارای X اگر (٢)
. Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) = ٢
(λq)٢n

q+٢
q

Γ(٢
q ) می آوریم به دست n ≥ ١ صحیح مقادیر تمام

باشد، f(x) = αβα

xα+١ , x ≥ β, β > ٠, α > ٠ چگالی تابع با پارتو توزیع دارای X اگر (٣)
Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) که کنید دقت .n > ٢
α صحیح مقادیر تمام برای Iw(F̄X(١:n)

, F̄ ) = αβ٢
(nα−٢)٢ آن گاه

است. α > ٢
n مقادیر تمام برای n از نزولی تابعی

توجه .Iw(F̄X(١:n)
, F̄ ) = ٢

n٣λ٢ آن گاه باشد، ١
λ میانگین با نمایی توزیع دارای X کنید فرض (۴)

است. n از نزولی تابعی I(F̄X(١:n)
, F̄ ) که کنید

توزیع تابع با وایبل توزیع دارای که باشد نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض (۵)
می آوریم به دست n ≥ ١ صحیح مقادیر تمام برای آن گاه است. x > ٠ و F (x) = exp(−(αx )

β)

.Ĩw(FX(n:n)
, F ) = α٢n

٢−β
β

β Γ(β−٢
β )





۴ فصل
گذشته دقت عدم معیارهای

مقادیر در وزنی تجمعی (باقیمانده)
رکورد

مقدمه ١ . ۴
کوندو اخیراً باشند. G(x) و F (x) توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض

است کرده مطرح زیر به صورت را وزنی دقت عدم اندازه (٢٠١٧)

Iw(f, g) = −
∫ +∞

٠ xf(x) log g(x)dx. (١ . ۴)
می کنیم تعریف زیر به صورت را وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم ما ،(٢ . ١) مشابه

Iw(F,G) = −
∫ +∞

٠ xF (x) logG(x)dx. (٢ . ۴)
می کنیم تعریف زیر به صورت را وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم ،(٢ . ٢) مشابه همچنین

Īw(F̄ , Ḡ) = −
∫ +∞

٠ xF̄ (x) log Ḡ(x)dx. (٣ . ۴)



رکورد مقادیر در وزنی تجمعی (باقیمانده) گذشته دقت عدم معیارهای ٧۶

Ln برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم ٢ . ۴
منظور، این برای می کنیم. مطرح F و FLn بین CPI برای را وزنی اندازه ی ما بخش این در

می کنیم. بررسی فرضیات برخی تحت را مشخصه سازی نتایج و ویژگی ها از تعدادی
باشد. F توزیع تابع با نامنفی و پیوسته کاملا́ تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ١ . ۴ تعریف
زیرتعریف به صورت را F و (Ln پایین رکورد n‐امین توزیع (تابع FLn بین WCPI آن گاه،

می کنیم
Iw(FLn , F ) = −

∫ ∞

٠ xFLn(x) logF (x)dx

=

∫ ∞

٠
n−١∑
j=٠

(j + ١)x[FLj+٢(x)− FLj+١(x)]dx

=
n−١∑
j=٠

(j + ١)ELj+٢

[
X

λ̃(X)

]
, (۴ . ۴)

چگالی تابع با تصادفی متغیر یک Lj+٢ و معکوس خطر نرخ تابع λ̃(x) = f(x)
F (x) که صورتی در

است. fLj+٢(x) =
[− logF (x)]j+١f(x)

(j+١)!

کنیم. می بیان را Iw(FLn , F ) ویژگی های برخی و مثال چند ادامه، در
F (x) = exp(−(αx )

β), x > ٠ توزیع تابع با معکوس وایبل توزیع دارای X اگر .١ .٢ . ١ . ۴ مثال
داریم آن گاه باشد،

Iw(FLn , F ) =
α٢
β

n−١∑
j=٠

Γ
(
(j+١)β−٢

β

)
j!

.

می آوریم به دست باشد، [٠, θ] در یکنواخت توزیع دارای X اگر .٢

Iw(FLn , F ) = θ٢ n−١∑
j=٠

(j + ١)
( ١

٣
)j+٢

.

به دست باشد، F (x) = [ xα ]
β, ٠ < x < α, β > ٠ توزیع تابع با توانی توزیع دارای X اگر .٣

می آوریم
Iw(FLn , F ) = α٢ n−١∑

j=٠
(j + ١) βj+١

(٢ + β)j+٢ .

این صورت در باشد. F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ١ . ۴ گزاره

Iw(FLn , F ) =
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠
λ̃(z)

[∫ z

٠
x [− logF (x)]j F (x)dx

]
dz. (۵ . ۴)



٧٧ Ln برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم
−داریم logF (x) =

∫∞
x λ̃(z)dz رابطه ی و (۴ . ۴) به توجه با برهان.

Iw(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠ x
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx

=

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠

[∫ ∞

x
λ̃(z)dz

]
x
[− logF (x)]j

j!
F (x)dx

=
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ λ̃(z)

[∫ z

٠ x [− logF (x)]j F (x)dx

]
dz.

می شود. کامل اثبات بنابراین
است زیر به صورت نامنفی تصادفی متغیر یک وزنی غیر فعال زمان میانگین تابع

µw(t) =

∫ t٠ xF (x)dx
tF (t)

, t > ٠.
با است برابر Ln WMIT حال،

µwn (t) =

∑n−١
j=٠ ١

j!

∫ t٠ xF (x)[− logF (x)]jdx

t
∑n−١

j=٠ ١
j!F (t)[− logF (t)]j

. (۶ . ۴)

تحلیل و اعتماد قابلیت در که است باقیمانده انتظار زمان میانگین مشابه µwn (t) که کنید توجه
ببینید). را ٢٠١٢ راکاب١، و بدیر بیشتر جزییات (برای می رود به کار بقا

داریم آن گاه باشد. F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ گزاره

Iw(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

EL
j+١ [Xµ

w
n (X)] .

می آوریم به دست ٢ . ١ . ۴ گزاره ی و (۶ . ۴) رابطه ی از برهان.

Iw(FLn , F ) =

∫ ∞

٠ λ̃(z)

n−١∑
j=٠

١
j!

[∫ z

٠ x[− logF (x)]jF (x)dx

] dz
=

∫ +∞

٠
n−١∑
j=٠

zµwn (z)fLj+١ (z)dz

=
n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠ zµwn (z)fLj+١ (z)dz

=
n−١∑
j=٠

EL
j+١ [Xµ

w
n (X)] .

می آید. به دست به راحتی نتیجه
١Bdair and Raqab



رکورد مقادیر در وزنی تجمعی (باقیمانده) گذشته دقت عدم معیارهای ٧٨
،Iw(FLn , F ) < ∞ با باشد پیوسته و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ٣ . ۴ گزاره

داریم آن گاه .n ≥ ١ هر برای

Iw(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

١
j!
E
(
h̃wj+١(T )

)
, (٧ . ۴)

.h̃w
j+١(t) =

∫∞
t x [− logF (x)]j+١ dx که

می آید به دست فوبینی قضیه ی و (۴ . ۴) از استفاده با برهان.

Iw(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠ x
[− logF (x)]j+١

j!

[∫ x

٠ f(t)dt

]
dx

=
n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
f(t)

j!

[∫ ∞

t
x [− logF (x)]j+١ dx

]
dt

=
n−١∑
j=٠

١
j!
E
[
h̃wj+١(T )

]
.

µ = E(X) متناهی امید به نسبت متقارن تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ١ . ۴ ملاحظه
آن گاه باشد.

Iw(FLn , F ) = Īw(F̄Rn , F̄ )− ٢µĪ(F̄Rn , F̄ ),

بالا رکورد n‐امین بقای (تابع F̄Rn بین وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم Īw(F̄Rn , F̄ ) که
است. F̄ و (Rn

کنیم. اثبات زیر مفهوم دو از استفاده با را دقت عدم اندازه از مهمی ویژگی می توانیم اکنون
میانگین در نزولی معکوس خطر نرخ دارای X نامنفی تصادفی متغیر می شود گفته .١

باشد. نزولی x در λ̃(x)
x اگر است (DRHRA)

(DHRA) میانگین در نزولی خطر نرخ دارای X نامنفی تصادفی متغیر می شود گفته .٢
باشد. نزولی x در λ(x)

x اگر است
آن گاه است، DRHRA X نامنفی تصادفی متغیر که کنید فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه

Iw(FLn+١ , F )− Iw(FLn , F ) ≤
n+١∑
i=١

ELi

[
X

λ̃(x)

]
. (٨ . ۴)

fLn (x)
fLn+١ (x)

= نسبت آن گاه، باشد. پایین رکورد n‐امین چگالی تابع fLn(x) کنید فرض برهان.
یعنی ،Xn+١ ≤st Xn می دهد نتیجه که Xn+١ ≤lr Xn بنابراین است. صعودی x در −n

logF (x)

این ببینید). را ١ فصل ٢٠٠٧ شانتی کومار، و شیکد بیشتر جزییات (برای F̄n+١(x) ≤ F̄n(x)



٧٩ Ln برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم
صعودی توابع تمام برای اینکه با ببینید) را ۴ صفحه ٢٠٠٧ شانتی کومار، و (شیکد است معادل

باشیم داشته ϕ
E(ϕ(Xn+١)) ≤ E(ϕ(Xn)),

باشد، معکوس خطر نرخ λ̃(x) و DRHRA X اگر بنابراین باشند. موجود امیدها که به طوری
داریم (۴ . ۴) از است. صعودی x در x

λ̃(x)
آن گاه

Iw(FLn+١ , F ) =
n∑

j=٠
(j + ١)ELj+٢

[
X

λ̃(X)

]

≤
n∑

j=٠
(j + ١)ELj+١

[
X

λ̃(X)

]

=

n−١∑
i=−١

(i+ ٢)ELi+٢

[
X

λ̃(X)

]

=
n−١∑
i=٠

(i+ ٢)ELi+٢

[
X

λ̃(X)

]
+ EL١

[
X

λ̃(X)

]

= Iw(FLn , F ) +
n+١∑
i=١

ELi

[
X

λ̃(X)

]
.

است. شده کامل اثبات بنابراین
F (x) پیوسته ی کاملا́ توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۴ . ٢ . ۴ گزاره

داریم n = ١,٢, ... برای این صورت در باشد.

Iw(FLn , F ) ≥
n−١∑
j=٠

j+١∑
i=٠

(−١)i(j + ١)
i!(j + ١ − i)!

∫ ∞

٠ x[F (x)]i+١dx.

می آید. به دست اثبات (۴ . ۴) یادآوری با ،− logF (x) ≥ ١ − F (x) که آنجا از برهان.
F (x) پیوسته ی کاملا́ توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۵ . ٢ . ۴ گزاره

داریم n = ١,٢, ... برای آن گاه باشد.

Iw(FLn , F ) ≤
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ x[− logF (x)]j+١dx.

Hθ(x) = [F (x)]θ توزیع تابع با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X̃θ که کنید فرض
می آوریم: به دست زیر به صورت Hرا HLnو بین تجمعی دقت عدم اکنون دهد. نشان را x ≥ ٠ و

Iw(HLn ,Hθ) = −
∫ +∞

٠ xHLn(x) log (Hθ(x)) dx

=
n−١∑
j=٠

θj+١
∫ +∞

٠
x
[− logF (x)]j+١

j!
[F (x)]θdx. (٩ . ۴)



رکورد مقادیر در وزنی تجمعی (باقیمانده) گذشته دقت عدم معیارهای ٨٠
داریم n = ١,٢, ... هر برای آن گاه ،θ ≥ ١ اگر .۶ . ٢ . ۴ گزاره

Iw(HLn ,Hθ) =

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEw
j+١(X̃θ) ≤

n−١∑
j=٠

θj+١(j + ١)CEw
j+١(X), (١٠ . ۴)

که
CEw

j+١(X) =

∫ ∞

٠ x
[− logF (x)]j+١

(j + ١)! F (x)dx, (١١ . ۴)
معرفی (٢٠١٨) مهارانا٢ و کایال توسط که است (WGCE) وزنی تعمیم یافته ی تجمعی آنتروپی

است. شده
داریم بنابراین و [F (x)]θ ≤ F (x) که است واضح آن گاه ،θ ≥ ١ که کنید فرض برهان.

Iw(HLn ,Hθ) =

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEw
j+١(X̃θ) ≤

n−١∑
j=٠

θj+١(j + ١)CEw
j+١(X).

یک آن گاه باشد. F توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ٧ . ۴ گزاره
می شود داده زیر به صورت Iw(FLn , F ) برای تحلیلی عبارت

Iw(FLn , F ) =
n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
x
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx =

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEw
j+١(X). (١٢ . ۴)

می شود برقرار زیر رابطه ی n = ١,٢, . . . برای .a, b > ٠ کنید فرض .٢ . ٨ . ۴ گزاره
Iw(FaLn+b, FaX+b) = a٢Iw(FLn , F ) + abI(FLn , F ). (١٣ . ۴)

داریم (١٢ . ۴) از برهان.

Iw(FaLn+b, FaX+b) =

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEw
j+١(aX + b)

= a٢ n−١∑
j=٠

(j + ١)CEw
j+١(X) + ab

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEj+١(X)

= a٢Iw(FLn , F ) + abI(FLn , F ).

است. کامل اثبات
کردند تعریف زیر به صورت را m مرتبه ی از یافته تعمیم CPI (٢٠١٨) همکاران و کالی اخیراً

Im(F,G) =
١
m!

∫ +∞

٠ F (x)[− logG(x)]mdx. (١۴ . ۴)
٢Kayal and Moharana



٨١ Ln برای پویا وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم
از وزنی یافته ی تعمیم CPI ما اکنون ،(١۴ . ۴) رابطه ی در شده تعریف اندازه ی با مقایسه در

می کنیم معرفی زیر به صورت را m مرتبه ی
Iwm(F,G) =

١
m!

∫ +∞

٠ xF (x)[− logG(x)]mdx. (١۵ . ۴)

باشد. F توزیع تابع با پیوسته وکاملا́ نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ ملاحظه
با است برابر F و FLn بین m مرتبه ی از WGCPI آن گاه

Iwm(FLn , F ) =
١
m!

∫ ∞

٠
xFLn(x)[− logF (x)]mdx

=

n−١∑
j=٠

(
m+ j

j

)
CEw

m+j(X). (١۶ . ۴)

Ln برای پویا وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم ٣ . ۴
زمان در که سیستم یک اگر می کنیم. بررسی را Iw(FLn , F ) پویای نسخه ی ما بخش این در
از t زمان در و شود، مشاهده شده تعیین بازرسی زمان های در فقط است کرده به کار شروع ٠

می کنیم مطرح زیر به صورت را پویا تجمعی دقت عدم اندازه آن گاه شود، پیدا افتاده کار

Iw(FLn , F ; t) = −
∫ t

٠ x
FLn(x)

FLn(t)
log

(
F (x)

F (t)

)
dx

= logF (t)µwn (t)−
∫ t

٠ x
FLn(x)

FLn(t)
log (F (x)) dx

= logF (t)µwn (t) +
١

FLn(t)

n−١∑
j=٠

∫ t

٠ x
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx. (١٧ . ۴)

برای logF (t) ≤ ٠ که آنجا از .limt→∞ Iw(FLn , F ; t) = Iw(FLn , F ) که باشید داشته توجه
داریم ،t ≥ ٠

Iw(FLn , F ; t) ≤ ١
FLn(t)

n−١∑
j=٠

∫ t

٠ x
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx

≤ ١
FLn(t)

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠ x
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx =

Iw(FLn , F )

FLn(t)
.

می کند. مشخص یکتا به طور را توزیع تابع Iw(FLn , F ; t) که می کنیم ثابت بعد قضیه ی در

باشد. F (.) توزیع تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه
Iw(FLn , F ; t) < ∞ با پایین رکورد n‐امین به مربوط پویا وزنی تجمعی دقت عدم کنید فرض

می کند. مشخصه سازی را توزیع تابع Iw(FLn , F ; t) آن گاه شود. داده نشان t ≥ ٠ و



رکورد مقادیر در وزنی تجمعی (باقیمانده) گذشته دقت عدم معیارهای ٨٢
داریم (١٧ . ۴) به توجه با برهان.

Iw(FLn , F ; t) = logF (t)µwn (t) +
١

FLn(t)

n−١∑
j=٠

∫ t

٠ x
[− logF (x)]j+١

j!
F (x)dx. (١٨ . ۴)

: می آوریم به دست t به نسبت (١٨ . ۴) رابطه ی طرف دو از مشتق گیری با
∂

∂t
[Iw(FLn , F ; t)] = λ̃F (t)µ

w
n (t)− λ̃FLn

(t)Iw(FLn , F ; t)

= λ̃F (t)µ
w
n (t)− c(t)λ̃F (t)I

w(FLn , F ; t)

= λ̃F (t) [µ
w
n (t)− c(t)Iw(FLn , F ; t)] .

می دهد نتیجه t به نسبت مجدد مشتق گیری

´̃
λF (t) =

(λ̃F (t))
٢ (ć(t)Iw(FLn , F ; t) + c(t)Íw(FLn , F ; t)− t+ c(t)λ̃F (t)µ

w
n (t)

)
Íw(FLn , F ; t)

. (١٩ . ۴)

به طوری که دارند وجود F ∗ و F تابع دو کنید فرض
Iw(FLn , F ; t) = Iw(F ∗

Ln
, F ∗; t) = z(t).

می آوریم به دست t مقادیر تمام برای (١٩ . ۴) از آن گاه
´̃
λF (t) = φ(t, λ̃F (t)),

´̃
λF ∗(t) = φ(t, λ̃F ∗(t)),

که
φ(t, y) =

y٢ [ć(t)z(t) + c(t) (ź(t) + ys(t))− t]

ź(t)
,

λ̃F (t) = داریم (٢٠٠٨) کرمانی و گوپتا از ٢.٢ لم و ١.٢ قضیه ی از استفاده با .s(t) = µwn (t) و
مشخصه سازی یکتا به طور را توزیع تابع معکوس خطر نرخ تابع که آنجا از .t هر برای ،λ̃F ∗(t)

می شود. کامل اثبات می کند،

Ln برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم برآورد ۴ . ۴
دقت عدم میانگین از استفاده با را وزنی تجمعی دقت عدم اندازه برآورد مسئله ی بخش این در
حجم به تصادفی نمونه ی یک X١, X٢, ..., Xm کنید فرض می کنیم. عنوان تجربی وزنی تجمعی
تجمعی دقت عدم اندازه (١٢ . ۴) طبق آن گاه باشد. F (x) پیوسته ی تجمعی توزیع تابع از m

می شود تعریف زیر به صورت تجربی

Îw(FLn , F ) =
n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
x

[
− log F̂m(x)

]j+١

j!
F̂m(x)dx =

n−١∑
j=٠

(j + ١)CEw
j+١(F̂m). (٢٠ . ۴)



٨٣ Ln برای وزنی تجمعی گذشته ی دقت عدم برآورد
می تواند (٢٠ . ۴) آن گاه دهد، نشان را نمونه ترتیبی (١)Xآماره های ≤ X(٢) ≤ ... ≤ X(m) اگر

شود نوشته زیر به صورت

Îw(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

∫ X(k+١)

X(k)

x

[
− log F̂m(x)

]j+١

j!
F̂m(x)dx. (٢١ . ۴)

این، بر علاوه 

F̂m(x) =


٠, x < X(١),
k
m , X(k) ≤ x ≤ X(k+١), k = ١,٢, ..., j
١, x > X(k+١).

شود نوشته زیر به صورت می تواند (٢١ . ۴) بنابراین

Îw(FLn , F ) =

n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

١
j!
Uk

k

m

(
− log

k

m

)j+١
, (٢٢ . ۴)

.Uk =
X٢

(k+١)−X٢
(k)٢ , k = ١,٢, ...,m− ١ که

بگیرید نظر در زیر چگالی تابع با وایبل توزیع از ,X١را X٢, ..., Xm تصادفی نمونه ی .١ . ۴ . ۴ مثال
f(x) = ٢λ exp(−λx٢).

٢Uk = تصادفی متغیر حالت، این در است. ١
λ میانگین با نمایی توزیع دارای Yk = X٢

k آن گاه
بیشتر جزئیات (برای است ١

λ(m−k) میانگین با نمایی توزیع دارای و مستقل X٢
(k+١) − X٢

(k)

می آوریم به دست (٢٢ . ۴) از حال ببینید). را ١٩۶۵ پیک،

E[Îw(FLn , F )] =

n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

k

٢λj!(m− k)m

(
− log

k

m

)j+١
, (٢٣ . ۴)

و
V ar[Îw(FLn , F )] =

n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

k٢
۴λ٢(j!)٢(m− k)٢m٢

(
− log

k

m

)٢(j+١)
. (٢۴ . ۴)

λ = ٠٫۵, ١,٢ ،m = ١٠, ١۵,٢٠ نمونه ی حجم برای را V ar[Îw(FLn , F )] و E[Îw(FLn , F )] مقادیر
و E[Îw(FLn , F )] که دید می توان آسانی به کردیم. محاسبه ١ . ۴ جدول در n = ٢,٣,۴,۵ و

.limm→∞ V ar[Îw(FLn , F )] = ٠ همچنین است. نزولی m در V ar[Îw(FLn , F )]

f(x) = چگالی تابع با جمعیتی از تصادفی نمونه ی ,X١یک X٢, ..., Xm کنید فرض .٢ . ۴ . ۴ مثال
است m و ١ پارامتر با بتا توزیع دارای و مستقل ٢Uk این صورت در باشد. ٠ < x < ١ و ٢x

می آوریم به دست (٢٢ . ۴) از حال ببینید). را ١٩۶۵ پیک، بیشتر جزئیات (برای

E[Îw(FLn , F )] =
n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

k

٢j!(m+ ١)m
(
− log

k

m

)j+١
, (٢۵ . ۴)



رکورد مقادیر در وزنی تجمعی (باقیمانده) گذشته دقت عدم معیارهای ٨۴
و

V ar[Îw(FLn , F )] =

n−١∑
j=٠

m−١∑
k=١

k٢
۴(j!)٢(m+ ٢(١(m+ ٢)m

(
− log

k

m

)٢(j+١)
. (٢۶ . ۴)

و m = ١٠, ١۵,٢٠ نمونه ی حجم های برای را V ar[Îw(FLn , F )] و E[Îw(FLn , F )] مقادیر ما
در V ar[Îw(FLn , F )] که دید می توان آسانی به  کرده ایم. محاسبه ٢ . ۴ جدول در n = ٢,٣,۴,۵

.limm→∞ V ar[Îw(FLn , F )] = ٠ و است نزولی m

وایبل توزیع برای V ar[Îw(FLn , F )] و E[Îw(FLn , F )] عددی مقادیر :١ . ۴ جدول
E[Îw(FLn , F )]

٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ λ

n = ۵ n = ۴ n = ٣ n = ٢ m

٠.٠۶٨ ٠.١٣۵ ٠.٢٧١ ٠.٠۶۵ ٠.١٣١ ٠.٢۶١ ٠.٠۶٠ ٠.١٢٠ ٠.٢٣٩ ٠.٠۴٩ ٠.٠٩٨ ٠.١٩۶ ١٠
٠.٠۴٧ ٠.٠٩۴ ٠.١٨٩ ٠.٠۴۵ ٠.٠٩٠ ٠.١٨١ ٠.٠۴١ ٠.٠٨٢ ٠.١۶۵ ٠.٠٣٣ ٠.٠۶٧ ٠.١٣۴ ١۵
٠.٠٣۶ ٠.٠٧٢ ٠.١۴۵ ٠.٠٣۴ ٠.٠۶٩ ٠.١٣٨ ٠.٠٣١ ٠.٠۶٣ ٠.١٢۵ ٠.٠٢۵ ٠.٠۵١ ٠.١٠٢ ٢٠

V ar[Îw(FLn , F )]

٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ λ

n = ۵ n = ۴ n = ٣ n = ٢ m

٠.٠٠۵ ٠.٠١٩ ٠.٠٧٧ ٠.٠٠۵ ٠.٠١٩ ٠.٠٧۶ ٠.٠٠۴ ٠.٠١٨ ٠.٠٧٢ ٠.٠٠۴ ٠.٠١۶ ٠.٠۶٣ ١٠
٠.٠٠٣ ٠.٠١۴ ٠.٠۵۴ ٠.٠٠٣ ٠.٠١٣ ٠.٠۵٣ ٠.٠٠٣ ٠.٠١٢ ٠.٠۵٠ ٠.٠٠٢ ٠.٠١١ ٠.٠۴٣ ١۵
٠.٠٠٣ ٠.٠١٠ ٠.٠۴٢ ٠.٠٠٢ ٠.٠١٠ ٠.٠۴١ ٠.٠٠٢ ٠.٠٠٩ ٠.٠٣٨ ٠.٠٠٢ ٠.٠٠٨ ٠.٠٣٣ ٢٠

بتا توزیع برای V ar[Îw(FLn , F )] و E[Îw(FLn , F )] عددی مقادیر :٢ . ۴ جدول
V ar[Îw(FLn , F )] E[Îw(FLn , F )]

n=۵ n=۴ n=٣ n=٢ n=۵ n=۴ n=٣ n=٢ m

٠.٠٠۵ ٠.٠٠۴ ٠.٠٠۴ ٠.٠٠٣ ٠.٣۴٩ ٠.٣٣٠ ٠.٢٩١ ٠.٢١٩ ١٠
٠.٠٠۴ ٠.٠٠۴ ٠.٠٠٣ ٠.٠٠٢ ٠.٣٨٠ ٠.٣۵۶ ٠.٣٠٩ ٠.٢٣٠ ١۵
٠.٠٠٣ ٠.٠٠٣ ٠.٠٠٢ ٠.٠٠١ ٠.٣٩٧ ٠.٣٧٠ ٠.٣١٩ ٠.٢٣۵ ٢٠

Iw(FLn , F ) < ∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۴ . ۴ قضیه
داریم آن گاه باشد. n ≥ ١ هر برای

Îw(FLn , F ) −→ Iw(FLn , F ) a.s.

داریم (١٢ . ۴) از برهان.

Îw(FLn , F ) =
n−١∑
j=٠

(j + ١)CEw
j+١(F̂m), (٢٧ . ۴)

که
CEw

j+١(F̂m) =

∫ ∞

٠ x
(− log F̂m(x))j+١

(j + ١)! F̂m(x)dx



٨۵ Rn برای وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
آورد به دست می توان اکنون

(j + ١)!CEw
j+١(F̂m)

(−١)j+١ =

∫ ∞

٠ x(logF̂m(x))j+١F̂m(x)dx

=

∫ ١
٠ x(logF̂m(x))j+١F̂m(x)dx+

∫ ∞

١ x(logF̂m(x))j+١F̂m(x)dx

=: W١ +W٢, (٢٨ . ۴)

که

W١ =

∫ ١
٠ x(log F̂m(x))j+١F̂m(x)dx,

W٢ =

∫ ∞

١
x(log F̂m(x))j+١F̂m(x)dx.

داریم گلیونکو‐کانتلی و مغلوب همگرایی قضیه از استفاده با
∫ ١

٠ x(logF̂m(x))j+١F̂m(x)dx −→
∫ ١

٠ x(logF (x))j+١F (x)dx as m→ ∞. (٢٩ . ۴)

می آید به دست F̂m(x) تعریف به توجه با

xpF̂m(x) ≤ ١
m

m∑
i=١

Xp
i .

و ١
m

∑m
i=١Xp

i −→ E(Xp) داریم بزرگ اعداد قوی قانون از استفاده با این علاوه  بر
به کار با حال .F̂m(x) ≤ x−p

(
supm( ١

m

∑m
i=١Xp

i )
)
= Cx−p آنگاه ،supm( ١

m

∑m
i=١Xp

i ) < ∞

داریم DCT بردن

lim
m→∞

W٢ =

∫ ∞

١ xF (x) (logF (x))j+١ dx. (٣٠ . ۴)

می آید. به دست نتیجه (٢٨ . ۴) و (٢٧ . ۴) از استفاده با انتها، در

Rn برای وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم ۵ . ۴
مانند WCRI ویژگی های برخی می کنیم. مطرح را F̄ و F̄Rn بین WCRI ما بخش این در
بررسی را تصادفی ترتیب های و کران ها اطمینان، قابلیت توابع دیگر با روابط خطی، تبدیل اثر

می کنیم.

باشد. F̄ بقای تابع با نامنفی و پیوسته کاملا́ تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۵ . ۴ تعریف



رکورد مقادیر در وزنی تجمعی (باقیمانده) گذشته دقت عدم معیارهای ٨۶
: می کنیم تعریف زیر به صورت را F̄ و F̄Rn بین WCRI آنگاه،

Īw(F̄Rn , F̄ ) = −
∫ +∞

٠ xF̄Rn(x) log
(
F̄ (x)

)
dx

=
n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠
x
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx

=

n−١∑
j=٠

(j + ١)ERj+٢

(
X

λ(X)

)
, (٣١ . ۴)

است. F̄Rj+٢ اطمینان قابلیت با تصادفی متغیر یک Rj+٢ و خطر نرخ تابع λ(x) = f(x)
¯F (x)

که
اطمینان قابلیت در که خاص عمر طول توزیع های برخی برای را Īw(F̄Rn , F̄ ) زیر، مثال در

می کنیم. حساب دارند کاربرد بسیار بقا آزمون و
که دید می توان آسانی به آنگاه باشد، [٠, θ] در یکنواخت توزیع دارای X اگر (١) .١ . ۵ . ۴ مثال

.n ≥ ١ صحیح اعداد تمام برای ،Īw(F̄Rn , F̄ ) = θ٢∑n−١
j=٠ ٣j+٢−٢j+٢

۶j+٢ (j + ١)
برای آنگاه باشد، F̄ (x) = e−αxβ

, x ≥ ٠, α, β > ٠ بقای تابع با وایبل توزیع دارای X اگر (٢)
.Īw(F̄Rn , F̄ ) =

١
β

∑n−١
j=٠

α
١)٢+j− ١

β
)
(j+ ٢

β
)!

j! داریم n ≥ ١ صحیح اعداد تمام
.Īw(F̄Rn , F̄ ) =

n(n+١)(n+٢)
٣λ٢ آنگاه باشد، ١

λ میانگین با نمایی توزیع دارای X اگر (٣)
باشد. F̄ بقای تابع با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۵ . ۴ گزاره

داریم آن گاه

Īw(F̄Rn , F̄ ) =
n−١∑
j=٠

(j + ١)x[µj+٢ − µj+١],

.µn =
∫ +∞٠ F̄Rn(x)dx آن در که
داریم (٣١ . ۴) از برهان.

Īw(F̄Rn , F̄ ) =
n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠ x
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx

=
n−١∑
j=٠

(j + ١)
∫ +∞

٠
x[F̄Rj+٢(x)− F̄Rj+١(x)]dx

=

n−١∑
j=٠

(j + ١)x[µj+٢ − µj+١].

می شود برقرار زیر رابطه ی n = ١,٢, ... برای .a, b > ٠ کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ گزاره
Īw(F̄aRn+b, F̄aX+b) = a٢Īw(F̄Rn , F̄ ) + abĪ(F̄Rn , F̄ ).



٨٧ Rn برای وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
داریم ،F̄aX+b(x) = F̄ (x−b

a ) اینکه به توجه با و (٣١ . ۴) از برهان.

Īw(F̄aRn+b, F̄aX+b) = −
∫ +∞

٠
n−١∑
j=٠

x
[− log F̄aX+b(x)]

j+١
j!

F̄aX+b(x)dx

= −
∫ +∞

٠
n−١∑
j=٠

x
[− log F̄X(x−b

a )]j+١
j!

F̄X(
x− b

a
)dx

= −
∫ +∞

٠
n−١∑
j=٠

a(ay + b)
[− log F̄X(y)]j+١

j!
F̄X(y)dy

= a٢Īw(F̄Rn , F̄ ) + abĪ(F̄Rn , F̄ ). (٣٢ . ۴)

به صورت را X از (CMRL) باقیمانده۴ عمر ترکیبی میانگین تابع (٢٠١۶) همکاران٣ و کید
کردند مطرح زیر

mc(t) =

∫ +∞
t xF̄ (x)dx

tF̄ (t)
, t > ٠.

می آید به دست Rn به مربوط CMRL حال

mc
n(t) =

∑n−١
j=٠ ١

j!

∫ +∞
t xF̄ (x)[− log F̄ (x)]jdx

t
∑n−١

j=٠ ١
j! F̄ (t)[− log F̄ (t)]j

. (٣٣ . ۴)

باشد. F̄ بقای تابع با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٣ . ۵ . ۴ گزاره
داریم آنگاه

Īw(F̄Rn , F̄ ) =
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ λ(z)

[∫ ∞

z
x[− log F̄ (x)]jF̄ (x)dx

]
dz.

داریم ،− log F̄ (x) =
∫ x٠ λ(z)dz که حقیقت این و (٣١ . ۴) به توجه با برهان.

Īw(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠ x
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx

=
n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠

[∫ x

٠ λ(z)dz

]
x
[− log F̄ (x)]j

j!
F̄ (x)dx

=
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ +∞

٠
λ(z)

[∫ ∞

z
x[− log F̄ (x)]jF̄ (x)dx

]
dz.

٣Kayid et al.
۴Combination mean residual life
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داریم آنگاه باشد. F̄ بقای تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۴ . ۵ . ۴ گزاره

Īw(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

ER
j+١ [Xm

c
n(X)] .

می آوریم به دست (٣ . ۵ . ۴) گزاره ی از استفاده با و (٣٣ . ۴) از برهان.
Īw(F̄Rn , F̄ ) =

∫ ∞

٠ λ(z)

n−١∑
j=٠

١
j!

[∫ ∞

z
x[− log F̄ (x)]jF̄ (x)dx

] dz
=

∫ +∞

٠
n−١∑
j=٠

zmc
n(z)fRj+١ (z)dz

=

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠ zmc
n(z)fRj+١ (z)dz

=

n−١∑
j=٠

ER
j+١ [Xm

c
n(X)] .

می شود. کامل اثبات
،Īw(F̄Rn , F̄ ) < ∞ با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۵ . ۵ . ۴ گزاره

داریم آنگاه باشد. ،n ≥ ١ برای
Īw(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

١
j!
E
[
hwj+١(X)

]
, (٣۴ . ۴)

که
hwj+١(x) =

∫ x

٠ z
[
− log F̄ (z)

]j+١
dz, x ≥ ٠.

می آید به دست فوبینی قضیه از استفاده با و (٣١ . ۴) از برهان.
Īw(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠
z
[− log F̄ (z)]j+١

j!
F̄ (z)dz

=

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠

[∫ ∞

z
f(x)dx

]
z[− log F̄ (z)]j+١dz

=

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠ f(x)

[∫ x

٠ z[− log F̄ (z)]j+١dz
]
dx =

n−١∑
j=٠

١
j!
E
[
hwj+١(X)

]
.

باشد. F توزیع تابع با پیوسته کاملا́ و نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۶ . ۵ . ۴ گزاره
آنگاه

Īw(F̄Rn , F̄ ) ≥
n−١∑
j=٠

١
j!
[Ewj+١(X)]j+١,

.Ewj+١(X) = −
∫∞٠ x

( ١
j+١

)
F̄ (x) log F̄ (x)dx که



٨٩ Rn برای وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
داریم (٣١ . ۴) از برهان.

Īw(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

١
j!

∫ +∞

٠ xF̄ (x)[− log F̄ (x)]j+١dx

≥
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ +∞

٠

[
x

( ١
j+١

)
F̄ (x)[− log F̄ (x)]

]j+١
dx

≥
n−١∑
j=٠

١
j!

[
−
∫ +∞

٠ x

( ١
j+١

)
F̄ (x) log F̄ (x)dx

]j+١
.

می شود. کامل اثبات
می دهیم. نشان Īw(F̄Rn , F̄ ) برای را پایین و بالا کران های برخی بعدی گزاره های در

F (x) پیوسته ی کاملا́ توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٧ . ۵ . ۴ گزاره
داریم n = ١,٢, ... برای آنگاه باشد.

Īw(F̄Rn , F̄ ) ≤
n−١∑
j=٠

١
j!

∫ ∞

٠
x[− log F̄ (x)]j+١dx.

می شود. اثبات راحتی به (٣١ . ۴) از استفاده با برهان.
برای آنگاه باشد. F̄ (x) بقای تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٨ . ۵ . ۴ گزاره

داریم n = ١,٢, ...

Īw(F̄Rn , F̄ ) ≥
n−١∑
j=٠

j+١∑
i=٠

(−١)i(j + ١)
i!(j + ١ − i)!

∫ ∞

٠ x[F̄ (x)]i+١dx.

می آید. به دست اثبات (٣١ . ۴) رابطه ی یادآوری با ،− log F̄ (x) ≥ ١ − F̄ (x) که آنجا از برهان.

به دست را اطمینان قابلیت مفهوم با آن ارتباط و Iw(F̄Rn , F̄ ) برای نتایج برخی ادامه، در
می آوریم.

داریم n = ١,٢, . . . برای آن گاه باشد، DFRA X اگر .٩ . ۵ . ۴ گزاره

Īw(F̄Rn+١ , F̄ )− Īw(F̄Rn , F̄ ) ≥
n+١∑
i=١

ERi

[
X

λ(X)

]
. (٣۵ . ۴)

fRn+١ (t)
fRn (t)

= نسبت آنگاه، باشد. Rn رکورد n‐امین چگالی تابع fRn که کنید فرض برهان.
،Rn ≤st Rn+١ که می دهد نتیجه این و Rn ≤lr Rn+١ بنابراین است. صعودی t در − log F̄ (t)

n

در ببینید). را ١ فصل ،٢٠٠٧ شانتی کومار و شیکد بیشتر جزییات (برای F̄Rn ≤ F̄Rn+١ یعنی
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از بنابراین است. x از صعودی تابعی x

λ(x) آنگاه باشد، خطر نرخ λ(x) و DFRA X اگر نتیجه،
داریم (٣١ . ۴)

Īw(F̄Rn+١ , F̄ ) =

n∑
j=٠

(j + ١)ERj+٢

[
X

λ(X)

]

≥
n∑

j=٠
(j + ١)ERj+١

[
X

λ(X)

]

=

n−١∑
i=−١

(i+ ٢)ERi+٢

[
X

λ(X)

]

=

n−١∑
i=٠

(i+ ٢)ERi+٢

[
X

λ(X)

]
+ ER١

[
X

λ(X)

]

=

n−١∑
i=٠

(i+ ١)ERi+٢

[
X

λ(X)

]
+

n−١∑
i=٠

ERi+٢

[
X

λ(X)

]
+ ER١

[
X

λ(X)

]

= Īw(F̄Rn , F̄ ) +

n+١∑
i=١

ERi

[
X

λ(X)

]
. (٣۶ . ۴)

است. کامل اثبات
مقداری خطر نرخ که آنجا از باشد، µ = ١

θ میانگین با نمایی توزیع دارای X اگر .١٠ . ۵ . ۴ گزاره
است. n از صعودی تابعی که Īw(F̄Rn , F̄ ) =

n(n+١)(n+٢)٣ µ٢ می آوریم به دست است، ثابت
باشند. Ḡ(x) و F̄ (x) بقای تابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .١١ . ۵ . ۴ گزاره

آن گاه باشد، DFRA X و X ≤hr Y اگر
Īw(F̄Rn , F̄ ) ≤ Īw(ḠR̃n

, Ḡ), (٣٧ . ۴)
.n = ١,٢, . . . برای

بنابراین .X ≤st Y می دهد نتیجه X ≤hr Y که می دانیم برهان.
F̄Rj+٢ ≤ ḠR̃j+٢ ,

با است معادل این .Rj+٢ ≤st R̃j+٢ می شود برقرار نتیجه در است. R̃j+٢ بقای تابع ḠR̃j+٢ که
باشیم داشته اینکه

E(ϕ(Rj+٢)) ≤ E(ϕ(R̃j+٢)),

X که کنیم فرض اگر بنابراین باشد. موجود امید که به شرطی ϕ صعودی توابع تمام برای
داریم و است صعودی x

λ(x) آنگاه است، آن شکست نرخ λ(x) و DFRA

Īw(F̄Rn , F̄ ) =
n−١∑
j=٠

(j + ١)ERj+٢

(
X

λF (X)

)
≤

n−١∑
j=٠

(j + ١)ER̃j+٢

(
X

λF (X)

)
.



٩١ Rn برای وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
λF (x) ≥ رابطه ی در مربوطه شکست نرخ توابع که دارد دلالت این بر X ≤hr Y دیگر، طرف از

داریم نتیجه در می کنند. صدق λG(y)

n−١∑
j=٠

(j + ١)ER̃j+٢

(
X

λF (X)

)
≤

n−١∑
j=٠

(j + ١)ER̃j+٢

(
X

λG(Y )

)
= Iw(ḠR̃n

, Ḡ).

.Īw(F̄Rn , F̄ ) ≤ Īw(ḠR̃n
, Ḡ) می آوریم به دست عبارت دو هر از استفاده با بنابراین،

باشند. Ḡ(x) و F̄ (x) بقای تابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .١٢ . ۵ . ۴ گزاره
آنگاه X ≤icx Y اگر

Īw(F̄Rn , F̄ ) ≤ Īw(ḠR̃n
, Ḡ).

شانتی کومار و شیکد از است، j ≥ ٠ برای صعودی محدب تابع یک hw
j+١(.) که آنجا از برهان.

یادآوری با .hw
j+١(X) ≤icx hw

j+١(Y ) که است معنی این به X ≤icx Y که می شود نتیجه (٢٠٠٧)
می شود. کامل اثبات ۵ . ۵ . ۴ گزاره ی و صعودی محدب ترتیب تعریف

داریم n = ١,٢, . . . برای آنگاه باشد، (DFRA) IFRA X اگر .١٣ . ۵ . ۴ گزاره
Īw(F̄Rn , F̄ ) ≤ (≥)

n−١∑
j=٠

١
j!
E
[
X٢ (− log F̄ (X)

)j]
. (٣٨ . ۴)

داریم (٣١ . ۴) از برهان.

Īw(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠ x
[− log F̄ (x)]j

j!
[− log F̄ (x)]F̄ (x)dx. (٣٩ . ۴)

است، (نزولی) صعودی x > ٠ به نسبت − log F̄ (x)
x است، (DFRA) IFRA X که آنجا از حال

که است معنی این به که
− F̄ (x) log F̄ (x) ≤ (≥)xf(x), x > ٠. (۴٠ . ۴)

می شود. کامل اثبات (۴٠ . ۴) و (٣٩ . ۴) به توجه با بنابراین
باشند. Ḡ(x) و F̄ (x) بقای تابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض .١۴ . ۵ . ۴ گزاره

شود می برقرار n = ١,٢, ... برای آنگاه ،X ≤hr Y اگر
Īw(F̄Rn , F̄ )

E(X)
≤ Īw(ḠRn , Ḡ)

E(Y )
.

است، صعودی محدب تابع یک hw
j+١(x) =

∫ x٠ z[− log F̄ (z)]j+١dz تابع اینکه به توجه با برهان.
می شود نتیجه ،X ≤hr Y فرض تحت

n−١∑
j=٠

١
j!

E
[
hw
j+١(X)

]
E(X)

 ≤
n−١∑
j=٠

١
j!

E
[
hw
j+١(Y )

]
E(Y )

 .
می شود. کامل اثبات (٣١ . ۴) یادآوری با بنابراین،



رکورد مقادیر در وزنی تجمعی (باقیمانده) گذشته دقت عدم معیارهای ٩٢
در که باشد F̄ (.) بقای تابع با پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض (١) .١۵ . ۵ . ۴ گزاره

آن گاه است. متناهی b و می گیرد مقدار [٠, b]
Īw(F̄Rn , F̄ ) ≤ bĪ(F̄Rn , F̄ ).

[a,∞) در که باشد F̄ (.) بقای تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض (٢)
آن گاه است. متناهی a > ٠ و می گیرد مقدار

Īw(F̄Rn , F̄ ) ≥ aĪ(F̄Rn , F̄ ).

H̄θ(x) = [F̄ (x)]θ بقای تابع با نامنفی و پیوسته کاملا́ تصادفی متغیر یک X∗
θ کنید فرض

ما اکنون می شود. شناخته نسبی خطر نرخ مدل به عنوان مدل این دهد. نشان را x ≥ ٠ و
: می آوریم به دست زیر به صورت H̄ و H̄Rn بین را وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم اندازه

Īw(H̄Rn , H̄) = −
∫ +∞

٠ xH̄Rn(x) log
(
H̄(x)

)
dx

=
n−١∑
j=٠

θj+١
∫ +∞

٠ x
[− log F̄ (x)]j+١

j!
[F̄ (x)]θdx. (۴١ . ۴)

داریم n ≥ ١ هر برای آنگاه ،θ ≥ (≤)١ اگر .١۶ . ۵ . ۴ گزاره

Īw(H̄Rn , H̄) ≤ (≥)
n−١∑
j=٠

(j + ١)θj+١Ew
j+١(X),

(٢٠١٨) کایال توسط که Xاست از وزنی تعمیم یافته ی تجمعی باقیمانده ی آنتروپی Ew
j+١(X) که

شده است معرفی زیر به صورت
Ew
j+١(X) =

∫ +∞

٠ x
F̄ (x)[− log F̄ (x)]j+١

(j + ١)! dx.

(۴١ . ۴) از بنابراین و [F̄ (x)]θ ≤ (≥)F̄ (x) که است واضح آنگاه ،θ ≥ (≤)١ که کنید فرض برهان.
می شود نتیجه

Īw(H̄Rn , H̄) ≤ (≥)

n−١∑
j=٠

(j + ١)θj+١Ew
j+١(X).

یک آنگاه باشد. F̄ (.) بقای تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١٧ . ۵ . ۴ گزاره
است زیر به صورت Īw(F̄Rn , F̄ ) برای تحلیلی عبارت

Īw(F̄Rn , F̄ ) =

n−١∑
j=٠

∫ ∞

٠ x

[
− log F̄ (x)

]j+١
j!

F̄ (x)dx =

n−١∑
j=٠

(j + ١)Ew
j+١(X). (۴٢ . ۴)

باشد. تباهیده X اگر، تنها و اگر ،Īw(F̄Rn , F̄ ) = ٠ .١ . ۵ . ۴ قضیه



٩٣ Rn برای وزنی تجمعی باقیمانده ی دقت عدم
تعریف و تباهیده تابع تعریف به توجه با باشد. تباهیده a نقطه ی در X کنید فرض برهان.

.Īw(F̄Rn , F̄ ) = ٠ داریم که است واضح Īw(F̄Rn , F̄ )

یعنی ،Iw(F̄Rn , F̄ ) = ٠ که کنید فرض حال،
Ew
j+١(X) =

∫ ∞

٠ xF̄ (x)
(
− log F̄ (x)

)j+١
dx = ٠. (۴٣ . ۴)

برای xF̄ (x) (− log F̄ (x)
)j+١

= ٠ که می گیریم نتیجه ،(۴٣ . ۴) بودن نامنفی به توجه با آنگاه
.x ∈ R+ هر تقریباً برای F̄ (x) = ٠ or ١ بنابراین، .x ∈ R+ تمام تقریباً

F̄ (.) بقای تابع با نامنفی و پیوسته کاملا́ تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١ . ۵ . ۴ ملاحظه
بین m مرتبه WGCRI ،(١۶ . ۴) رابطه ی در شده تعریف اندازه ی با مقایسه در آنگاه باشد.

می آید به دست F̄ و F̄Rn

Īwm(F̄Rn , F̄ ) =
١
m!

∫ ∞

٠
xF̄Rn(x)[− log F̄ (x)]mdx

=

n−١∑
j=٠

(
m+ j

m

)
Ew
m+j(X).

طول X کنید فرض می کنیم. بررسی را Īw(F̄Rn , F̄ ) پویای نسخه ی بخش، این ادامه ی در
مشابه، به طور است. بوده سالم t سن تا سیستم که شرط این تحت باشد سیستم یک عمر

بگیریم نظر در زیر به صورت را Īw(F̄Rn , F̄ ) پویای نسخه ی می توانیم
Īw(F̄Rn , F̄ ; t) = −

∫ +∞

t
x
F̄Rn(x)

F̄Rn(t)
log

(
F̄ (x)

F̄ (t)

)
dx

= log F̄ (t)mc
n(t)−

∫ +∞

t
x
F̄Rn(x)

F̄Rn(t)
log
(
F̄ (x)

)
dx

= log F̄ (t)mc
n(t) +

١
F̄Rn(t)

n−١∑
j=٠

∫ +∞

t
x
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx.

(۴۴ . ۴)
داریم ،t ≥ ٠ برای log F̄ (t) ≤ ٠ که آنجا از .limt→٠ Īw(F̄Rn , F̄ ; t) = Īw(F̄Rn , F̄ ) که کنید توجه

Īw(F̄Rn , F̄ ; t) ≤ ١
F̄Rn(t)

n−١∑
j=٠

∫ +∞

t
x
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx

≤ ١
F̄Rn(t)

n−١∑
j=٠

∫ +∞

٠ x
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx =

Īw(F̄Rn , F̄ )

F̄Rn(t)
.

باشد. F (.) توزیع تابع با نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ قضیه
و Īw(F̄Rn , F̄ ; t) < ∞ با را n‐ام رکورد به مربوط وزنی پویای تجمعی دقت عدم کنید فرض

می کند. مشخصه سازی یکتا به طور را توزیع تابع Īw(F̄Rn , F̄ ; t) آنگاه دهیم. نشان t ≥ ٠



رکورد مقادیر در وزنی تجمعی (باقیمانده) گذشته دقت عدم معیارهای ٩۴
داریم (۴۴ . ۴) از برهان.

Īw(F̄Rn , F̄ ; t) = log F̄ (t)mc
n(t) +

١
F̄Rn(t)

n−١∑
j=٠

∫ +∞

t
x
[− log F̄ (x)]j+١

j!
F̄ (x)dx. (۴۵ . ۴)

می آوریم به دست t به نسبت (۴۵ . ۴) طرف دو از مشتق گیری با
∂

∂t
[Īw(F̄Rn , F̄ ; t)] = −λF (t)mc

n(t) + λFRn
(t)Īw(F̄Rn , F̄ ; t)

= −λF (t)mc
n(t) + c(t)λF (t)Ī

w(F̄Rn , F̄ ; t)

= λF (t)
[
c(t)Īw(F̄Rn , F̄ ; t)−mc

n(t)
]
.

می شود نتیجه t به نسبت مجدد مشتق گیری با

λ́F (t) =
(λF (t))

٢ [t− c(t)λF (t)m
c
n(t) + ć(t)Īw(F̄Rn , F̄ ; t) + c(t) ∂

∂t Ī
w(F̄Rn , F̄ ; t)

]
∂
∂t Ī

w(F̄Rn , F̄ ; t)
.(۴۶ . ۴)

به طوری که دارند وجود F ∗ و F تابع دو کنید فرض
Īw(F̄Rn , F̄ ; t) = Īw(F̄ ∗

Rn
, F̄ ∗; t) = z̃(t).

می آوریم به دست (۴۶ . ۴) از ،t مقادیر تمام برای آنگاه
λ́F (t) = φ(t, λF (t)), λ́F ∗(t) = φ(t, λF ∗(t)),

که
φ(t, y) =

y٢ [ć(t)z̃(t) + c(t)
(
´̃z(t)− ys̃(t)

)
+ t
]

´̃z(t)
,

λF (t) = داریم (٢٠٠٨) کرمانی و گوبتا از ٣.٣ لم و ٢.٣ قضیه از استفاده با .s̃(t) = mc
n(t) و

مشخصه سازی یکتا به طور را توزیع تابع خطر نرخ تابع که آنجا از .t مقادیر تمام برای ،λF ∗(t)

می شود. کامل اثبات می کند،



۵ فصل
متغیرهای در دقت عدم معیارهای

تعمیم یافته ترتیبی آماره های از همراه

مقدمه ١ . ۵
توزیع تابع از همتوزیع و مستقل تصادفی متغیرهای i = ١,٢, · · · , n ،(Xi, Yi) کنید فرض
باشد، ترتیبی آماره ی r‐امین نشاندهنده ی X(r:n) اگر باشند. F (x, y) دومتغیره ی و پیوسته
آماره ی r‐امین همراه آن به و می دهیم نشان Y[r:n] با را است X(r:n) با مرتبط که Y متغیر آنگاه

هستند. توجه مورد مسایل پیش بینی و انتخاب در همراه متغیرهای می گوییم. ترتیبی
مدل های از یکپارچه سازی روش یک به عنوان (GOS) تعمیم یافته ترتیبی آماره های مفهوم
متوالی، ترتیبی آماره های معمولی، ترتیبی آماره های مانند ترتیبی تصادفی متغیرهای مختلف
متغیرهای است. شده معرفی (١٩٩۵) کمپس توسط رکورد مقادیر و ٢ نوع فزاینده سانسور
اساس بر تعمیم یافته ترتیبی آماره های ,١)Xرا n,m, k), X(٢, n,m, k), · · · , X(n, n,m, k) تصادفی
زیر به صورت آن ها توأم چگالی تابع اگر می گوییم f چگالی تابع با F پیوسته ی کاملا́ توزیع تابع

باشد
fX(١,n,m,k),...,X(n,n,m,k)(x١, ..., xn) = k

n−١∏
j=١

γj

n−١∏
i=١

(١ − F (xi))
mf(xi)

 (١ − F (xn))
k−١f(xn),

F−(٠)١ ≤ x١ ≤ x٢ ≤ ... ≤ xn ≤ F−(١)١,



تعمیم یافته ترتیبی آماره های از همراه متغیرهای در دقت عدم معیارهای ٩۶
تمام برای γr = k + (n − r)(m + ١) > ٠ به طوری که ،n ∈ N, k > ٠,m ∈ R پارامترهای با

شوند. تعریف GOS مورد در می توانند همراه متغیرهای مشابه، به طور .١ ≤ r ≤ n

آن چگالی تابع که کرد تعریف را دومتغیره توزیع های از کلاس یک (١٩۵۶) مورگنسترن١
است زیر به صورت

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)
[١ + α(٢FX(x)− ٢)(١FY (y)− ١)] , |α| ≤ ١, (١ . ۵)

آن منابع و ٢٠١۵ سمپای٢، و دورانتی به بیشتر جزییات (برای است وابستگی پارامتر α که
تابع ،(١ . ۵) در شده داده چگالی تابع با مورگنسترن توزیع های خانواده برای شود). مراجعه
توسط می شود)، داده نشان Y[r,n,m,k], ١ ≤ r ≤ n (با GOS r‐امین همراه توزیع تابع و چگالی

است: شده داده زیر به صورت (٢٠٠٨) احسان الʓه٣ و بگ
g[r,n,m,k](y) = fY (y)

[١ + αC∗(r, n,m, k)(١ − ٢FY (y))
]
, (٢ . ۵)

و
G[r,n,m,k](y) = FY (y) [١ + αC∗(r, n,m, k)(١ − FY (y))] , (٣ . ۵)

مورگنسترن، خانواده ی در GOS از خاصی حالت به عنوان .C∗(r, n,m, k) =
٢∏r

j=١ γj∏r
i=١(γi+١)−١ که

Y[r:n] توزیع و چگالی تابع آنگاه دهد، نشان را X(r:n) ترتیبی آماره ی r‐امین همراه Y[r:n] اگر
است زیر به صورت مورگنسترن خانواده در

fY[r:n]
(y) = fY (y)

[
١ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)
(١ − ٢FY (y))

]
,

و
FY[r:n]

(y) = FY (y)

[
١ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)
(١ − FY (y))

]
,

کنید. مراجعه (١٩٩٢) همکاران و آرنولد به بیشتر جزییات برای
توزیع یک از دومتغیره تصادفی متغیرهای از دنباله یک (X١, Y١), (X٢, Y٢), · · · کنید فرض
مرتبط Y آنگاه باشد، Xها دنباله ی در بالا رکوردهای دنباله ی {Rn, n ≥ ١} اگر باشد. پیوسته
مقادیر همراه می شود. داده نشان R[n] با و می خوانیم n‐ام رکورد همراه را n‐ام رکورد با
طول آزمایش های صنعتی، تنش آزمون مانند تجربی آزمایش های از گسترده ای طیف در رکورد
برای دارند. کاربرد دیگر تجربی زمینه های برخی و ورزشی مسابقات هواشناسی، تحلیل عمر،
و چگالی تابع ببینید. را (١٩٩٢) همکاران و آرنولد آن ها همراه و رکورد مقادیر دیگر کابردهای

می آید: به دست زیر به صورت R[n] توزیع تابع
fR[n]

(y) = fY (y)[١ + αn(١ − ٢FY (y))], n ≥ ١ (۴ . ۵)
١Morgenstern
٢Durante and Sempi
٣Beg and Ahsanullah



٩٧ GOS همراه برای دقت عدم اندازه
و

FR[n]
(y) = FY (y)[١ + αn(١ − FY (y))], (۵ . ۵)

.αn = α(٢١−n − ١) که

GOS همراه برای دقت عدم اندازه ٢ . ۵
fY (y) و g[r,n,m,k](y) بین دقت عدم اندازه باشد، (١ . ۵) از GOS r‐امین همراه Y[r,n,m,k] اگر

می آید به دست زیر به صورت α ̸= ٠ و ١ ≤ r ≤ n برای
I(g[r,n,m,k], fY ) = −

∫ ∞

٠ g[r,n,m,k](y) log fY (y)dy

= [١ + αC∗(r, n,m, k)]H(Y ) + ٢αC∗(r, n,m, k)

∫ ∞

٠
fY (y)FY (y) log fY (y)dy

= [١ + αC∗(r, n,m, k)]H(Y ) + ٢αC∗(r, n,m, k)

∫ ١
٠ u log fY (F

−١
Y (u))du

= [١ + αC∗(r, n,m, k)]H(Y ) + ٢αC∗(r, n,m, k)ϕf (u), (۶ . ۵)
و ϕf (u) = ∫ ١٠ u log fY (F−١

Y (u))du که
H(Y ) = −

∫ ∞

٠ fY (y) log fY (y)dy

است. Y تصادفی متغیر به مربوط شانون آنتروپی
می گیریم. نظر در (۶ . ۵) رابطه ی از کاربردی به عنوان را زیر خاص حالت های اکنون

(تابع fY[r:n]
بین دقت عدم اندازه آنگاه دهیم، قرار k = ١ و m = ٠ اگر (۶ . ۵) در .١ حالت

می آید: به دست زیر به صورت مورگنسترن خانواده در fY و ترتیبی) آماره همراه r‐امین چگالی
I(fY[r:n]

, fY ) = −
∫ ∞

٠ fY[r:n]
(y) log fY (y)dy

=

[
١ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)]
H(Y ) + ٢α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)∫ ∞

٠ fY (y)FY (y) log fY (y)dy

=

[
١ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)]
H(Y ) + ٢α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)∫ ١
٠ u log f(F−١(u))du,

= H(Y ) +
٣(n− ٢r + ١)

٢(n+ ١)
[
I(fY[١:٢] , fY )− I(fY[٢:٢] , fY )

]
. (٧ . ۵)

که کنید توجه است. Y تصادفی متغیر شانون آنتروپی H(Y ) = −
∫∞٠ fY (y) log fY (y)dy که
.I(fY

[n+١٢ :n]
, fY ) = H(Y )

می کنیم. بیان را I(fY[r:n]
, fY ) ویژگی های و مثال ها برخی ادامه در



تعمیم یافته ترتیبی آماره های از همراه متغیرهای در دقت عدم معیارهای ٩٨
دومتغیره نمایی توزیع از تصادفی نمونه یک i = ١,٢, ..., n ،(Xi, Yi) کنید فرض .٢ . ١ . ۵ مثال

باشد زیر توزیع تابع با (GBED) گامبل

F (x, y) =

(
١ − exp

(
−x
θ١

))(
١ − exp

(
−y
θ٢

))[
١ + α exp

(
−x
θ١

− y

θ٢

)]
. (٨ . ۵)

می آوریم به دست (٧ . ۵) از
I(fY[r:n]

, fY ) = [١ + log θ٢]−
α

٢
(
n− ٢r + ١
n+ ١

)
. (٩ . ۵)
داریم (٩ . ۵) از استفاده با

Aα(n) = I(fY[n:n]
, fY )− I(fY[١:n]

, fY ) = α

(
n− ١
n+ ١

)
,

یا (−١ ≤ α < ٠, n > ١) ،(٠ < α ≤ ١, n > ١) هرگاه است صفر و منفی مثبت، که
با است برابر H(Y ) و I(fY[r:n]

, fY ) بین اختلاف همچنین .(n = ١ or α = ٠)

Bα,n(r) = I(fY[r:n]
, fY )−H(Y ) = −α٢

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)
.

همچنین .(n+١٢ < r ≤ n و ٠ < α ≤ ١ (یا ١ ≤ r < n+١٢ و −١ ≤ α < ٠ اگر است مثبت Bα,n(r)

.(١ ≤ r < n+١٢ و ٠ < α ≤ ١ (یا n+١٢ < r ≤ n و −١ ≤ α < ٠ اگر است منفی
١ ≤ r < n+١٢ برای r در I(fY[r:n]

, fY ) که می دهد نشان عددی محاسبات باشد، فرد n اگر حال
است. (نزولی) صعودی (−١ ≤ α < ٠ و n+١٢ < r ≤ n) ٠ < α ≤ ١ و

لجستیک توزیع از تصادفی نمونه یک i = ١,٢, · · · , n ،(Xi, Yi) کنید فرض .٢ . ٢ . ۵ مثال
باشد زیر توزیع تابع با مورگنشترن دومتغیره

F (x, y) = (١ + exp(−x))−١
(١ + exp(−y))−١)١ +

αe−x−y

(١ + e−x)(١ + e−y)

)
.

می دهد نشان محاسبات
I(fY[r:n]

, fY ) = ١ − ٠٫۶α
(
n− ٢r + ١
n+ ١

)
. (١٠ . ۵)
داریم (١٠ . ۵) از استفاده با

Dα(n) = I(fY[n:n]
, fY )− I(fY[١:n]

, fY ) = ١٫٢α
(
n− ١
n+ ١

)
,

یا (−١ ≤ α < ٠, n > ١) ،(٠ < α ≤ ١, n > ١) به ترتیب هرگاه است صفر یا منفی مثبت، که
.(n = ١ or α = ٠)



٩٩ GOS همراه برای دقت عدم اندازه
دومتغیره رایلی توزیع از تصادفی نمونه یک i = ١,٢, ..., n ،(Xi, Yi) کنید فرض .٢ . ٣ . ۵ مثال

باشد زیر توزیع تابع با مورگنسترن
F (x, y) =

(
١ − exp

(
− x٢

٢σ٢١

))(
١ − exp

(
− y٢

٢σ٢٢

))(
١ + α exp

(
− x٢

٢σ٢١
− y٢

٢σ٢٢

))

می آوریم به دست (٧ . ۵) رابطه از
I(fY[r:n]

, fY ) =
α(n− ٢r + ١)

n+ ١
(
log
√٢ − ١

٢
)
+ ١ − ١

٢ψ(١) + log

(
σ٢√٢
)
. (١١ . ۵)

داریم (١١ . ۵) از استفاده با
Wα(n) = I(fY[n:n]

, fY )− I(fY[١:n]
, fY ) = ٢α(٠٫۵ − log

√٢)(n− ١
n+ ١

)
,

یا (−١ ≤ α < ٠, n > ١) ،(٠ < α ≤ ١, n > ١) به ترتیب هرگاه است صفر یا منفی مثبت، که
.(n = ١ orα = ٠)

تعمیم یافته نمایی توزیع از تصادفی نمونه یک i = ١,٢, ..., n ،(Xi, Yi) کنید فرض .۴ . ٢ . ۵ مثال
باشد زیر توزیع تابع با (MTBGED) مورگنسترن دومتغیره

FX,Y (x, y) =
{(١ − e−θ١x

)(١ − e−θ٢y
)}λ

[
١ + α

(
١ −

(١ − e−θ١x
)λ)(١ −

(١ − e−θ٢y
)λ)]

.

داریم (٧ . ۵) از استفاده با

I(fY[r:n]
, fY ) = − log(λθ٢) +B(λ)− α(n− ٢r + ١)

n+ ١ D(λ) +
λ− ١
λ

١ +

α(n−٢r+١)
n+١٢

 ,
(١٢ . ۵)

داریم (١٢ . ۵) به توجه با .D(λ) = B(٢λ)−B(λ) و B(λ) = ψ (λ+ ١)− ψ (١) که
Qα,λ(n) = I(fY[n:n]

, fY )− I(fY[١:n]
, fY ) =

α(n− ١)
n+ ١

[
٢D(λ)− λ− ١

λ

]
,

یا (−١ ≤ α < ٠, n > ١) ،(٠ < α ≤ ١, n > ١) به ترتیب اگر است صفر یا منفی مثبت، که
.(n = ١ orα = ٠)

تابع با n حجم به تصادفی نمونه ی یک (Xi, Yi), i = ١,٢, · · · , n کنید فرض .٢ . ١ . ۵ ملاحظه
داریم (٧ . ۵) از آنگاه، باشد. (١ . ۵) چگالی

H(Y ) =
I(fY[n:n]

, fY ) + I(fY[١:n]
, fY )

٢ .

تابع با n حجم به تصادفی نمونه ی یک (Xi, Yi), i = ١,٢, · · · , n کنید فرض .٢ . ٢ . ۵ ملاحظه
(n + ١)λ − ١ به را n و rλ به را r ما و باشد صحیح عدد یک λ ≥ ١ اگر باشد. (١ . ۵) چگالی

داریم (٧ . ۵) از آنگاه دهیم، تغییر
I(fY[r:n]

, fY ) = I(fY[rλ:(n+١)λ−١] , fY ).



تعمیم یافته ترتیبی آماره های از همراه متغیرهای در دقت عدم معیارهای ١٠٠
با ولی مستقل را (X١, Y١), (X٢, Y٢), . . . , (Xn, Yn) ترتیبی آماره های همراه متغیرهای ما
زیر توزیع تابع با را مورگنسترن خانواده ی ما کنید فرض می گیریم. نظر در متفاوت توزیع های

باشیم داشته
FXi,Yi(x, y) = FXi(x)FYi(y) [١ + αi(١ − FXi(x))(١ − FYi(y))] . (١٣ . ۵)

تابع خاص حالت این در .|αi| ≤ ١ و FYi(y) = FY (y) ،FXi(x) = FX(x) که کنید فرض حال،
است: شده داده زیر به صورت (٢٠٠۵) اریالماز۴ توسط Y[n:n] و Y[١:n] چگالی

f[١:n](y) = fY (y)

١ +
n− ١

(n+ ١)n
n∑

j=١
αj(١ − ٢FY (y))

 , (١۴ . ۵)

f[n:n](y) = fY (y)

١ − n− ١
(n+ ١)n

n∑
j=١

αj(١ − ٢FY (y))

 . (١۵ . ۵)

نشان ماکزیمم و مینیمم ترتیبی آماره های همراه برای را دقت عدم اندازه ادامه، در
می دهیم.

باشند. (١٣ . ۵) از مستقل تصادفی بردارهای (Xi, Yi), i = ١,٢, . . . , n کنید فرض .۵ . ٢ . ۵ مثال
آن گاه باشند، ماکزیمم و مینیمم ترتیبی آماره های همراه Y[n:n] و Y[١:n] اگر

I(f[١:n], fY ) =
١ +

n− ١
(n+ ١)n

n∑
j=١

αj

H(Y ) + ٢ n− ١
(n+ ١)n

n∑
j=١

αjϕf (u), (١۶ . ۵)

I(f[n:n], fY ) =

١ − n− ١
(n+ ١)n

n∑
j=١

αj

H(Y )− ٢ n− ١
(n+ ١)n

n∑
j=١

αjϕf (u). (١٧ . ۵)

داریم (١٧ . ۵) و (١۶ . ۵) از استفاده با
An = I(f[n:n], fY )− I(f[١:n], fY ) = −٢(n− ١)

n(n+ ١)∆,
An < ٠ آنگاه ،(∆ < ٠) ∆ > ٠ اگر .∆ = H(Y )

∑n
j=١ αj + ٢∑n

j=١ αjϕf (u) داده ایم قرار که
می آوریم به دست انتها در .(An > ٠)

I(f[n:n], fY ) + I(f[١:n], fY ) = ٢H(Y ).

بالا) رکورد همراه n‐امین چگالی (تابع fR[n]
بین دقت عدم اندازه .αn = α(٢١−n − ١) که

است زیر به صورت fY و
I(fR[n]

, fY ) = −
∫ ∞

٠
fR[n]

(y) log fY (y)dy

= [١ + αn]H(Y ) + ٢αn

∫ ∞

٠ fY (y)FY (y) log fY (y)dy. (١٨ . ۵)
۴Eryilmaz



١٠١ GOS همراه برای دقت عدم اندازه
fR[r]

بین دقت عدم اندازه آنگاه ،k = ١ و m = −١ دهیم قرار اگر (۶ . ۵) طبق .٢ حالت
به دست زیر به صورت مورگنسترن خانواده در fY و بالا) رکورد همراه r‐امین چگالی (تابع

می آید:
I(fR[r]

, fY ) =
(١ + α(٢١−r − ١))H(Y ) + ٢α(٢١−r − ١)ϕf (u). (١٩ . ۵)

توزیع تابع با GBED از تصادفی نمونه ی یک (Xi, Yi), i = ١,٢, ..., n کنید فرض .۶ . ٢ . ۵ مثال
باشد زیر

F (x, y) =

(
١ − exp

(
−x
θ١

))(
١ − exp

(
−y
θ٢

))[
١ + α exp

(
−x
θ١

− y

θ٢

)]
. (٢٠ . ۵)

می آوریم به دست (١٩ . ۵) از
I(fR[r]

, fY ) = [١ + log θ٢] +
α

٢
(٢١−r − ١) . (٢١ . ۵)

داریم (٢١ . ۵) از استفاده با
Aα(r) = I(fR[r]

, fY )− I(fR[r−١] , fY ) = −α٢−r,

.α = ٠ یا ٠ < α ≤ ١, r > ١ ١−؛ ≤ α < ٠, r > ١ به ترتیب هرگاه است صفر یا منفی مثبت، که
با است برابر H(Y ) و I(fR[r]

, fY ) بین اختلاف همچنین،
Bα,n(r) = I(fR[r]

, fY )−H(Y ) =
α

٢
(٢١−r − ١) .

یا ٠ < α ≤ ١, r > ١ ١−؛ ≤ α < ٠, r > ١ به ترتیب هرگاه است صفر یا منفی مثبت، Bα,n(r)

.r = ١ α = ٠
g[r,n,m,k](y) و fY (y) با مرتبط دقت عدم اندازه ،(۶ . ۵) رابطه ی با مقایسه در .٢ . ٣ . ۵ ملاحظه

می آید به دست زیر به صورت
I(fY , g[r,n,m,k]) = H(Y )− E

[
log
(١ + αC∗(r, n,m, k)

(١ − ٢U))] ,
است. (٠, ١) در یکنواخت توزیع دارای U که

داده های تحلیل و مدل سازی در توزیع تابع برای کارآمدی جایگزین های چندک توابع
می شود تعریف زیر به صورت چندک تابع هستند. آماری

Q(u) = F−١(u) = inf{y : F (y) ≥ u}, ٠ < u < ١.
.Q′(u)f(Q(u)) = ١ می دهد نتیجه u به نسبت مشتق گیری و F (Q(u)) = u که کنید توجه
آنگاه باشد، Q(·) چندک تابع و f(·) چگالی تابع با نامنفی تصادفی متغیر یک Y که کنید فرض
Y چگالی تابع چندک به عنوان q(u) = Q′(u) و می شود خوانده چندک چگالی تابع f(Q(u))

این به متناظر چندک اساس بر I(g[r,n,m,k], fY ) ،(۶ . ۵) از استفاده با اکنون می شود. شناخته
می شود تعریف صورت

I(g[r,n,m,k], fY ) = E(log q(U)) + αC∗(r, n,m, k)E
[
(١ − ٢U) log q(U)

]
. (٢٢ . ۵)



تعمیم یافته ترتیبی آماره های از همراه متغیرهای در دقت عدم معیارهای ١٠٢

Y و Y[r,n,m,k] بین CPI ٣ . ۵
FY (y) و G[r,n,m,k](y) بین CPI اندازه آنگاه باشد، (١ . ۵) از GOS r‐امین همراه Y[r,n,m,k] اگر

می شود داده زیر به صورت α ̸= ٠ و ١ ≤ r ≤ n برای
I(GY[r,n,m,k]

, FY ) = −
∫ ∞

٠ G[r,n,m,k](y) logFY (y)dy

= [١ + αC∗(r, n,m, k)] CE(Y ) + αC∗(r, n,m, k)

∫ ∞

٠
F ٢
Y (y) logFY (y)dy

= [١ + αC∗(r, n,m, k)] CE(Y )− α

٢C∗(r, n,m, k)CE(Y(٢:٢)), (٢٣ . ۵)
(دی کرشنزو هستند Y(٢:٢) و Y تصادفی متغیرهای تجمعی آنتروپی ترتیب به CE(Y(٢:٢)) و CE(Y ) که

ببینید). را ٢٠٠٩ لونگوبردی، و
زیر به صورت G[r,n,m,k] و FY با مرتبط دقت عدم اندازه ،(٢٣ . ۵) با مقایسه در .٣ . ١ . ۵ ملاحظه

می آید به دست
I(FY , G[r,n,m,k]) = CE(Y )− E

[
U log (١ + αC∗(r, n,m, k) (١ − U))

f(F−١(U))

]
.

توزیع (تابع FY[r:n]
بین دقت عدم اندازه آنگاه ،k = ١ و m = ٠ دهیم قرار اگر .١ حالت

می شود داده نشان زیر به صورت FY و ترتیبی) آماره همراه r‐امین

I(FY[r:n]
, FY ) = −

∫ ∞

٠ FY[r:n]
(y) logFY (y)dy

=

[
١ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)]
CE(Y ) + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)∫ ∞

٠ F ٢
Y (y) logFY (y)dy

=

[
١ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)]
CE(Y )− α

(
n− ٢r + ١
٢(n+ ١)

)
CE(Y(٢:٢)). (٢۴ . ۵)

یکنواخت توزیع از تصادفی متغیر یک i = ١,٢, · · · , n ،(Xi, Yi) کنید فرض .٣ . ١ . ۵ مثال
باشد زیر توزیع تابع با (MTBUD) مورگنسترن دومتغیره

F (x, y) =
xy

θ١θ٢

[
١ + α

(
١ − x

θ١

)(
١ − y

θ٢

)]
, ٠ < x < θ١, ٠ < y < θ٢.

می آید به دست محاسبه با
I(FY[r:n]

, FY ) =

[
١ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)]
θ٢۴ − α

(
n− ٢r + ١
(n+ ١)

)
θ٢٩

=
θ٢۴ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)(۵θ٢٣۶
)
. (٢۵ . ۵)

داریم (٢۵ . ۵) از استفاده با
Dα,θ٢(n) = I(FY[n:n]

, FY )− I(FY[١:n]
, FY ) =

۵αθ٢(−n+ ١)
١٨(n+ ١) .

.(α = ٠) یا (٠ < α ≤ ١) ،(−١ ≤ α < ٠) به ترتیب هرگاه است صفر یا منفی مثبت، که



١٠٣ Y و Y[r,n,m,k] بین CPI
باشد. GBED از تصادفی نمونه ی یک i = ١,٢, · · · , n ،(Xi, Yi) کنید فرض .٣ . ٢ . ۵ مثال

که می دهد نشان محاسبات
I(FY[r:n]

, FY ) = =

[
١ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)][
π٢
۶ − ١

]
θ٢ − α

(
n− ٢r + ١
(n+ ١)

)[
π٢
۶ − ۵

۴
]
θ٢

=

[
π٢
۶ − ١

]
θ٢ +

αθ٢۴
(
n− ٢r + ١
n+ ١

)
. (٢۶ . ۵)

داریم (٢۶ . ۵) از استفاده با
Qα,θ٢(n) = I(FY[n:n]

, FY )− I(FY[١:n]
, FY ) =

αθ٢(−n+ ١)
٢(n+ ١) ,

.(α = ٠) یا (٠ < α ≤ ١) ،(−١ ≤ α < ٠) هرگاه است صفر یا منفی مثبت، به ترتیب که
معکوس وایبل توزیع از تصادفی نمونه یک i = ١,٢, · · · , n ،(Xi, Yi) کنید فرض .٣ . ٣ . ۵ مثال

باشد زیر توزیع تابع با مورگنسترن دومتغیره
F (x, y) = exp

(
−
(
θ١
x

)β١
−
(
θ٢
y

)β٢
)[

١ + α

(
١ − exp

(
−
(
θ١
x

)β١
))(

١ − exp

(
−
(
θ٢
y

)β٢
))]

.

می دهد نشان محاسبات

I(FY[r:n]
, FY ) =

[
١ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)]
θ٢
β٢

Γ

(
β٢ − ١
β٢

)
− α

(
n− ٢r + ١
(n+ ١)

) ٢ ١
β٢ −١

θ٢
β٢

Γ

(
β٢ − ١
β٢

)
=

θ٢
β٢

Γ

(
β٢ − ١
β٢

)
+ α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)
θ٢
β٢

Γ

(
β٢ − ١
β٢

)(
١ − ٢ ١

β٢ −١)
. (٢٧ . ۵)

داریم (٢٧ . ۵) از استفاده با
Dα,θ٢(n) = I(FY[n:n]

, FY )− I(FY[١:n]
, FY ) = α

θ١)٢ − n)

β٢(n+ ١)Γ
(
β٢ − ١
β٢

)(
١ − ٢ ١

β٢ −١)
.

.(α = ٠) یا (٠ < α ≤ ١) ،(−١ ≤ α < ٠) هرگاه است صفر یا منفی مثبت، به ترتیب که
مورگنسترن خانواده از تصادفی نمونه یک i = ١,٢, · · · , n ،(Xi, Yi) کنید فرض .٣ . ١ . ۵ گزاره

داریم ١ ≤ r ≤ n+١٢ برای آنگاه باشد.
I(FY[r:n]

, FY ) ≤ (≥)CE(Y ), −١ ≤ α < ٠)٠ < α ≤ ١). (٢٨ . ۵)
می آید. به دست اثبات (٢٠٠٩) لونگوباردی و دی کرشنزو از ۴.٨ قضیه یادآوری با برهان.

توزیع (تابع FR[r]
بین دقت عدم اندازه آنگاه ،k = ١ و m = −١ دهیم قرار اگر .٢ حالت

است زیر به صورت FY و بالا) رکورد همراه r‐امین

I(FR[r]
, FY ) = −

∫ ∞

٠
FR[r]

(y) logFY (y)dy

=
[١ + α

(٢١−r − ١)] CE(Y ) + α
(٢١−r − ١)∫ ∞

٠ F ٢
Y (y) logFY (y)dy

=
[١ + α

(٢١−r − ١)] CE(Y )− α

٢
(٢١−r − ١) CE (Y(٢:٢)) . (٢٩ . ۵)



تعمیم یافته ترتیبی آماره های از همراه متغیرهای در دقت عدم معیارهای ١٠۴
مورگنسترن خانواده از تصادفی نمونه یک i = ١,٢, · · · , n و (Xi, Yi) کنید فرض .٣ . ٢ . ۵ گزاره

داریم آنگاه باشد.
I(FR[r]

, FY ) ≤ (≥)CE(Y ), ٠ < α ≤ ١ (−١ ≤ α < ٠). (٣٠ . ۵)
می شود. اثبات (٢٠٠٩) لونگوباردی و دی کرشنزو ۴.٨ قضیه به توجه با برهان.

GOS همراه برای تجربی CPI ۴ . ۵
میانگین مقدار از از استفاده با را همراه متغیرهای برای CPI برآورد موضوع ما بخش این در
به تصادفی نمونه ی یک (Xi, Yi), i = ١,٢, · · · , n کنید فرض می کنیم. بررسی تجربی CPI
و GY[r,n,m,k]

بین تجربی CPI ،(٢٣ . ۵) طبق آن گاه باشد. مورگنسترن خانواده ی از n حجم
می آید: به دست زیر به صورت FY

Î(GY[r,n,m,k]
, FY ) = [١ + αC∗(r, n,m, k)]

n−١∑
j=١

Uj

(
j

n

)(
− log

j

n

)

− αC∗(r, n,m, k)

n−١∑
j=١

Uj

(
j

n

)٢(
− log

j

n

)

=
n−١∑
j=١

Uj

(
j

n

)(
− log

j

n

)[
١ + αC∗(r, n,m, k)

(
١ − j

n

)]
,

(٣١ . ۵)
.Uj = Z(j+١) − Z(j), j = ١,٢, ..., n− ١ که

می شود برابر FY و FY[r:n]
بین تجربی CPI آنگاه ،k = ١ و m = ٠ دهیم قرار اگر .١ حالت

با
Î(FY[r:n]

, FY ) =

n−١∑
j=١

Uj
j

n

(
− log

j

n

)[
١ + α

(
n− ٢r + ١
n+ ١

)(
١ − j

n

)]
. (٣٢ . ۵)

زیر به صورت FY و FR[r]
بین تجربی CPI آنگاه ،k = ١ و m = −١ دهیم قرار اگر .٢ حالت

می آید به دست
Î(FR[r]

, FY ) =
n−١∑
j=١

Uj
j

n

(
− log

j

n

)[
١ + α

(٢١−r − ١)(١ − j

n

)]
. (٣٣ . ۵)

λ = ١ با MTBGED از تصادفی نمونه ی یک (Xi, Yi), i = ١,٢, ..., n کنید فرض .١ . ۴ . ۵ مثال
(٣٣ . ۵) از حال است. ١

θ٢(n−j) میانگین با نمایی توزیع دارای و مستقل Ujها آنگاه باشد.
می آوریم به دست

E[Î(FR[r]
, FY )] =

١
θ٢

n−١∑
j=١

j

n(n− j)

(
− log

j

n

)[
١ + α

(٢١−r − ١)(١ − j

n

)]
, (٣۴ . ۵)



١٠۵ GOS همراه برای تجربی CPI
و

V ar[Î(FR[r]
, FY )] =

١
θ٢٢

n−١∑
j=١

(
j

n(n− j)

(
− log

j

n

)[
١ + α

(٢١−r − ١)(١ − j

n

)])٢
.

(٣۵ . ۵)
،n = ١٠, ١۵,٢٠ نمونه ی حجم برای را V ar[Î(FR[r]

, FY )] و E[Î(FR[r]
, FY )] عددی مقادیر ما

می توانیم آسانی به کردیم. حساب ١ . ۵ جدول در r = ٢ و α = −٠٫−,١۵, ٠٫۵, ١ ،θ٢ = ٠٫۵, ١,٢
ملاحظه همچنین هستند. نزولی θ٢ و α در V ar[Î(FR[r]

, FY )] و E[Î(FR[r]
, FY )] که ببینیم

.limn→∞ V ar[Î(FR[r]
, FY )] = ٠ که می شود

باشد MTBUD از تصادفی نمونه ی یک (Xi, Yi), i = ١,٢, · · · , n کنید فرض .٢ . ۴ . ۵ مثال
جزییات (برای است n و ١ پارامترهای با بتا توزیع دارای و مستقل Ujها آنگاه .θ١ = θ٢ = ١ که

می آوریم به دست (٣٣ . ۵) از حال ببینید). را ١٩۶۵ پیک، بیشتر

E[Î(FR[r]
, FY )] =

١
n+ ١

n−١∑
j=١

j

n

(
− log

j

n

)[
١ + α

(٢١−r − ١)(١ − j

n

)]
, (٣۶ . ۵)

و

V ar[Î(FR[r]
, FY )] =

n

(n+ ٢(١(n+ ٢)
n−١∑
j=١

(
j

n

(
− log

j

n

)[
١ + α

(٢١−r − ١)(١ − j

n

)])٢
.

(٣٧ . ۵)
،n = ١٠, ١۵,٢٠ نمونه ی حجم های برای را V ar[Î(FR[r]

, FY )] E[Î(FR[r]و
, FY )] عددی مقادیر ما

ببینیم می توانیم آسانی به کرده ایم. محاسبه ٢ . ۵ جدول در r = ٢ و α = −٠٫−,١۵, ٠٫۵, ١
که می شود ملاحظه همچنین هستند. نزولی α در V ar[Î(FR[r]

, FY )] و E[Î(FR[r]
, FY )] که

.limn→∞ V ar[Î(FR[r]
, FY )] = ٠

λ = ١ با MTBGED برای V ar[Î(FR[r]
, FY )] و E[Î(FR[r]

, FY )] عددی مقادیر :١ . ۵ جدول
E[Î(FR[r]

, FY )]

٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ θ٢
α = ١ α = ٠٫۵ α = −٠٫۵ α = −١ n

٠.٢٣۴ ٠.۴۶٩ ٠.٩٣٨ ٠.٢۶۵ ٠.۵٣٠ ١.٠۶١ ٠.٣٢۶ ٠.۶۵٣ ١.٣٠۶ ٠.٣۵٧ ٠.٧١۴ ١.۴٢٩ ١٠
٠.٢۴٣ ٠.۴٨۶ ٠.٩٧٢ ٠.٢٧۴ ٠.۵۴٨ ١.٠٩۶ ٠.٣٣۶ ٠.۶٧٢ ١.٣۴۴ ٠.٣۶٧ ٠.٧٣۴ ١.۴۶٨ ١۵
٠.٢۴٧ ٠.۴٩۴ ٠.٩٨٩ ٠.٢٧٨ ٠.۵۵٧ ١.١١۴ ٠.٣۴٠ ٠.۶٨١ ١.٣۶٢ ٠.٣٧٢ ٠.٧۴٣ ١.۴٨٧ ٢٠

V ar[Î(FR[r]
, FY )]

٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ ٢ ١ ٠.۵ θ٢
α = ١ α = ٠٫۵ α = −٠٫۵ α = −١ n

٠.٠٠٧ ٠.٠٣٠ ٠.١١٩ ٠.٠٠٩ ٠.٠٣۶ ٠.١۴۴ ٠.٠١٣ ٠.٠۵١ ٠.٢٠۵ ٠.٠١۵ ٠.٠۶٠ ٠.٢۴١ ١٠
٠.٠٠۵ ٠.٠٢١ ٠.٠٨٣ ٠.٠٠۶ ٠.٠٢۵ ٠.١٠٠ ٠.٠٠٩ ٠.٠٣۵ ٠.١۴١ ٠.٠١٠ ٠.٠۴١ ٠.١۶۵ ١۵
٠.٠٠۴ ٠.٠١۶ ٠.٠۶۴ ٠.٠٠۵ ٠.٠١٩ ٠.٠٧٧ ٠.٠٠٧ ٠.٠٢٧ ٠.١٠٨ ٠.٠٠٨ ٠.٠٣١ ٠.١٢۶ ٢٠



تعمیم یافته ترتیبی آماره های از همراه متغیرهای در دقت عدم معیارهای ١٠۶

با MTBUD برای V ar[Î(FR[r]
, FY )] و E[Î(FR[r]

, FY )] عددی مقادیر :٢ . ۵ جدول
θ١ = θ٢ = ١

V ar[Î(FR[r]
, FY )] E[Î(FR[r]

, FY )]

α = ١ α = ٠٫۵ α = −٠٫۵ α = −١ α = ١ α = ٠٫۵ α = −٠٫۵ α = −١ n

٠.٠٠٣ ٠.٠٠۴ ٠.٠٠٧ ٠.٠٠٨ ٠.١۶٢ ٠.١٩٢ ٠.٢۵۴ ٠.٢٨۵ ١٠
٠.٠٠٢ ٠.٠٠٣ ٠.٠٠۵ ٠.٠٠۶ ٠.١۶٨ ٠.٢٠٠ ٠.٢۶۴ ٠.٢٩٧ ١۵
٠.٠٠١ ٠.٠٠٢ ٠.٠٠۴ ٠.٠٠۵ ٠.١٧١ ٠.٢٠۴ ٠.٢٧٠ ٠.٣٠٢ ٢٠

خانواده ی از n حجم با تصادفی نمونه ی یک (Xi, Yi), i = ١,٢, · · · , n کنید فرض .١ . ۴ . ۵ قضیه
آن گاه باشد. مورگنسترن

Î(FR[r]
, FY ) −→ I(FR[r]

, FY ) a.s. as n→ ∞.

می آوریم به دست (٣٣ . ۵) رابطه ی از برهان.
Î(FR[r]

, FY ) =
[١ + α

(٢١−r − ١)] ĈE(Y )− α

٢
(٢١−r − ١) ĈE(Y(٢:٢)).

(٢٠٠٩) لونگوبردی و دی کرشنزو از ،ĈE(Y(٢:٢)) −→ CE(Y(٢:٢)) و ĈE(Y ) −→ CE(Y ) که آنجا از
می آید. به دست اثبات

با MTBGED از تصادفی ی نمونه یک (Xi, Yi), i = ١,٢, ..., n کنید فرض .٢ . ۴ . ۵ قضیه
آن گاه باشد. λ = ١

Zn :=
Î(FR[r]

, FY )− E
[
Î(FR[r]

, FY )
]

√
V ar

[
Î(FR[r]

, FY )
]

.n→ ∞ هرگاه می کند میل استاندارد نرمال متغیر یک به توزیع در
مستقل، تصادفی متغیرهای جمع به صورت می تواند Î(FR[r]

, FY ) تجربی اندازه ی ابتدا در برهان.
شود نوشته زیر شکل به

Î(FR[r]
, FY ) =

n−١∑
j=١

Wj ,

میانگین با مستقل تصادفی متغیرهای Wj = Uj
j
n

(
− log j

n

) [١ + α
(٢١−r − ١)(١ − j

n

)] که
هستند زیر واریانس و

E[Wj ] =
١

nθ٢
(١ − ١

j/n

) (log j
n

)[
١ + α

(٢١−r − ١)(١ − j

n

)]
,

V ar[Wj ] =
١

n٢θ٢٢
(١ − ١

j/n

)٢
(
log

j

n

)٢ [١ + α
(٢١−r − ١)(١ − j

n

)]٢
.



١٠٧ GOS همراه برای تجربی CPI
،E[|Wj−E(Wj)|٣] = ٢e−١(۶−e)[E(Wj)]

٣ داریم نمایی توزیع از تصادفی متغیر هر برای ازآنجا که
می شود: برقرار بزرگ n برای زیر تقریب αj,k = E[|Wj − E(Wj)|k] دادن قرار با

n∑
j=١

αj,٢ =
١

n٢θ٢٢

n∑
j=١

١)١ − ١
j/n

)٢
(
log

j

n

)٢ [١ + α
(٢١−r − ١)(١ − j

n

)]٢
≈ c٢
nθ٢٢

,

n∑
j=١

αj,٣ =
٢(۶ − e)

en٣θ٣٢

n∑
j=١

١)١ − ١
j/n

)٣
(
log

j

n

)٣ [١ + α
(٢١−r − ١)(١ − j

n

)]٣
≈ ٢(۶ − e)c٣

en٢θ٣٢
,

که
ck :=

∫ ١
٠

(
log x

١ − ١/x
)k [١ + α

(٢١−r − ١)(١ − j

n

)]k
.

می شود برقرار مرکزی حد قضیه ی از لیاپانوف شرط بنابراین،
(α١,٣ + · · ·+ αn,١/٣(٣
(α١,٢ + · · ·+ αn,١/٢(٢ ≈ [٢(۶ − e)c١/٣[٣

e١/٣c١/٢
٢

n−١/۶ → ٠ as n→ ∞,

می کند. کامل را اثبات که

تصاویر پردازش در تجمعی دقت عدم مفهوم از کاربردی
تحلیل در تجمعی کولبک‐لایبلر اطلاع مناسب کاربرد روی بر که داریم سعی بخش این در
با تجمعی کولبک‐لایبلر اطلاع تخمین مسئله به ابتدا منظور این برای کنیم؛ تمرکز تصویر

می پردازیم. تشخیص از تجربی اندازه گیری یک از استفاده
اطلاع باشند، G(·) و F (·) توزیع توابع با تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض تعریف:

می شود محاسبه زیر به صورت Y و X بین تجربی تجمعی کولبک‐لایبلر
K(F̂n|Ĝm) =

∫ +∞

٠ F̂n(x) log

(
F̂n(x)

Ĝm(x)

)
dx+ X̄n − Ȳm,

،X̄n و متغیرهاست تجربی توزیع Ĝm(x) = ١
m

∑m
i=١ IYi⩽x و F̂n(x) =

١
n

∑n
i=١ IXi⩽x آن در که

K(F̂n|Ĝm)آماره های برای موثر فرمول یک آوردن بدست برای هستند. نمونه میانگین های Ȳm
ترتیبی آماره های مشابه به طور می دهیم. نشان X(١) ⩽ X(٢) ⩽ ... ⩽ X(n) به صورت را ترتیبی

می شود. تعریف Y(١) ⩽ Y(٢) ⩽ ... ⩽ Y(m) به صورت نیز Y
زیر به صورت می توان را تجمعی کولبک‐لیبلر اطلاع که می دانیم (١٢.١) رابطه طبق نکته:

کرد بازنویسی
K(F̂n|Ĝm) = I[F̂n, Ĝm)]− CE(F̂n) + X̄n − Ȳm. (٣٨ . ۵)

اندازه گیری برای را تجربی تجمعی کولبک‐لایبلر اطلاع می خواهیم حال :١ کاربردی مثال
بگیریم. بکار ١ . ۵ شکل در شده دیجیتالی تصاویر خاکستری سطح در اختلافات



تعمیم یافته ترتیبی آماره های از همراه متغیرهای در دقت عدم معیارهای ١٠٨
عدد یک توسط سلول هر از خاکستری سطح شده است. تشکیل سلول ١۶٠٠ توسط تصاویر
مرتب خاکستری سطح ٢ . ۵ شکل شده  اند. اندازه گیری (سفید) یک تا (سیاه) صفر از واقعی
مقدار سمت به خاکستری سطح میانگین بنابراین می دهد. نشان را افزایش جهت در شده
متوسط این بر علاوه می دهد. نشان را وضوح عدم صفر سمت به و بیشتر تصویر وضوح یک،

شده است. ارائه ٣ . ۵ جدول در تصویر پنج از خاکستری سطح
از استفاده با تصاویر جفت برای خاکستری سطوح از تجربی تجمعی ‐لایبلر کولبک اطلاع
بین اختلاف حداکثر می شود. ارزیابی ۴ . ۵ جدول در n = m = ١۶٠٠ برای (٣٨ . ۵) معادله
شکل های به مربوط K(F̂n|Ĝm) مقدار حداقل حالیکه در می شود، مشاهده (i), (v) شکل های

هستند. (vi), (v)

دادیم. نشان را تصویر تحلیل در تجربی تجمعی کولبک‐لایبلر اطلاع از مناسب کاربرد یک
از بالاتر مقادیر تصادفی نمونه های در تصاویر خاکستری سطوح از شروع با زمینه، این در
اطلاع که خودکار روش یک بنابراین داشتند. شکل ها در توجهی قابل تفاوت K(F̂n|Ĝm)

خاکستری سطح براساس را تصاویر است قادر می کند ارزیابی را تجربی تجمعی کولبک‐لایبلر
کند. طبقه بندی (رنگی) یا

مغز اسکن تصاویر :١ . ۵ شکل

اختلافات اندازه گیری در تجربی تجمعی کولبک‐لایبلر اطلاع کاربرد بهتر درک برای
می پردازیم. دیگری مثال به تصاویر خاکستری سطح

از واقعی عدد یک توسط سلول هر از خاکستری سطح قبل مثال همانند :٢ کاربردی مثال
باشد بیشتر خاکستری سطح میانگین هرچه شده است. اندازه گیری (سفید) یک تا (سیاه) صفر
سطح و تصویر وضوح نظر از تصویر دو هر که معنا این به است کمتر تصویر دو بین اختلاف
دارای (i) شکل می کنیم مشاهده که همانطور ۵ . ۵ جدول در هستند. هم به نزدیک خاکستری
سلول های به (i) شکل وضوح که است معنی آن به این می باشد. خاکستری سطح بیشترین



١٠٩ GOS همراه برای تجربی CPI

١ . ۵ شکل در مرتب شده خاکستری سطح میزان :٢ . ۵ شکل
خاکستری سطح میانگین شکل

٠٫٢٨٠٧١ i

٠٫۵۶٢٩٧ ii

٠٫۵٩٢٣۴ iii

٠٫۶٣٢١٩ iv

٠٫٧٨۵٠٢ v

١ . ۵ شکل تصاویر برای خاکستری سطح میانگین :٣ . ۵ جدول
X,Y i ii iii iv v

i ٠ ٠٫٠٩٣٧٢ ٠٫١٢٨۵٩ ٠٫٢١٨۴٢ ٠٫۴٠٢٣۵
ii ٠٫٠٧۵۵٠ ٠ ٠٫٠٧٢٩۵ ٠٫٠٨٩٩٠ ٠٫٠۵۴٣۵
iii ٠٫١٨٢٩١ ٠٫٣۴۴١۵ ٠ ٠٫٠١٢٨٧ ٠٫٠٧٢٩۵
iv ٠٫١٢٧۵١ ٠٫٠٢١۶٨ ٠٫١۴٩۴٢ ٠ ٠٫٠٠١۴٨
v ٠٫٣٣٢١٧ ٠٫٠۶۶٢۴ ٠٫٣٣٢١٧ ٫٠١۵١٢ ٠

١ . ۵ شکل تصاویر برای تجربی تجمعی کولبک‐لایبلر اندازه :۴ . ۵ جدول

خاکستری سطح از تجربی تجمعی کولبک‐لایبلر اطلاع همچنین می شود، مربوط سفید
که می بینیم ۶ . ۵ جدول از شده است. ارزیابی (٣٨ . ۵) معادله از استفاده با تصاویر جفت برای
مربوط K(F̂n|Ĝm) مقدار حداقل حالیکه در می باشد، (i)و (ii) شکل های بین اختلاف حداکثر



تعمیم یافته ترتیبی آماره های از همراه متغیرهای در دقت عدم معیارهای ١١٠
تجربی تجمعی کولبک‐لایبلر اختلاف اگر که منظور این به هستند. (iii) و (ii) شکل های به
و دارند تصویر وضوح و تصاویر خاکستری سطح در زیادی تفاوت یعنی باشد زیاد شکل دو بین
نزدیک تصویر دو در خاکستری سطح که است معنی بدین باشد کم تصویر دو بین تفاوت اگر

است. یکسان تصویر دو هر وضوح و است هم به

منتخب تصاویر :٣ . ۵ شکل

٣ . ۵ شکل تصاویر برای مرتب شده خاکستری سطح :۴ . ۵ شکل

خاکستری سطح میانگین شکل
٠٫٧۴٠۶١٨٨ i

٠٫٢٧٣٧٠٣۵ ii

٠٫۵٣٩٠٨٢۴ iii

٣ . ۵ شکل تصاویر برای خاکستری سطح میانگین :۵ . ۵ جدول



١١١ GOS همراه برای تجربی CPI
X, Y i ii iii

i ٠ ٠٫٣۵٧٧٧۶۵ ٠٫٢٠١۴٢۶٢
ii ١٫١١۴٢۵۶ ٠ ٠٫۶٧۵۵٠١٧
iii ٠٫۵٧٣٧٠٧٠ ٠٫٠۵٩٣٢۵٨٧ ٠

٣ . ۵ شکل تصاویر برای تجربی تجمعی کولبک‐لایبلر اندازه های :۶ . ۵ جدول

تحقیق آینده ی
می پردازیم: دقت عدم معیار روی پیشنهاداتی و مسائل طرح به بخش این در

و موازی سری، سیستم های در I(fi:n, f) دقت عدم تابع از دیگری ویژگی های و خواص .١
چیست؟ منسجم

است؟ چگونه ترتیبی متغیرهای در دقت عدم معیار از جدید تعمیم های .٢
دارد؟ ویژگی هایی چه و چیست سانسورها برای دقت عدم تابع .٣
چیست؟ تصاویر پردازش در دقت عدم جدید معیارهای کاربرد .۴

چیست؟ اقتصادی و مالی داده های در ریسک یک عنوان به دقت عدم معیارهای کاربرد .۵
ویژگی هایی چه و چیست (منسجم) پیچیده سیستم های در تجمعی دقت عدم معیارهای .۶

دارد؟
است؟ چگونه متغیره دو توابع در وزنی دقت عدم معیارهای .٧
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آ  پیوست
 تعاریف

مغلوب همگرایی قضیه آ  . ١
و باشد (S,Σ, µ) اندازه فضای یک بر اندازه پذیر توابع از دنباله ای {fn} اگر

lim
n→∞

fn(x) = f(x) a.e. µ

که باشد موجود g انتگرال پذیر تابع یک و
|fn(x)| ≤ g(x) ∀x

و هستند انتگرال پذیر f و {fn} ∫آنگاه
fdµ = lim

n→∞

∫
fndµ.

گلیونکو‐کانتلی قضیه آ  . ٢
باشند. F (x) توزیع تابع با هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای X١, X٢, ..., Xn کنید فرض

آن گاه دهیم، نشان Fn(X) با را تجربی توزیع تابع اگر
sup
x

|Fn(x)− F (x)| →a.s. ٠ as n→ ∞.



١٢٠ تعاریف

جینی شاخص آ  . ٣
(وانگ می شود تعریف زیر صورت به و است درآمد نابرابری از مشهور معیاری جینی شاخص

ببینید) را (١٩٩٨)
gini[X] = ١ −

∫∞٠ [F̄ (x)]٢dx
E(X)

.

فوبینی قضیه آ  . ۴
پیوسته R = {(x, y)|a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} مستطیلی ناحیه روی بر f(x, y) متغیره دو تابع اگر

داریم آن گاه ∫باشد، d

c

∫ b

a
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

∫ d

c
f(x, y)dydx.



Aabstract

One of the main subjects of statistics, is the information theory. Nowadays the information and
inaccuracy measures have a special place in reliability. In this thesis, after expressing preliminar-
ies of inaccuracy, introduce the information measures and ordered random variables, we consider
a measure of inaccuracy between distributions of the nth upper (lower) record value and parent
random variable. We also express a measure of inaccuracy between distributions of the ith order
statistics and parent random variable. We propose weighted cumulative past (residual) inaccuracy
in record values and order statistics and we obtain a measure of inaccuracy between rth concomi-
tant of generalized order statistic and the parent random variable in Morgenstern family. For these
concepts, we obtain some properties and characterization results such as relationships with other
reliability functions, bounds, stochastic ordering and effect of linear transformation. Dynamic
versions of these measures are considered. We study on a problem of estimating the measure of
inaccuracy by means of the empirical cumulative inaccuracy and weighted cumulative past (resid-
ual) inaccuracy in lower record values.

Keywords: Measure of inaccuracy, Cumulative inaccuracy, Cumulative entropy, Record
values, Order statistics, Weighted inaccuracy, Empirical approach.
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