
رياضی علوم دانشکده

آمار گروه

ارشد کارشناسی پایان نامه

برآورد در باند پهنای تعیین روش های مطالعه
اختر-آماری داده های برای کرنل

ی رزا و
راهنما استاد

آرشی محمد دکتر

۱۳۹۴ دی 



ی ورا ر دد ی  م قد صا خا و عا خا

م عا دو وی با



اری پاس 

می رود فرو نفسی هر نعمت مزيد اندرش شکر به و است قربت موجب طاعتش که عزوجل را خدای سپاس
واجب. شکری نعمتی هر به و است موجود نعمت دو نفسی هر در پس ذات مفرح برمی آيد چون و است حيات ممد
و تشکر آرشی، محمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دريغ زحمات از می دانم خود وظيفه آغاز در

نمايم. قدردانی
شاهسونی، دکترداود آقايان شاهرود دانشگاه آمار گروه محترم اساتيد تمامی از می دانم خود وظيفه همچنين
عمل به دانی قدر اقبال نگار دکتر خانم و باغيشنی دکترحسين ربيعی، دکترمحمدرضا رضازاده، نزاکتی دکتراحمد

بياورم.
کمال خوبم فرزندان و عزيزم مادر و پدر زندگيم، مهربانان و ايشان همراهی خاطر به همسرم از صميمانه

دارم. را تشکر
نمايم. تشکر هم فکری شان و همراهی به واسطه نوروزی راد مينا خانم گرانقدرم دوست از می دانم خود وظيفه
به دانشکده آموزش محترم مسئولين از همچنين و رياضی دانشکده رياضی و آمار دانشجويان تمامی از پايان در

می نمايم. دانی قدر محبت هايشان و لطف پاس

ی رزا ۱۳۹۴و دی 



ھد
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ریاضی آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی میرزایی محبوبه اينجانب
راهنمايی تحت کرنل، برآورد در باند پهنای تعیین روش های مطالعه عنوان با پايان نامه نويسنده شاهرود،

می شوم: متعهد آرشی محمد دکتر

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اينجانب توسط پايان نامه اين در تحقيقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، ديگر پژوهش های نتايج از استفاده در •

در امتيازی يا مدرک نوع هيچ دريافت برای ديگری فرد يا خود، توسط کنون تا پايان نامه، اين مطالب •
است. نشده ارايه هيچ جا

شاهرود» «دانشگاه نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، اين معنوی حقوق •
رسيد. خواهد چاپ به “Shahrood University of Technology” يا

مقالات در بوده اند، تاثيرگذار پايان نامه اصلی نتايج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعايت پايان نامه از مستخرج

است، شده استفاده آنها) بافت های (يا زنده موجود از که مواردی در پايان نامه، اين انجام مراحل تمام در •
است. شده رعايت اخلاقی اصول و ضوابط

(يا يافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پايان نامه، اين انجام مراحل تمام در •
است. شده رعايت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده)

ی رزا ۱۳۹۴و دی 

ر ق و ج تا ت مال
نرم افزارها رايانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر اين معنوی حقوق تمام •
در مقتضی، نحو به بايد مطلب اين می باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهيزات و

شود. ذکر مربوطه علمی توليدات

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پايان نامه اين در موجود نتايج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
دانستن بدون برد. پی تصادفی متغيرهای رفتار به می توان آن وسيله به که است. اساسی مفهومی احتمال تابع
تعميم و تصادفی نمونه های روی بر استنباط انجام امکان تصادفی، نمونه يک از حاصل آماره های احتمال تابع
تعميمی که می باشد کرنل برآورد روش احتمال، تابع برآورد روش های از يکی ندارد. وجود جامعه به حاصله نتايج
کرد. تعيين را باند پهنای و کرنل تابع پارامتر دو بايد کرنل روش به برآورد در است. مستطيلی ساده برآوردگر از
کوچک است. برخوردار بسزايی اهميت از روش اين در باند پهنای تعيين دارد، کمی اهميت که کرنل تابع برخلاف
از را بيشتری جعلی جزئيات و شده ناهموارتر کرنل برآورد از حاصل منحنی که می شود موجب باند، پهنای کردن
محو باعث و گشته هموار منحنی که می شود موجب باند، پهنای کردن بزرگ و گذارد نمايش به واقعی احتمال تابع
به احتمال تابع برآورد در مسئله مهمترين مناسب، باند پهنای انتخاب لذا گردد. احتمال تابع واقعی جزئيات شدن
قانون ذهنی، انتخاب از: عبارتند ( هموارسازی پارامتر ) باند پهنای انتخاب روش های از برخی است. کرنل روش
بررسی با تا هستيم در صدد پايان نامه اين در غيره. و دوم توان های کمترين متقابل اعتبار سنجی نرمال، مقياس
مثال و کرده مقايسه را باند پهنای انتخاب روش های از برخی کرنل، روش به احتمال چگالی تابع برآورد موضوع

ببريم. به کار روش ها مقايسه برای را اخترشناسی علم از واقعی

دوم توان خطای معيار اخترشناسی، متقابل، شناسی اختر آمار، اختر باند، پهنای کرنل، تابع کلیدی: کلمات
تجمعی



تار
کامپيوترها، توان در عظيم پيشرفت بوده ايم. آمار نظريه ی در باورنکردنی تغيير شاهد گذشته دهه های در
است. داده ها پيشرفته ی تحليل برای ضروری ابزار اکنون که شده سازگاری تابعی شيوه های وجودآمدن به باعث
هستند، کلاسيک پارامتری مدل های چرای و بی چون جزء که گيرانه ای سخت فرض های از آماردانان که حال
بتوانند بلکه باشند، مدل يک در مهم متغيرهای برگزيدن به قادر تنها نه که می رود انتظار آنان از يافته اند، رهايی
برای ناپارامتری روش يک معرفی به نامه پايان اين در بزنند. تخمين نيز را متغيرها اين وابستگی تابعی شکل
می کنيم سعی می باشد. هموارسازی پارامتر انتخاب به وابسته که می پردازيم کرنل عنوان با چگالی تابع برآورد
واقعی مثال و شبيه سازی قالب های در را آنها کارآيی و کرده مطرح را هموارسازی پارامتر تعيين روش های برخی

کنيم. مقايسه
اين در استفاده مورد کامپيوتری برنامه های پيوست، در می باشد. پيوست يک و فصل ۴ شامل مجموعه، اين

می باشند: زير به قرار ارائه شده فصول ساختار و است آمده پايان نامه
در پرداخت. خواهيم نياز مورد رياضی مفاهيم تعاريف و چگالی تابع تعيين لزوم مقدماتی بيان به اول فصل در
و ساده برآورد هيستوگرام، روش های بررسی به جمله از چگالی تابع برآورد روش های برخی بيان به دوم فصل
مطالعات طريق از آنها کارايی که بوده باند پهنای تعيين روش های برخی برگيرنده ی در سوم فصل پرداخت. کرنل
پهنای درتعيين سعی اختری واقعی داده های از استفاده با چهارم فصل در است. شده مقايسه يکديگر با شبيه سازی
می دهيم. قرار بررسی مورد را تحقيق آينده ی نتيجه گيری از پس پايان، در و کرده آن چگالی تابع برآورد و باند



مطالب فهرست

خ تصاویر فهرست

١ جداول فهرست

٣ مقدمه ١
۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاريخچه بر مروری ۱ . ۱
۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضايا و تعاريف ۲ . ۱

١۵ چگالی برآورد ناپارامتری روش های معمول ترین بر مروری ٢
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ . ۲
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چگالی تابع برآورد ناپارامتری روش های ۲ . ۲
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چگالی برآورد روش های ۱ . ۲ . ۲
۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگار بافت روش ۲ . ۲ . ۲
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده برآوردگر ۳ . ۲ . ۲
۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرنل برآوردگر ۴ . ۲ . ۲
۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارزيابی معيارهای ۳ . ۲
۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی خواص ۱ . ۳ . ۲

٣۵ باند پهنای تعیین روش های ٣
۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ . ۳
۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باند پهنای تعيين روش های ۲ . ۳
۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جای گذاری روش ۱ . ۲ . ۳
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . چگالی برآورد در متقابل اعتبارسنجی روش های ۲ . ۲ . ۳
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . متقابل اعتبارسنجی دوم توان های کمترين ۳ . ۲ . ۳
۴۹ . . . . . . . . . . . . . . . . باند پهنای انتخاب روش  های در ترکيب روش ۴ . ۲ . ۳
۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودگردان روش های ۵ . ۲ . ۳
۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبيه سازی ۳ . ۳
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبيه سازی نتايج ۱ . ۳ . ۳

چ



ح مطالب فهرست

۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتيجه گيری ۴ . ۳

۶۵ اختری - داده مثال یک در باند پهنای تعیین روش های کاربرد ۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ . ۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطالعه مورد اختری داده های ۲ . ۴
۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقيق آينده و نتيجه گيری ۳ . ۴

٧۵ R نرم افزار با نوشته شده برنامه های آ 

٩٧ مراجع



تصاویر فهرست

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . (درآمد/سن) سن و درآمد داده های پراکنش نمودار ۱ . ۱
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرنل(درآمد/سن) برآورد نمودار ۲ . ۱

است، ٠٫٢ باند پهنای چپ، بالا-سمت رديف تولد. زمان وزن داده های نگار های بافت ۱ . ۲
چپ، سمت پايين- رديف است. شده رسم ٠٫٨ باند پهنای برای راست،  سمت بالا، رديف
ازای به راست پايين-سمت رديف در و ٠٫۴ باند پهنای ازای به ،٠٫٧ شروع نقطه ی در

۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده رسم ٠٫٩ شروع نقطه در ٠٫۴ باند پهنای
به آمريکا يلوستون ملی پارک در قديمی گرم آب چشمه ی يک فوران داده های برآورد ۲ . ۲

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . پايين). (قاب نگار بافت و بالا) (قاب ساده روش های
۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشاهده پنج برای کرنل تابع برآورد ۳ . ۲

مشکی رنگ، نمودار .f١ نرمال آميخته توزيع از ١٠٠٠تايی نمونه ی يک اساس بر کرنل برآورد ۴ . ۲
پهنای است. مختلف باند پهناهای ازای به چگالی برآورد رنگ، قرمز نمودار و واقعی چگالی
هر برای کرنل وزن است. h = ٠٫١٨ (ج) ،h = ٠٫۵۴ (ب) ،h = ٠٫٠۶ (الف) باند

۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده مشخص کوچک، کرنل های با نمودار
۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متفاوت کرنل های با چگالی تابع برآورد ۵ . ۲

باند: پهناهای نيويورک، ايالت دربوفالو برف بارش سالانه ی داده های برای کرنل برآورد ۱ . ۳
۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h = ١٢ پايين: تصوير و h = ۶ بالا، تصوير

به (۱۹۸۶ (سيلورمن، يلوستون ملی پارک آبفشان فوران داده های برای چگالی تابع برآورد ۲ . ۳
۴۱ . . . . . . . . hos/۵ (د) و hos/۴ (ج) ،hos/٢ (ب) ،hos = ٠٫۴۶٧ (الف) ازای
۵۳ . . . (۶ تا ۱ (مثال های است. شده استفاده آنها از داده توليد برای که چگالی هايی نمودار ۳ . ۳
۵۶ . . . . . . . . . . . ۶ تا ۱ مثال های در متفاوت نمونه های اندازه برای اريبی مقايسه ی ۴ . ۳
۵۷ . . . . . . . . . . . . . (۱ (مثال لاپلاس توزيع برای ISE مقادير از جعبه ای نمودار ۵ . ۳
۵۸ . . . . . . . . . . . . . . (۲ (مثال گاما توزيع برای ISE مقادير از جعبه ای نمودار ۶ . ۳
۵۹ . . . . . . . (۳ (مثال گاما توزيع سه از آميخته ی برای ISE مقادير از جعبه ای نمودار ۷ . ۳
۶۰ . . . . . . . . . . . . . . (۴ (مثال نرمال توزيع برای ISE مقادير از جعبه ای نمودار ۸ . ۳
۶۱ . . . . . . . (۵ (مثال نرمال توزيع دو از آميخته ی برای ISE مقادير از جعبه ای نمودار ۹ . ۳

خ



د تصاوير فهرست

۶۲ . . . . . . . (۶ (مثال نرمال توزيع سه از آميخته ی برای ISE مقادير از جعبه ای نمودار ۱۰ . ۳
۶۳ . ۶ تا ۱ مثال های در متفاوت نمونه های اندازه برای ISE(hopt) از L١ فاصله ی مقايسه ی ۱۱ . ۳
۶۴ . ۶ تا ۱ مثال های در متفاوت نمونه های اندازه برای ISE(hopt) از L٢ فاصله ی مقايسه ی ۱۲ . ۳

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آسمانی اجرام حرکت زاويه ی ۱ . ۴
۶۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستاره شناسی داده های نگار بافت ۲ . ۴
۶۸ . . . . . . . . . . . بهينه باند پهنای به ازای داده ها برازش نمودار و نگار بافت نمودار ۳ . ۴

که سيلورمن سرانگشتی قاعده ی باند پهنای ازای به داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار ۴ . ۴
۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است آمده به دست (۶ . ۳) رابطه ی از

که سيلورمن سرانگشتی قاعده ی باند پهنای ازای به داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار ۵ . ۴
۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. آمده به دست (۳ . ۳) رابطه ی از

اعتبارسنجی روش اساس بر که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار ۶ . ۴
۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. آمده به دست دوم توان های کمترين متقابل

اعتبارسنجی روش اساس بر که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار ۷ . ۴
۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. آمده به دست اريب متقابل

و پارک جای گذاری روش از که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار ۸ . ۴
۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. آمده به دست مارون

و شيتر جای گذاری روش از که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار ۹ . ۴
۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. آمده به دست جونز

به دست خودگردان روش از که باندی پهنای ازای به داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار ۱۰ . ۴
۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. آمده

آمده به دست mix1 روش با که باندی پهنای ازای به داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار ۱۱ . ۴
۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است.

آمده به دست mix2 روش با که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار ۱۲ . ۴
۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است.

آمده به دست mix3 روش با که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار ۱۳ . ۴
۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است.
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١ فصل

مقدمه

چگالی تابع و F (.) تجمعی توزيع تابع با جامعه ای از تصادفی نمونه يک X = (X١, X٢, . . . , Xn) کنيد فرض
کنيم. برآورد T (X) آماره از استفاده با را جامعه موردنظر پارامتر علاقه منديم کنيد فرض همچنين باشد. f(.)

آيد: پيش است ممکن حالت چهار جامعه، به آن تعميم و نمونه روی بر استنباط انجام در صورت اين در

آماره توزيع آن روی از و است شده گرفته Xn ،. . . ،X٢ ،X١ تصادفی نمونه آن از که توزيعی دانستن (الف)
جامعه به نمونه از T (X) آماره کمک به استنباط انجام بر مشکلی حالت اين در باشد. معلوم T (X)

ندارد. وجود

تقريبی توزيع مرکزی حد قضيه از استفاده با می توان است زياد نمونه حجم چون اما است مجهول X توزيع (ب)
در حالت اين در باشد) ∑n

i=١ Xi از خطی تابع T (X) که است حالتی در (اين کرد تعيين را  T (X)

ندارد. وجود مشکلی استنباط انجام

برحسب T (X) بودن غيرخطی دليل به T (X) آماره توزيع به دست يابی اما است معلوم X توزيع (ج)
توزيع بودن مجهول دليل به حالت اين در نيست. امکان پذير آن تابعی شکل بودن پيچيده و ∑n

i=١ Xi

مفيد غالبا مونت کارلو۱ عددی الگوريتم مشکل، حل برای که است روبرو مشکل با استنباط انجام T (X)

به طور است شده نمونه گيری آن از Xn ،. . . ،X٢ ،X١ که معلومی توزيع از که ترتيب اين به بود خواهد
از شده شبيه سازی نمونه های Xi آن در که ،i = ١, ..., B ،T (Xi) و شده شبيه سازی نمونه هايی مکرر
استفاده با سپس می شود. محاسبه می باشد، معلوم توزيع از نمونه گيری تکرارهای تعداد B و معلوم توزيع

می کنيم. پيدا دست T (X) شده ی برآورد چگالی به چگالی، برآورد روش های از

برآورد روش های از حالت اين در ندارد. وجود T (X) توزيع به دستيابی امکان و است مجهول X توزيع (د)
می شود. استفاده خودگردان۲) مثلا ) نمونه گيری باز با همراه چگالی تابع

ناپارامتری. (۲) پارامتری، (۱) داريم: چگالی تابع برآورد نوع دو فوق، شده ذکر حالت های به توجه با
۱Monte Carlo
۲Bootstrap

۳
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(درآمد/سن) سن و درآمد داده های پراکنش نمودار :۱ . ۱ شکل

چگالی تابع برای پارامتری صورت يک معمولاً ج) و الف (حالت های است معلوم X توزيع حالتی که در
اساس بر مجهول پارامترهای (تعيين) برآورد و می گيرند نظر در تصادفی) متغير بودن پيوسته فرض (با احتمال
برآورد برای (S٢) نمونه واريانس و (X̄) نمونه ميانگين از مثال عنوان به می گيرد. صورت X تصادفی نمونه

آن در که می شود استفاده توزيع مقياس و مکان پارامترهای

X̄ =
١
n

∑
Xi, S٢ =

١
n− ١

∑
(Xi − X̄)٢

د)، و ب (حالت های نداريم نيز آن تابعی ساختار از اطلاعاتی هيچ گونه و است مجهول X توزيع حالتی که در اما
ذکر ۲ فصل در مختصر به طور روش  ها اين از برخی می شود. استفاده چگالی تابع ناپارامتری برآورد روش از
بوده (هسته۳) کرنل روش به چگالی تابع برآورد به موسوم و نامه پايان اين بحث موضوع آنها از يکی که می  شوند

است. هموارسازی۴ روش های از يکی که
داده ها مجموعه ساختار يافتن برای را ساده روشی که، است شده انتخاب دليل اين به کرنل هموارسازی روش
در آن کاربرد می تواند کرنل هموارسازی روش های بنيادی ترين از يکی است. پارامتری مدل يک تحميل بدون
معمولا می کند. بيان تابعی رابطه يک به صورت را متغير دو بين ارتباط که باشد ساده رگرسيون معادله ی يافتن
در می شود. استفاده است، پاسخ متغير که Y ديگر، متغير پيش بينی برای که می شود مشخص X با متغيرها از يکی
نشان را افراد درآمد لگاريتم Y و سن X که است شده داده نشان سن و درآمد داده های پراکنش نمودار ۱ . ۱ شکل

۳Kernel
۴Smoothing



۵

را درآمد می خواهيم .(۱۹۸۵ (اولاه۵، می باشد. کانادايی کارگر ۲۰۵ روی بر تحقيقی نتيجه داده ها اين که می دهد
(برآورد داده ها به راست خط يک برازش می رسد ذهن به که اوليه ای ايده ی کنيم. مدل بندی سن از تابعی به صورت
اين می شود مطرح که سوالی است. شده داده نشان شکل اين در که است خطا) دوم توان های کمترين رگرسيونی
نمونه ی داشتن اختيار در با است؟ راضی کننده X از خطی تابع يک به صورت Y سازی مدل زمانی چه که است
(X) سن و (Y ) درآمد متغير دو بين قبول قابل رابطه يک (Xn, Yn) و . . . ،(X٢, Y٢) ،(X١, Y١) تصادفی

شود بيان زير خطی معادله با می تواند

Yi = β٠ + β١Xi + ϵi i = ١, ..., n (۱ . ۱)

خط اطراف در تصادفی به طور مشاهدات که است آن مستلزم و است صفر ميانگين با خطا تصادفی متغير ،ϵi که
اين کردن روشن برای اما است. پارامتری رگرسيون مدل از نمونه يک (۱ . ۱) خطی مدل باشند. پراکنده راست
mای تابع بايد است مسلم آن چه بگيريد نظر در را مسئله کلی حالت اکنون است. لازم بعدی مطالب بيان نظريه،
انتخاب بهترين تابع اين .m(X) = E(Y |X) که آوريم به دست E[Y −m(X)]٢ خطای کردن کمينه برای

نتيجه در است. X روی بر Y خطی رگرسيون در

Yi = m(Xi) + ϵi i = ١,٢, ..., n

مجهول β١ و β٠ پارامتر دو فقط شده، گرفته نظر در فرضيات به توجه با . E(ϵi) = ٠ ،i هر برای آن در که
خطی رگرسيون مدل بر علاوه کرد. مشخص را m تابع می توان پارامتر دو اين مقادير برآورد يافتن با که می باشند

کرد: اشاره زير موارد به می توان جمله آن از که دارند وجود متفاوتی پارامتری رگرسيونی مدل های ،(۱ . ۱)

Yi = β١ sin(β٢Xi) + ϵi

Yi =
β١

β٢ +Xi

+ ϵi

Yi = β٠ + β١Xi + β٢X
٢
i + ϵi

به صورت Y کردن مدل برای اوقات گاهی می شود. انتخاب پارامتری مدل داده ها، پراکنش شکل به توجه با
کرد. استفاده پيشين مطالعات اطلاعات از می توان موارد بعضی در حالی که در دارد وجود علمی دلائل X از تابعی
يکنواخت يا متناوب، سهمی وار، می تواند m تابع است. برخوردار زيادی اهميت از پارامتری مدل درست انتخاب
از استفاده دليل لذا داشت. نمی توان رگرسيون از درستی استنتاج نباشد مناسب پارامترها از يکی انتخاب اگر باشد.
برای ساده ای تابع نتوان پراکندگی نمودار روی از حالتی که در نمود: بيان طور اين می توان را ناپارامتری رگرسيون
و پارامتری رگرسيون کرد. استفاده تابع کردن مشخص برای داده ها خود از بايد داد، تشخيص متغيرها بين ارتباط
يک ناپارامتری، رگرسيون يک برآورد حالت ها، از خيلی در بسا چه باشند رقيب دو به صورت نبايد ناپارامتری
و بوده پيچيده بسيار رگرسيون تابع که می کند مشخص حالت ها ساير در يا می کند پيشنهاد را پارامتری ساده مدل
وجود m ناپارامتری برآورد آوردن به دست برای زيادی روش های نيست. معقول پارامتری مدل يک از استفاده
است، گرفته شکل ساده ايده ی يک مبنای بر که روشی هستند. پيچيده بسيار رياضی لحاظ از که روش هايی دارد،
ناميده خطی کرنل برآورد يک که می دهد نشان را داده ها روی از m تابع برآورد ۲ . ۱ شکل می باشد. کرنل روش

۵Ullah
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کرنل(درآمد/سن) برآورد نمودار :۲ . ۱ شکل

چگالی تابع به نزديک است احتمال تابع با متناسب معمولاً که کرنل برآورد تابع نمودار می دهد نشان و می شود
است نرمال

تابع ارتفاع مطابق وزن ها آن در که می آيد، به دست وزنی دوم توان کمترين با u نقطه اولين در متغير برآورد
تاثير هستند، u از دورتر که نقاطی به نسبت u به نزديکتر نقاط که است معنی بدان اين می شوند. انتخاب وزن
برآورد است. شده داده نشان شکسته خط با برآورد تابع ۲ . ۱ شکل در دارند. شده برازش خط در بيشتری
می آيد به دست روش همان به v مانند ديگری نقطه در برآورد است. u نقطه در خط ارتفاع ،u نقطه در رگرسيون

می شود. تعيين v نقطه ی پيرامون کرنل اساس بر وزن ها که تفاوت اين با
تعريف زير به صورت x نقطه در که می کنيم استفاده پارزن-روزن بلات۶ کرنل استاندارد برآوردگر از معمولا

می شود:

f̂h(x) =
١
nh

n∑
i=١

K

(
x−Xi

h

)

داده شرح برآوردگر اين به دستيابی چگونگی دوم فصل (در است. باند۷ پهنای h و کرنل تابع K آن در که
می شود).

۶Standard Parzen–Rosenblatt kernel estimator
۷Bandwidth



۷ تاريخچه بر مروری .۱ . ۱

کارايی به دست يابی منظور به است. بهينه h تعيين داده ها، اساس بر مناسب برآوردگر يافتن در اصلی موضوع
استفاده ۹MISE تجمعی خطای دوم توان ميانگين و ۸ISE تجمعی دوم توان خطای معيار دو از معمولا ،f̂h

می کنيم.
بعدی فصول در آنها از که رياضی تعاريف انتها در و داشته کرنل برآورد تاريخچه بر مروری فصل اين ادامه در

می آوريم. را می شود استفاده

تاریخچه بر مروری ١ . ١

البته شد. مطرح (۱۹۶۲) پارزن۱۰ و (۱۹۵۶) روزن بلات توسط بار اولين کرنل، روش به برآورد از استفاده ايده
تا و کردند ارائه زمينه اين در مقاله هايی (۱۹۷۴) نادارايا۱۳ و اپاچنيکوف۱۲(۱۹۶۹) ،(۱۹۶۹) واتسون۱۱ بعدها
همکاران و واند۱۴ به می توان که دارد ادامه همچنان کرنلی برآوردگرهای گسترش و بسط برای مطالعه امروز به
اشاره ناپارامتری حالت در (۱۹۹۴) کلاين۱۶ و روپرت و پارامتری حالت در (۱۹۹۹) مارون۱۵ و يانگ ،(۱۹۹۱)

کرد.
پهنای انتخاب اهميت و نداشته چگالی تابع برآورد در چندانی نقش کرنل تابع که می دهيم نشان ۲ فصل در

است. گرفته انجام زيادی مطالعات باند پهنای انتخاب راستای در است. آن از بيشتر مناسب باند
شبه درستنمايی روش برمی گردد. (۱۹۸۴) بومن۱۹ و (۱۹۸۲) رادمو۱۸ به (CV) متقابل۱۷ اعتبارسنجی روش ايده
مانند مختلفی روش های گرديد. ارائه (۱۹۷۶) داين۲۲ و (۱۹۷۴) همکاران و هاباما۲۱ توسط متقابل۲۰ اعتبارسنجی
و هال۲۵ توسط هموار متقابل اعتبارسنجی ،(۱۹۹۲) و (۱۹۹۱a،b) چيو۲۴ توسط ۲۳ پايا باند پهنای انتخاب گر
کروناکی۲۸ و فلاچ يا و (۱۹۹۲) استوت۲۷ توسط (MCV) شده۲۶ اصلاح متقابل اعتبارسنجی ،(۱۹۹۲) همکاران

۸Integrated squared error
۹Mean integrated squared error

۱۰Parzen
۱۱Watson
۱۲Epanechnikov
۱۳Nadaraya
۱۴Wand
۱۵Yang and Marron
۱۶Ruppert and Cline
۱۷Cross-validation
۱۸Rudemo
۱۹Bowman
۲۰Pseudo-Likelihood CV
۲۱Habbeama
۲۲Duin
۲۳Stabilized Bandwidth Selector
۲۴Chiu
۲۵Hall
۲۶Modofied cross validation
۲۷Stute
۲۸Feluch and Koronacki



۸ مقدمه .۱

اعتبارسنجی هم چنين (۲۰۰۹) همکاران و ميراندا۳۰ مارتينز توسط يک طرفه۲۹ متقابل اعتبارسنجی ،(۱۹۹۲)
(BCV) متقابل۳۳ اعتبارسنجی اريبی روش است. شده پيشنهاد همکاران(۲۰۱۰) و ساچاک۳۲ توسط غيرمستقيم۳۱
با می کند عمل جای گذاری۳۵ روش شبيه است مجانبی MISE کردن کمينه که (۱۹۸۶) ترل۳۴ و اسکات توسط
برآوردگرهای يا مختلف انتخاب گر های کردن ترکيب روش های می برد. بهره جک نايف۳۶ روش از که تفاوت اين
همکاران و مامن۳۹ توسط و شد ناميده کرنل۳۸ اثر روش و گرديد پيشنهاد (۲۰۰۴) ران۳۷ و احمد توسط چگالی

شد. گرفته به کار (۲۰۱۱)
يعنی می شوند گفته جای گذاری روش های می کنند، کمينه را مختلف توابع که روش هايی ،CV با مقايسه در
مورد در مفروضات ايجاد بدون باند پهنای انتخاب اجازه CV می شود. استفاده ISE معيار به جای MISE از
اما دارند. CV با مقايسه در بيشتری همگرايی سرعت جای گذاری روش های طرفی از می دهد. را همواری کلاس
انجام آيند، به دست گذشته داده های از اوليه ای برآوردهای چنانچه هستند؛ وابسته h انتخاب به به شدت متاسفانه
(۱۹۸۶) سيلورمن۴۱ سرانگشتی۴۰ قانون روش انتخاب گرها اين جمله از است. خوب جای گذاری روش های
جونز۴۲ و شيتر مثال، برای است شده برطرف مرور به روش اين ايرادهای است. روش محبوبترين احتمالاً که است
نسخه های همه ی و (۱۹۸۹ (تيلور۴۴، بوت استرپ۴۳ روش های ببينيد. را (۱۹۹۱) همکاران و هال يا (۱۹۹۱)
روش های در MISE کردن کمينه منظور به (۲۰۰۸ همکاران۴۶، و چائوکن و ۱۹۹۳ (کائو۴۵، آن اصلاح شده ی

می روند. به کار جای گذاری
از دارند. وجود تصادفی متغيرهای باند پهنای انتخاب خودکار مختلف روش های مقايسه مورد در مقاله هايی
کرونمال۴۸ و تارتل ،(۱۹۷۲) وگمن۴۷ توسط چگالی برآورد مورد در متعددی مقالات ،۱۹۸۰ سال تا ۱۹۷۰ سال
ابتدا در است. شده منتشر (۱۹۸۰) سوکوس۵۱ و بين ،(۱۹۷۹) اشنايدر۵۰ و ورتز ،(۱۹۷۷) فرير۴۹ ،(۱۹۷۶)

۲۹One-sided cross validation
۳۰Martinez-Miranda
۳۱Indirect cross validation
۳۲Savchuk
۳۳Biased cross validation
۳۴Scott and Terrell
۳۵Plug-in
۳۶Jack-knife
۳۷Ahmad and Ran
۳۸Kernel contrast
۳۹Mammen
۴۰rule-of-thumb
۴۱Silverman
۴۲Sheather and Jones
۴۳Bootstrap
۴۴Taylor
۴۵Cao
۴۶Chacon et al.
۴۷Wegman
۴۸Tartel and Kronmal
۴۹Fryer
۵۰Wertz and Schneider
۵۱Bean and Tsokos
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سپس شد. منتشر (۱۹۹۰) مارون۵۳ و پارک و ۱۹۸۸) مارون۵۲ توسط سازی هموار پارامتر انتخاب روش های
(۱۹۹۶) چيو و (۱۹۹۴) همکاران و کائو و (۱۹۹۲) تورلاش۵۴ و پارک توسط گسترده ای شبيه سازی مطالعات
همکاران، و (جونز گرفت انجام ۱۹۹۶ سال در همکاران و جونز۵۵ توسط نيز کوتاهی بررسی يافت. انتشار
و جونز مقاله ی به پاسخی که کرد منتشر را مقالات از مقايسه ای (۱۹۹۹) لودر۵۶ مدتی، از پس .(١٩٩۶a, b
روش های و باند پهنای انتخاب جديد روش های از برخی (۲۰۱۳) همکاران و حيدرنيک۵۷ اخيرا بود. همکاران

کرده اند. بررسی دقيق تری به طور را آن ترکيبی

قضایا و تعاریف ١ . ٢

و (۱۹۷۴) آپاستل۵۸ کتاب از برگرفته عمدتاً که را رياضی آناليز از نياز مورد تعاريف سری يک قسمت اين در
می آوريم. می باشد، (۱۹۷۶) رودين۵۹

است عبارت r شعاع و X مرکز به B بسته) (يا باز گوی ،r > ٠ و X ∈ Rk اگر باز). (گوی ١ . ٢ . ١ تعریف
BX,r نماد از صورت اين در .(|Y − X| ≤ r يا ) |Y − X| < r که Yهايی ∈ Rk تمام مجموعه ی از

می کنيم. استفاده

در می ناميم X مجموعه درونی نقطه يک را θ ∈ X ⊆ Rp نقطه مجموعه). درونی (نقطه ١ . ٢ . ٢ تعریف
ديگر عبارت به باشد. X مجموعه زير که طوری به باشد داشته وجود Bθ,ρ مانند بازی گوی صورتی که

∀ θ ∈ X ∃Bθ,ρ ⊆ X

هر اگر ناميم می X انباشتگی نقطه يک را θ ∈ X ⊆ Rp نقطه مجموعه). انباشتگی (نقطه ١ . ٢ . ٣ تعریف
ديگر عبارت به باشد. θ از غير X از ای نقطه شامل θ مرکز به باز گوی

∀Bθ,ρ ∈ Rp, (Bθ,ρ − θ) ∩X ̸= ∅

و باشد درونی آن نقطه هر که صورتی در ناميم می باز را X ⊆ Rpمجموعه باز). (مجموعه ۴ . ١ . ٢ تعریف
باشد. Rpباز −X صورتيکه در ناميم می Xبسته

(مجموعه ای گردايه ای Xيعنی متری فضای در E مجموعه ی باز پوشش يک از منظور (پوشش). ۵ . ١ . ٢ تعریف
E ⊂ ∪aGa که Gaمانند X باز مجموعه های از ( مجموعه ها از

۵۲Marron
۵۳Park and Marron
۵۴Park and Turlach
۵۵Jones
۵۶Loader
۵۷Heidenrich
۵۸Apostel
۵۹Rudin
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مجموعه ای باشد داشته متناهی پوشش زير يک آن پوشش هر که مجموعه ای فشرده). (مجموعه ۶ . ١ . ٢ تعریف
می شود. خوانده فشرده

فاصله R در مثلا است فشرده باشد کراندار و بسته که R٢ اقليدسی ازفضای مجموعه ای زير صورت اين در
نيست. کراندار زيرا نيست طور اين Z صحيح اعداد مجموعه ی اما است فشرده [٠,١] بسته

باشد زير شرايط دارای اگر گوئيم، نرم را f : Rp → R تابع (نرم). ١ . ٢ . ٧ تعریف

. f(X) ≥ باشيم،٠ داشته X ∈ Rpهر ازای به باشد،يعنی منفی نا (.)fتابعی •

. X = اگر٠ تنها و f(X)اگر = ٠ باشد،يعنی معين f(.) •

f(tX) = |t|f(X).،باشيم tداشته ∈ R Xو ⊆ Rp هر ازای به يعنی باشد، همگن f(.) •

باشيم داشته X, Y ∈ Rpهر ازای به يعنی کند، صدق مثلثی نامساوی در f(.) •

f(X + Y ) ≤ f(X) + f(Y ).

می کنيم. استفاده نرم نمايش برای f(.) = نماد∥.∥ از صورت اين در

ماتريس نماييم، تعويض را Σ ماتريس های ستون و سطرها جای اگر ترانهاده۶۰). (ماتريس ١ . ٢ . ٨ تعریف
می شود. داده نمايش ΣT نماد با و می شود ناميده Σ ماتريس ترانهاده حاصل

ΣT = (σij)
T = (σji),

است. jام ستون و iام سطر در موجود عنصر σij آن در که

گاه هر گوئيم اقليدسی نرم را ∥X∥ ،X = (X١, . . . , Xp) بردار روی اقليدسی). (نرم ١ . ٢ . ٩ تعریف

∥X∥ = (XTX)
١
٢ =

(
p∑

i=١
x٢
i

) ١
٢

صورت اين در بگيريد. نظر در را {Xn} دنباله ی .(limsup) ١ . ٢ . ١٠ تعریف

lim sup
n→∞

Xn = lim
n→∞

(
sup
m≥n

Xm

)
= lim

n→∞
(supXm)

= inf
n≥٠

sup
m≥n

Xm

= inf {sup {Xm : m ≥ n} : n ≥ ٠}
۶۰Transpose matrix
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باشد. شده تعريف زير به صورت Jn دنباله ی کرد فرض می توان معادل، به طور يا

Jn = sup {Xm : m ∈ {n, n+ ١, n+ ٢, . . .}}
= ∪∞

m=nXm = Xn ∪Xn+١ ∪Xn+٢ ∪ · · ·

است. Jn از کوچکتر مجموعه های اجتماع Jn+١ زيرا است، (Jn ⊇ Jn+١) ناصعودی دنباله ی يک Jn دنباله ی
با است برابر Xnها اجتماع  از دنباله اين روی پايين کران بزرگترين

limsupn→∞Xn = inf {sup {Xm : m ∈ {n, n+ ١, n+ ٢, . . .}} : n ∈ {١,٢, . . .}}
= ∩∞

n=١ (∪∞
m=nXm)

اگر باشند. تصادفی متغيرهای از دنباله دو Yn و Xn کنيد فرض Oبزرگ۶۱). (نماد ١ . ٢ . ١١ تعریف

limsupn−→∞|Xn

Yn

| < ∞

Xn = O(Yn) می نويسيم باشد دار کران |Xn

Yn
| عبارت ،n −→ ∞ اگر ديگر عبارت به

اگر باشند. تصادفی متغيرهای از دنباله دو Yn و Xn کنيد فرض کوچک۶۲). o (نماد ١ . ٢ . ١٢ تعریف

lim
n−→∞

∣∣∣∣Xn

Yn

∣∣∣∣ = ٠

Xn = o(Yn) می نويسيم

را می کند ميل خاص عدد يک به آن های آرگومان وقتی تابع، يک حدی رفتار بزرگ O علامت رياضيات در
بنابراين شود؛ متمرکز رشد نرخ روی بر تا کند ساده  را تابع که می دهد کاربراجازه به Oبزرگ علامت می کند بيان
نظر در را n حسب بر زير تابع باشند. مشابه O علامت يک دارای می توانند يکسان رشد نرخ با مختلف توابع

بگيريد
T (n) = ۴n٢ − ۵n+ ٧

در بود. خواهد جمله ها ديگر از نزديک تر بسيار n٢ جمله اندازه کند ميل بی نهايت به مساله اين ورودی تعداد اگر
.T (n) = O(n٢) يا T (n) ∈ O(n٢) می شود گفته صورت اين

نزديک نظر مورد تابع به اندازه چه تا متناهی هندسی سری يک اينکه دادن نشان برای معمولا رياضيات در
می شود. استفاده علامت اين از ناقص تيلور سری خصوصاًدر است

اگر .x ∈ R هم چنين و باشد R روی حقيقی-مقدار تابع يک f کنيد فرض تيلور). (بسط ١ . ٢ . ١٣ تعریف
هر برای آن گاه باشد، (x− δ, x + δ) بازه ی در p مرتبه ی تا پيوسته مشتق های دارای f تابع δها بعضی برای

داريم صفر، سمت به همگرا αn دنباله ی

f(x+ αn) =

p∑
j=١

(
αj
n

j!

)
f (j)(x) + o(αp

n)

=

p∑
j=١

(
αj
n

j!

)
f (j)(x) +O(αp+١

n )

۶۱Big o notation
۶۲Small o notation
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می شود تعريف زير صورت به A مجموعه ی نشان گر تابع نشان گر). (تابع ١۴ . ١ . ٢ تعریف

I(A) =

{
١ x ∈ A

٠ x /∈ A

که است رياضی عملگر يک پيچش تابعی، آناليز دقيق تر به طور يا رياضيات در (پيچش۶۳). ١۵ . ١ . ٢ تعریف
يکی تصحيح شده ی نسخه ی به عنوان می توان که می کند توليد را سومی تابع و کرده عمل g و f تابع دو روی بر

شود. نگريسته اصلی تابع دو از
شده برعکس آنها از يکی که تابع دو انتگرال به شکل و می شود نوشته f ∗ g به صورت g و f تابع دو پيچش

است. انتگرالی تبديل از خاص نوع يک پيچش، تعريف، اين با می شود. تعريف می لغزند يکديگر روی و

(f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(y)g(x− y)dy

=

∫ +∞

−∞
f(x− y)g(y)dy

که باشند تصادفی متغيرهای . . . ،X٢ ،X١ دنباله  ی و X کنيد فرض قطعی). تقريبا (همگرايی ١۶ . ١ . ٢ تعریف
بگيريد نظر در Ω در ω نقاط همه ی مجموعه ی را C مجموعه ی شده اند. تعريف Ω نمونه ی فضای يک روی بر

يعنی باشد. همگرا X(ω) به Xn(ω) که به طوری

C =
{
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

}
،P (C) = ١ و C ̸= Ω هرگاه گويند. {Xn} تصادفی متغيرهای دنباله ی همگرايی پيشامد را آن که
واگرايی نقاط مجموعه ی احتمال ديگر، عبارت به می باشد حتمی تقريبا همگرايی خاصيت دارای {Xn}دنباله ی

می شود. نوشته زير به صورت و داده نشان Xn
a.s.→ نماد با همگرايی نوع اين است. صفر برابر

P
(
lim
n→∞

Xn = X
)
= ١ (۲ . ۱)

{Xn} دنباله ی باشد. تصادفی متغيرهای از دنباله ای {Xn} کنيد فرض احتمال). در (همگرايی ١ . ٢ . ١٧ تعریف
،ε > ٠ هر برای اگر است همگرا X تصادفی متغير به احتمال در

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = ٠

می دهند. نشان Xn
P→ نماد با را همگرايی نوع اين

صورت این در باشد. پیوسته R مانند ناحیه ای روی f(x.y) کنید فرض فوبينی). (قضيه ١ . ٢ . ١٨ قضیه

بر f٢ و f١ که شرط این با باشد f١(x) ≤ y ≤ f٢(x) ،a ≤ x ≤ b به صورت R تعریف اگر (الف)
آن گاه باشد، پیوسته [a, b] ∫∫بازه ی

R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

∫ f٢(x)

f١(x)
f(x, y)dydx

۶۳Convolution
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بر g٢ و g١ که شرط این با باشد g١(y) ≤ x ≤ g٢(y) ،c ≤ y ≤ d به صورت R تعریف اگر (ب)
آن گاه باشد، پیوسته [a, b] ∫∫بازه ی

R

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

∫ g٢(x)

g١(x)
f(x, y)dxdy





٢ فصل

ناپارامتری روش های معمول ترین بر مروری
چگالی برآورد

مقدمه ٢ . ١

ناپارامتری، روش در است. آن تابعی ساختار دانستن چگالی، تابع برآورد پارامتری روش محدوديت های از يکی
که جايی آن از می شود. انجام مستقيما برآورد چگالی، تابع روی بر لازم شرايط برخی گرفتن درنظر با معمولاً
که است لازم است، کرنل برآورد روش در باند پهنای تعيين مختلف روش های مطالعه پايان نامه، اين اصلی هدف
کرنل، برآورد روش که آن جايی از شود. داده شرح کرنل مانند چگالی تابع برآورد پارامتری روش های معمول ترين
روش دو اين بر کوتاه مروری ابتدا فصل اين در است، ساده برآورد و هيستوگرام ناپارامتری روش های مکمل
فصل اين مطالب است. شده پرداخته کرنل برآورد روش خاص به طور و چگالی تابع برآورد به سپس و داشته

است. (۱۹۹۴) جونز و واند از برگرفته عمدتا

چگالی تابع برآورد ناپارامتری روش های ٢ . ٢

چگالی برآورد روش های ٢ . ٢ . ١

چگالی تابع و F (.) تجمعی توزيع تابع با جامعه ای از تصادفی نمونه يک X = (X١, X٢, . . . , Xn) کنيد فرض
ازای به که به طوری بوده پيوسته جامعه توزيع کنيد فرض همچنين باشد. هستند، مجهول دو هر که ،f(.) احتمال

.f(x) = dF (x)
dx

،X تکيه گاه عضو x هر
همسايگی، نزديکترين تطبيقی۱، کرنل کرنل، ساده، روش های به می توان f(.) برآورد معمول روش های از
آگاهی برای کرد. اشاره شده۲ جريمه درستنمائی ماکزيمم و متعامد های سری يافته، تعميم همسايگی نزديکترين

۱Adaptive kernel
۲Penalized likelihood maximum estimator

۱۵
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برآورد و نگار بافت برآورد روش تنها ادامه، در ببينيد. را (۲۰۰۹) همکاران و هستی۳ روش ها اين درباره ی بيشتر
می دهيم. توضيح کرنل روش به ورود برای را ساده

نگار بافت روش ٢ . ٢ . ٢

يک X کنيد فرض است. (هيستوگرام) نگار بافت روش چگالی، تابع برآورد روش پراستفاده ترين و قديمی ترين
يک از استفاده با x نقطه در f(.) نگار بافت برآورد خلاصه، به طور باشد f(.) چگالی تابع با تصادفی متغير

می شود: تعريف زير به صورت nتايی نمونه ی

f̂(x) =
١
nh

×
(

است واقع آن در x که باندی در موجود xiهای تعداد
)

باند) لبه های (موقعيت شروع نقطه نگار، بافت ساختن برای است. باند پهنای يا طول h و نمونه حجم n آن در که
هر انتخاب نگاراست. بافت در همواری ميزان بيان گر باند، پهنای مقدار آن در که باشد معلوم بايد باند پهنای و

باشد. داشته نگار بافت نتايج در توجهی قابل تاثير می تواند دو آن از کدام
مختلف باند ۴ برای را شدند مبتلا شديد تنفسی بيماری به که کودکی ۵٠ تولد هنگام وزن نگار بافت ۱ . ۲
٠٫٢ باند پهنای بر مبنی به ترتيب راست و چپ سمت بالا، رديف در .(۱۹۷۳ گوپتا۴، و (ون وايلت می دهد نشان
ترتيب به راست و چپ سمت نمودارهای که است باند٠٫۴ پهنای بر مبنی ،۱ . ۲ شکل پايين رديف و است ٠٫٨ و
را داده ها چگالی از مختلفی شکل نگار، بافت هر که کنيد توجه شده اند. رسم ٠٫٩ و ٠٫٧ شروع نقطه ی به ازای

می کند. ايجاد را ناهمواری شکل نسبتاً کوچک باند پهنای می دهد. نشان
و راست سمت شکل های در می دهد. نشان را هموارتری نگار بافت بزرگتر، باند پهنای که می شود مشاهده

می شود. ديده متفاوتی شکل های باند پهنای بودن يکسان وجود با پايين رديف چپ
لبه ها مکان انتخاب به نگار بافت حساسيت می شود، ناميده نيز هموارسازی پارامتر که باند پهنای ميزان
اشکال، اين ندارد. وجود مشکل اين کرنل روش مانند برآورد روش های ساير در صورتی که در است؛ مشکل ساز
است کرده بيان نگار بافت چند از گرفتن ميانگين با را مشکل اين اسکات۵ است. نگار بافت اساسی ايراد يک
خوبی انگيزه بنابراين و کرد طرف بر نيز کرنل روش به چگالی برآورد از استفاده با می توان را مشکل اين اما
کرنل برآورد با که دارد وجود نگار بافت برآورد برای ديگر مشکل چندين البته است. کرنل روش مطالعه برای
دارد وجود متغيره چند حالت در که بيشتری مشکلات و تابع بودن پله ای به می توان جمله آن از نمی شود رفع

کرد. اشاره آن نموداری نمايش به خصوص
از: عبارتند نگار، بافت اساسی ايراد دو بنابراين،

باشد. کوچک نمونه اندازه وقتی خصوصاً است آن بودن نادقيق (۱)

باند تعيين (روش های مطالعات بعدی مراحل در آن مشتق های به نياز صورت در که نگار بافت ناپيوستگی (۲)
شد. خواهد مشکل ايجاد باعث (... و

۳Hastie
۴van Violet and Gupta
۵Scott 1985
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بالا، رديف است، ٠٫٢ باند پهنای چپ، بالا-سمت رديف تولد. زمان وزن داده های نگار های بافت :۱ . ۲ شکل
ازای به ،٠٫٧ شروع نقطه ی در چپ، سمت پايين- رديف است. شده رسم ٠٫٨ باند پهنای برای راست،  سمت

است. شده رسم ٠٫٩ شروع نقطه در ٠٫۴ باند پهنای ازای به راست پايين-سمت رديف در و ٠٫۴ باند پهنای

مناسب روش می توان آن کمک به و است داده ها نمايش برای خوبی روش سادگی عين در نگار بافت وجود، اين با
نمود. انتخاب چگالی برآورد برای را ديگری

ساده برآوردگر ٢ . ٢ . ٣

فرض راستا، اين در می کنيم. ذکر کرنل روش به ورود برای را ساده برآوردگر تخمين تکنيکی جزئيات ادامه در
داريم صورت اين در باشد، f(.) چگالی تابع دارای X پيوسته و تصادفی متغير کنيد

f(x) =
dF (x)

dx

= lim
h→٠

F (x+ h)− F (x)

h

= lim
h→٠

١
h
P (x < X < x+ h)



۱۸ چگالی برآورد ناپارامتری روش های معمول ترين بر مروری .۲

با است برابر چگالی تابع بگيريم، نظر در X ممکن مقادير برای را (x− h, x+ h) بازه ی چنانچه بنابراين

f(x) = lim
h→٠

١
٢hP (x− h < X < x+ h)

از است عبارت P (x− h < X < x+ h) طبيعی) (برآوردگر تجربی۶ برآوردگر يک

(x− h, x+ h) بازه ی در واقع Xnهای ،. . . ،X٢ ،X١ تعداد
n

می شود تعريف زير به صورت f ساده برآوردگر بنابراين

f̂(x) =
١

٢nh
(
(x− h, x+ h) بازه ی در واقع Xnهای ،. . . ،X٢ ،X١ تعداد

)
(۱ . ۲)

خواهد برابر (۱ . ۲) رابطه ی صورت اين در باشد. شده مشاهده نقطه ی Xi کنيد فرض ،i = ١,٢, . . . , n ازای به
با: بود

f̂(x) =
١

٢nh

n∑
i=١

I(Xi ∈ (x− h, x+ h)) (۲ . ۲)

کرد بازنويسی زير به صورت می توان را (۲ . ۲) رابطه ی است. نشان گر تابع I(·) آن در که

f̂(x) =
١
n

n∑
i=١

١
٢hI(Xi ∈ (x− h, x+ h))

=
١
n

n∑
i=١

١
h

١
٢I(Xi ∈ (x− h, x+ h))

=
١
n

n∑
i=١

١
h

١
٢I
(∣∣∣∣x−Xi

h

∣∣∣∣ ≤ ١
)

(۳ . ۲)

بگيريم نظر در زير به صورت را w(.) وزن تابع اگر اکنون،

w(x) =

{
١
٢ |x| < ١
٠ جاها ساير

داد. نمايش زير تابعی به صورت می توان را (۳ . ۲) رابطه ی در ساده برآوردگر آن گاه

f̂(x) =
١
n

n∑
i=١

١
h
w

(
x−Xi

h

)
(۴ . ۲)

جمع سپس و مشاهده هر روی (٢nh)−١ ارتفاع و ٢h پهنای با پنجره يک قراردادن وسيله ی به (۴ . ۲) رابطه
می آيد. به دست مشاهدات کل روی زدن

آن باند هر که داريم اختيار در نگاری بافت کنيد فرض نگار، بافت با ساده برآوردگر ارتباط بررسی برای
يکی مرکز در x اگر باشد. نگرفته قرار باندها لبه ی روی دقيقا مشاهده ای هيچ همچنين دارد. ٢h اندازه به  پهنايی

۶Emprical Estimator



۱۹ چگالی تابع برآورد ناپارامتری روش های .۲ . ۲

در نگار بافت ارتفاع همان دقيقا x در f ساده ی برآورد که می شود نتيجه باشد، شده واقع نگار بافت باندهای از
بود. خواهد x نقطه ی

ناپيوسته نتيجه در و پله ای تابعی دو هر که است اين در نگار بافت و ساده برآورد تشابه ظاهری نظر از
نتيجه در و جهش دارای بازه ها انتهايی نقاط در و داشته ثابت مقدار بازه يک داخل نقاط در يعنی می باشند،
h برابر و ثابت بازه ها، پهنای نگار بافت روش در که است اين در برآوردگر دو اين تفاوت هستند. مشتق ناپذير
و مکان آن در مشاهدات تراکم از تابعی xها محور از نقطه هر در و متغير بازه ها پهنای ساده، برآورد در اما است

است. h از تابعی هم چنين
يلوستون۷ ملی پارک در قديمی گرم آب چشمه ی يک فوران ميزان داده های موضوع، شدن روشن برای
قاب و ٠٫۵ باند پهنای ازای به نگار بافت برآورد ،۲ . ۲ شکل بالا قاب بگيريد. نظر در را ( ۱۹۸۰ (ويسبرگ۸

می دهد. نشان ٠٫٢۵ باند پهنای ازای به را داده ها اين ساده برآورد پايين

کرنل برآوردگر ۴ . ٢ . ٢

چگالی تابع از خاصی نوع کرنل، تابع می کنيم. تعريف را کرنل تابع کرنل، روش به چگالی برآورد تعريف از قبل
است: زير خصوصيات با تابعی کرنل، تابع بنابراين، است. شده اضافه آن به بودن زوج خاصيت که است احتمال

نامنفی •

حقيقی-مقدار •

زوج •

باشد. يک برابر بايد تکيه گاهش روی آن معين انتگرال •

تابع يک با ،(۴ . ۲) رابطه در w(.) گسسته وزن تابع جايگزينی به صورت f(.) کرنل برآوردگر اصلی ايده
باند در که نقاطی تمامی ساده برآورد در شد بيان که همان طور می گردد. مطرح می شود، ناميده کرنل که پيوسته
وزن يک نقاط آن تمامی به و می کنند بازی x نقطه در احتمال تابع مقدار برآورد در يکسانی تاثير است x شامل
بسته مشاهدات که وزنی تابع تعريف با توان می بنابراين و است) پله کانی تابع يک علت اين (به می گيرد تعلق
آورد به دست مناسب تری برآورد می کند، بازی چگالی تابع در متفاوتی تاثير دارند X متغير از که فاصله  ای به

می کند. بازی چگالی تابع تخمين در بيشتری نقش باشد کمتر X متغير از مشاهده فاصله چه هر که به طوری
می باشد. زير به صورت K کرنل تابع با f(.) چگالی تابع کرنل برآوردگر

f̂(x) =
١
nh

n∑
i=١

K

(
x−Xi

h

)
(۵ . ۲)

۷Yellowstone National Park
۸Weisberg
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را کرنل برآورد در همواری ميزان آن مقدار و می شود ناميده هموارسازی پارامتر يا باند پهنای h آن در که
می نامند کرنل تابع را آن کند، صدق زير شرط در اگر و است پيوسته و هموار تابعی K(.) هم چنين می کند. ∫تعيين +∞

−∞
K(x)dx = ١

برآوردگر می کند تضمين که می شود گرفته نظر در مدی يک و صفر پيرامون متقارن چگالی تابع يک K(.) معمولاً
است. چگالی تابع يک f̂
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روش های به آمريکا يلوستون ملی پارک در قديمی گرم آب چشمه ی يک فوران داده های برآورد :۲ . ۲ شکل
پايين). (قاب نگار بافت و بالا) (قاب ساده



۲۱ چگالی تابع برآورد ناپارامتری روش های .۲ . ۲

صورت به Kh(u) = h−١K (u/h) فرم به کرنل شده ی مقياسی نماد معرفی با را کرنل برآوردگر می توان
کرد: تعريف زير رابطه ی

f̂(x) =
١
n

n∑
i=١

Kh (x−Xi) (۶ . ۲)

آمده اند. ۱ . ۲ جدول در معروف کرنل توابع از برخی
شکل K کرنل تابع اند. شده واقع آنها مرکز در مشاهدات که است برآمدگی هايی مجموع نيز کرنل برآورد
اين بگيريد. نظر در را ۳ . ۲ شکل بيشتر، توضيح برای کند. می مشخص را آنها طول ،h باند پهنای و برآمدگی ها
است. آمده به دست ،(۱ . ۲ (جدول نرمال کرنل تابع برای و ٨ و ٧ ،۵ ،۴٫۵ ،٣ مشاهده ی پنج اساس بر شکل
عامل عنوان به مهمی نقش h بنابراين و است شده گرفته نظر در N(٠, h٢) نرمال توزيع يک Kh مثال، اين در
در شده مقياس کرنل تابع کردن مرکزی با کرنل برآورد می کند. مشخص را کرنل تابع پراکندگی که دارد مقياس
به عبارت است. نقطه آن در کرنل n مقدار ميانگين ،x نقطه ی در کرنل برآورد مقدار می شود. ساخته مشاهده هر
از آمده به دست مقادير اگر می دهد. اختصاص ١

n
وزن خاص نقطه ی يک همسايگی در داده ها به کرنل تابع ديگر،

توجه با دارد، وجود زيادی مشاهدات که ناحيه ای در که است معنی بدين کنيم ترکيب هم با را مختلف کرنل های
از بايد کرنل برآوردگر که می گيريم نتيجه باشد، داشته بزرگی نسبتا مقدار درست چگالی داريم انتظار اين که به
تاثير انتظار طبيعتا دارد، وجود اندکی مشاهدات تعداد که نواحی در برعکس، و باشد برخوردار بزرگی نسبتا مقدار

دارد. وجود کرنل ها از کمتری
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مشاهده پنج برای کرنل تابع برآورد :۳ . ۲ شکل
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اين در بگيريد. نظر در را ( ۱۹۹۵ جونز و واند ) ۴ . ۲ شکل h سازی هموار پارامتر تاثير شدن روشن برای
می دهد نشان زير چگالی از تايی ۱۰۰۰ تصادفی نمونه يک اساس بر را کرنل روش به چگالی برآورد سه شکل

f١(x) =
٣
۴ϕ(x) +

١
۴ϕ١/٣(x− ٣

٢) (۷ . ۲)

با و (ϕ(x)) N(٠,١) توزيع از ٣
۴ احتمال با داده ها که به طوری است آميخته نرمال توزيع يک ،f١ آن در که

ترتيب به ϕ١/٣(x− ٣
٢) و ϕ(x) آن در که آمده اند به دست (ϕ١/٣(x− ٣

٢)) N(٣
٢ , (

١
٣)

٢) توزيع از ١
۴ احتمال

با ۴ . ۲ شکل است. شده داده نشان شکل هر در کرنل تابع هستند. N(٣
٢ , (

١
٣)

٢) و N(٠,١) چگالی توابع
کمی تعداد روی بر نقطه هر در ميانگين گيری که است اين معنای به کرنل کم پهنای که می دهد نشان h = ٠٫٠۶
نمی دهد. تغييرپذيری اجازه نمونه به و داشته داده ها به زيادی توجه برآورد، اين است. شده انجام مشاهدات از
همان در را ديگری کرنل برآورد (ب) ۴ . ۲ نمودار می شود. ناميده (کم همواری۹) کم برآوردی برآوردی، چنين
نتيجه را هموارتری برآورد باند، پهنای اين است. h = ٠٫۵۴ باند، پهنای که تفاوت اين با می دهد نشان داده
پهنای انتخاب با (ج) ۴ . ۲ نمودار در می شود. مشاهده زيادی همواری واقع در آن، شکل به توجه با که می دهد
نوسانی همچنان کرنل برآورد حالت اين در يافت. خواهيم دست چگالی تابع از بهتری برآورد به h = ٠٫١٨ باند

است. شناسايی قابل داده ها درست چگالی اساسی ساختار اما است
ديده ۴ . ۲ شکل در که همان طوری دارد. بستگی h هموارسازی پارامتر به کرنل برآوردگر می شود ملاحظه
مقادير برای حالی که در بود خواهد مواج بسيار f(x) برآوردگر شود اختيار کوچک خيلی h مقدار اگر می شود

بود. نخواهد چگالی تابع رفتار بيان گر و بوده هموار حد از بيش برآوردگر اين h بزرگ

ارزیابی معیارهای ٢ . ٣

معيار چهار بخش اين در است، لازم برآورد درستی ارزيابی برای معياری برآورد، روش هر در که آن جايی از
توان ميانگين و (ISE) تجمعی خطای دوم توان ،(MSE) خطا دوم توان ميانگين و (SE) خطا دوم توان ارزيابی،
در f(x) چگالی تابع برآورد f̂(x) کنيد فرض منظور اين برای معرفی می کنيم. را (MISE) تجمعی خطای دوم

باشد. کرنل روش به x نقطه
و تجزيه برای که آن برآورد و چگالی اختلاف معيارهای به K هسته و h پارامتر انتخاب نحوه مرور از قبل

می کنيم: اشاره است لازم چگالی برآورد کارايی تحليل

۹Underestimation
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چگالی تابع برآورد در معروف کرنل های :۱ . ۲ جدول
شکل فرمول کرنل نام
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K(x) = ١
٢I (|x| < ١) مستطيلی
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K(x) = (١ − |x|)I (|x| < ١) مثلثی
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چگالی تابع برآورد در معروف کرنل های ادامه: ۱.۲ جدول
شکل فرمول کرنل نام
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١۶(١ − x٢(٢I (|X| < ١) توان
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١)٣٢ − x٣(٢I (|X| < ١) وزنی سه
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چگالی تابع برآورد در معروف کرنل های : ادامه ۱.۲ جدول
شکل فرمول کرنل نام

−3 −2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
4

0.
8

x

K
(x
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K(x) = ٧٠
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K
(x
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K(x) = π
۴ cos

(
π
٢x
)
I (|X| < ١) کسينوسی

خطا دوم توان

بسا (چه دارد بيشتری کارايی خطا مطلق قدر از مراتب به که است خطا دوم توان خطا، اندازه گيری معيار اولين
استفاده آن از نقطه تک يک در برآورد دقت ارزيابی برای و است) دشوارتر مطلق قدر با رياضی روابط در کار

می شود. محاسبه زير به صورت f̂(·) برآورد برای x نقطه ی در خطا دوم توان می شود.

SE(f̂(x)) =
(
f̂(x)− f(x)

)٢
(۸ . ۲)
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چگالی مشکی رنگ، نمودار .f١ نرمال آميخته توزيع از ١٠٠٠تايی نمونه ی يک اساس بر کرنل برآورد :۴ . ۲ شکل
،h = ٠٫٠۶ (الف) باند پهنای است. مختلف باند پهناهای ازای به چگالی برآورد رنگ، قرمز نمودار و واقعی
است. شده مشخص کوچک، کرنل های با نمودار هر برای کرنل وزن است. h = ٠٫١٨ (ج) ،h = ٠٫۵۴ (ب)
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خطا دوم توان میانگین

،X١ تصادفی نمونه ی در موجود اطلاعات تمام (يعنی نقطه تک يک اساس بر را برآورد دقت بخواهيم که هنگامی
می گيريم ميانگين SE معيار از کنيم، استفاده نيز داده ها مجموعه ساير برای دقت اين از و کنيم ارزيابی (Xn و . . .
را ما که است اريبی و واريانس به آن ساده تجزيه MSE جذابيت های از يکی می دهيم. نمايش MSE با را آن و
برای x نقطه ی در خطا دوم توان ميانگين دهيم. نشان خوبی به را کرنل چگالی برآورد کارآيی که می سازد قادر

می شود. محاسبه زير به صورت f̂(·) برآورد

MSEx(f̂(x)) = E
(
f̂(x)− f(x)

)٢

=
{

Bias(f̂(x))
}٢

+ Var
[
f̂(x)

]
آن در که

Biasf̂(x) = E
[
f̂(x)

]
− f(x)

Varf̂(x) = E
(
f̂(x)− E

[
f̂(x)

])٢

تجمعی خطای دوم توان

آن در که می کنيم استفاده ISE معيار از کنيم ارزيابی نقاط تمامی در را برآورد دقت بخواهيم هرگاه

ISEx(f̂(x)) =

∫ (
f̂(x)− f(x)

)٢
dx

=

∫
f̂٢(x)dx− ٢

∫
f̂(x)f(x)dx+

∫
f٢(x)dx

=

∫
f̂٢(x)d(x)− ٢E(f̂(x))dx+

∫
f٢(x)dx (۹ . ۲)

تجمعی خطای دوم توان میانگین

خطا مربع انتگرال ميانگين مناسب معيار است، x مقادير مجموعه کل در f و f̂ اختلاف ارزيابی که ما هدف برای
از: است عبارت که می باشد MISE

MISEx(f̂(x)) =

∫
E
(
f̂(x)− f(x)

)٢
dx

=

∫ {
Bias(f̂(x))

}٢
dx+

∫
Var

[
f̂(x)

]
dx (۱۰ . ۲)

مجهول واقعيت در که است f واقعی چگالی دانستن به نياز بالا فرمول جملات محاسبه برای که است ذکر به لازم
است.
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مجانبی خواص ٢ . ٣ . ١

می کنيم. محاسبه مجانبی به طور f̂(.) کرنل برآورد برای را MISE و MSE ارزيابی معيارهای قسمت اين در
آن گاه: باشد رابطه در f(.) کرنل برآوردگر f̂(.) اگر منظور اين برای

E
[
f̂(t)

]
=

∫ ١
h
K

(
t− y

h

)
f(y)dy

Var
[
f̂(t)

]
= n−١

∫ ١
h٢K

٢
(
t− y

h

)
f(y)dy −

{١
h

∫
K

(
t− y

h

)
f(y)dy

}٢

خاص، موارد در جز اما برد به کار MISE و MSE دقيق فرمولهای به رسيدن برای را فرمول ها اين توان می
تقريب از است بهتر لذا می گردند اندکی شهودی مفهوم دارای آن از حاصل فرمول های و شده پيچيده محاسبات،

شود. استفاده مناسبی شرايط تحت بالا فرمول های
ايده آل h به MISE کردن کمينه با می توان کند، کمينه را MISE که است hای يافتن ما هدف که آنجا از
مجانبی فرمول از که hای مقدار با روش اين از آمده به دست h کوچک، خيلی نمونه های برای حتی اما يافت دست

بود. خواهند هم به نزديک بسيار می شود محاسبه

limn→∞ h = ٠ (الف)

limn→∞ nh = ∞ ∫(ب) +∞
−∞ xK(x)dx = ٠ ∫(ج) +∞

−∞ x٢K(x)dx = σ٢
K < ∞ (د)

E[f̂(t)] برای تقريبی ادامه در برد به کار محاسبات در نمی توان را E[f̂(t)] انتگرالی صورت که جايی آن از
اين برای می آوريم. به دست محاسبات در سهولت برای (ب) و (الف) شرط های بودن برقرار گرفتن نظر در با را

داريم منظور،

E(f̂(x)) = E[Kh(x−X)]

=

∫
Kh(x− y)f(y)dy

=

∫
K(z)f(x− hz)dz

تيلور، بسط از استفاده با

E(f̂(x)) =

∫
f(x)− hzf ′(x) +

١
٢h

٢z٢f ′′(x) + o(h٢) (۱۱ . ۲)

نتيجه در
E(f̂(x)) = f(x) +

١
٢h

٢f ′′(x)

∫
z٢K(z)dz + o(h٢)

گرفت نتيجه می توان (د) و (ج) شرايط تحت صورت اين در

Bias[f̂(x)] = E[f̂(x)]− f(x)

=
١
٢h

٢σ٢
Kf

′′(x) + o(h٢)
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داريم مجانبی حالت در است hبه٢ وابسته اريبی که آن جايی از

lim
n→∞

Bias[f̂(x)] = lim
n→∞

(١
٢h

٢σ٢
Kf

′′(x)

)
+ lim

n→∞
o(h٢)

=
١
٢σ

٢
Kf

′′(x) lim
n→∞

h٢ + ٠ = ٠

است. نااريب مجانبی به طور f̂(·) بنابراين و
بديهی کرديم. اضافه مسئله فرضيات به h مجانبی رفتار خصوص در را (الف) شرط چرا که است واضح حال،

دهيم. نشان را کرنل برآوردگر مجانبی اريبی نمی توانستيم نمی شد اضافه فرض اين چنان چه است

از: عبارتست f̂(x) واریانس آن گاه باشد، (۵ . ۲) رابطه ی در کرنل برآوردگر f̂(x) اگر .٢ . ٣ . ١ قضیه

Var[f̂(x)] = ١
nh

R(K)f(x) + o(
١
nh

)

،g(·) تابع هر برای آن در که

R(g) =

∫
g(x)٢dx

نوشت: می توان (۶ . ۲) رابطه ی اساس بر برهان.

Var[f̂(x)] =
١
n

Var[Kh(x−X)]

=
١
n

{
E[K٢

h(x−X)]− (E[Kh(x−X)])٢}
=

١
nh

∫
K٢(z)f(x− hz)dz − ١

n
E٢
(
f̂h(x)

)
(۱۲ . ۲)

داريم (۱۲ . ۲) رابطه ی تيلور بسط و اريبی تعريف از استفاده با

Var[f̂(x)] =
١
nh

∫
K٢(z)f(x− hz)dz − ١

n
[f(x) + Biash(x)]٢

=
١
nh

∫
K٢(z)[f(x) + o(١)]dz − ١

n
[f(x) + o(١)]٢

=
١
nh

(

∫
K٢(z)dz)f(x) + o(

١
nh

)

می شود. کامل اثبات و

می شود حاصل زير به صورت کرنل برآوردگر MSE ،۱ . ۳ . ۲ قضيه از استفاده با بنابراين

MSE[f̂(x)] =
١
nh

R(K)f(x) + o

( ١
nh

)
+

[١
٢h

٢σ٢
Kf

′′(x) + o(h٢)

]٢

=
١
nh

R(K)f(x) +
١
۴h

۴ (σ٢
Kf

′′(x)
)٢

+ o

( ١
nh

+ h۴
)

(۱۳ . ۲)

نهايت در و

MISE[f̂(x)] = AMISE + o(
١
nh

+ h۴)
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آن در که

AMISE[f̂(x)] = ١
nh

R(K) +
١
۴h

۴(σ٢
K)

٢R(f
′′
) (۱۴ . ۲)

اين می کند. فراهم بزرگ نمونه های در MISE برای را تقريبی زيرا می نامند مجانبی MISE را AMISE که
است. ساده تر MISE معيار با مقايسه در معيار

MISE فرمول در واریانس و اریبی تجمعی، دوم توان جملات بین موازنه

تقريب زير به صورت را واريانس و اريبی می توان است. شده تشکيل مولفه دو از MISE ،(۱۳ . ۲) رابطه ی طبق
∫زد.

Biash(x)٢dx ≈
١
۴h

۴(σ٢
K)

٢R(f
′′
)

∫و
Var

[
f̂(x)

]
dx ≈

١
nh

R(K)

نتيجه در که

MISE ≈
١
nh

R(K) +
١
۴h

۴(σ٢
K)

٢R(f
′′
) (۱۵ . ۲)

شود، کوچک امکان حد تا خطا دوم توان انتگرال ميانگين که کنيم انتخاب گونه ای به را h بخواهيم اگر حال
سعی اگر طرف يک از می شود. ظاهر چگالی برآورد اساسی مشکلات از يکی ،MISE مولفه ی دو مقايسه با
نياز مورد h کوچک خيلی مقدار است، h۴ با متناسب اريبی مقدار اين که به توجه با گردد، کوچک اريبی که شود
بزرگ مقدار انتخاب با ديگر طرف از می شود، واريانس مولفه شدن بزرگ به منجر انتخاب، اين که بود خواهد
١/nh با متناسب واريانس زيرا می کند پيدا کاهش می شود، داده نشان واريانس با که تصادفی پراکندگی h برای
هريک از استفاده در شد. خواهد تمام اريبی يعنی سيستماتيک خطای ايجاد قيمت به کار اين بنابراين و است
خطای و (اريبی) سيستماتيک خطای بين را موازنه ای هموارسازی پارامتر انتخاب چگالی، برآورد روش های از
که کند تغيير گونه ای به بايد h می کند، ميل بی نهايت سمت به n هنگامی که لذا می کند. ايجاد (واريانس) تصادفی
از و می برند نام واريانس-اريبی۱۰ موازنه ی عنوان به آن از معمولا شود. کوچکتر MISE مولفه های از يک هر

می شود. استفاده باند پهنای تعيين برای رياضی معيار يک عنوان به آن
متفاوت نمونه های ازای به حالت، اين در بنابراين و است نوسانی۱۱ خيلی f̂(·) کوچک، خيلی hهای برای
اريبی حالت، اين در البته و می گيرند قرار متفاوتی مکان های در پله ها ،f توزيع از نمونه گيری در است. تغييرپذير
تغييرپذيری نتيجه، در و يافت خواهد افزايش h شود، گرفته به کار بيشتری هموارسازی اگر دارد. وجود کمی خيلی

می يابد. افزايش اريبی ،h بزرگ مقادير برای يافت. خواهد کاهش اريبی، آمدن وجود به قيمت به
۱۰Variance-biased tradeoff
۱۱Spiky
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ایده آل باند پهنای

آن و بگيريم مشتق h به نسبت (۱۵ . ۲) رابطه ی از است کافی ،MISE معيار اساس بر بهينه h به دستيابی برای
يعنی دهيم. قرار صفر برابر را

∂MISE
∂h

=
−١
nh٢R(K) + h٣(σ٢

K)
٢R(f

′′
) = ٠

=⇒ −R(K) + nh۵(σ٢
K)

٢R(f
′′
)

nh٢ = ٠
=⇒ −R(K) + nh۵(σ٢

K)
٢R(f

′′
) = ٠

=⇒ h۵ =
R(K)

n(σ٢
K)

٢R(f ′′)

صورت اين در

hopt =

[
R(K)

n(σ٢
K)

٢R(f ′′)

] ١
۵

(۱۶ . ۲)

پهنای يابد، افزايش نمونه حجم چنان چه که می دهد نشان (۱۶ . ۲) رابطه ی ،n و K به hopt وابستگی از صرف نظر
|f ′′

(x)| آن جايی که از است. متناسب R(f
′′
)

١
۵ با معکوس به طور hopt هم چنين و می کند ميل صفر سمت به باند

توزيع يک برای بنابراين می گيرد. اندازه را تابع کل خميدگی R(f
′′
) است، f خميدگی اندازه گيری برای معياری

باشد، بزرگ R(f
′′
) وقتی دارد. وجود بزرگتری باند پهنای به نياز و شد خواهد کوچک R(f

′′
) کم، خميدگی با

(۱۶ . ۲) رابطه ی از مستقيما نمی توان عمل در متاسفانه بود. خواهد بهينه کم، هموارسازی که است معنی بدين
انتخاب برای روش هايی وجود، اين با است. مجهول R(f

′′
) زيرا کرد استفاده خوب باند پهنای يک انتخاب برای

ببينيد. را (۱۹۹۱) همکاران و واند بيشتر آگاهی برای هستند. R(f
′′
) برآورد بر مبتنی که دارد وجود باند پهنای

می توان اما است، وابسته مجهول چگالی به که است اشکال اين دارای بهينه h برای (۱۶ . ۲) رابطه کلی، به طور
کرد. اتخاذ آن از را مفيدی نتايج

کرنل تابع تغییر اثر بررسی

واقعی چگالی از را بيشتری جعلی جزئيات و شده ناهموارتر کرنل برآورد از حاصل منحنی h کردن کوچک برای
می گردد. چگالی تابع واقعی جزئيات شدن محو باعث و هموار منحنی h کردن بزرگ ازای به و می گذارد نمايش به
اين برای روش چند است برخوردار چگالی برآورد در خاصی اهميت از مناسب هموارسازی پارامتر انتخاب لذا،
،(۱۲LSCV) دوم توان های کمترين متقابل اعتبارسنجی نرمال، توزيع به مراجعه ذهنی، انتخاب دارد: وجود انتخاب
به ۳ فصل در جای گذاری. و (۱۴BCV) اريب متقابل اعتبارسنجی ،(۱۳MCV) تصحيح شده متقابل اعتبارسنجی

می                                                                 پردازيم. هموارساز                 ی پارامتر انتخاب روش های مقايسه و بررسی
بيشتر در تقريبا می کنيم. بررسی چگالی تابع برآورد بر را K کرنل تابع شکل اثر بخش اين در ادامه، در
که داد نشان (۱۹۹۸) کلاين۱۵ می شود. گرفته نظر در نرمال توزيع مانند متقارن و مدی تک چگالی يک K موارد،

۱۲Least squares cross validation
۱۳Modified cross validation
۱۴Biased cross validation
۱۵Cline
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غيرمجاز نکند، صدق بودن مدی تک و تقارن شرط دو در که کرنل هايی اساس بر که چگالی تابع برآوردگرهای
تابع يک عنوان به می توانند بنابراين و هستند مدی تک و متقارن که دارند وجود زيادی توابع مطمئنا هستند.
به پاسخ برای کرنل هاست؟ ساير از بهتر خاص، شکل يک با کرنلی از استفاده آيا که است اين سوال باشند، کرنل
صورت های بين در بهتر مقايسه های انجام به منجر که می کنيم بررسی را کرنل شده ی مقياسی صورت سوال، اين

می شود. کرنل ها مختلف
آن گاه جايگذاری کنيم، (۱۵ . ۲) فرمول در را ،(۱۶ . ۲) رابطه ی ايده آل، باند پهنای فرمول اگر

MISE ≈ ۵
۴C(K)R(f

′′
)

١
۵n− ۴

۵

می شود: محاسبه زير صورت به C(K) آن در که

C(K) =
(
µ٢

٢
) ٢

۵R(K)
۴
۵

گونه ای به K کرنل بايد بنابراين است. وابسته کرنل تابع به C(K) عبارت تنها می شود مشاهده که همان طور
باشد. داشته را مقدار کمترين C(K) که شود انتخاب

می آيد. به دست کرنل تابع برای (د) و (ج) شرط های به نسبت C(K) کردن کمينه با بهينه کرنل تعيين مسئله ی
باشد: زير به صورت می تواند بهينه کرنل که دادند نشان (۱۹۵۶) لهمن۱۶ و هاج

Ka(x) =
٣
۴

(
١ − x٢

۵a٢

)
/
(√

۵a
)
I{|X|<

√
۵a}

ساده ترين ،a٢ = ١
۵ ازای به است. نشان گر تابع يک I(·) و مقياس پارامتر برای دلخواه عدد يک a آن در که

می دهيم. نمايش K∗ با را آن اين جا در و است اپانيچکوف کرنل تابع همان که می آيد به دست Ka(x) شکل
می کنيم تعريف زير به صورت K∗ به نسبت را K دلخواه کرنل }کارآيی

C(K∗)

C(K)

}۵/۴
(۱۷ . ۲)

را وزنی دو کرنل مثال عنوان به است. آمده ۱ . ۲ جدول در شده معرفی کرنل های کارايی مقادير ،۲ . ۲ جدول در
کرنل از استفاده با برآورد که است معنی بدين اين و است شده محاسبه ٠٫٩۵ کرنل اين کارآيی بگيريد. نظر در

کنيم. استفاده K کرنل ازای به داده ها ٩۵٪ از که می دهد نتيجه را MISE کمينه همان اپانيچکوف،
برای حتی نزديکند. يک به همگی شده داده نشان های کارائی که است اين ۲ . ۲ جدول در توجه قابل نکته
نکته اين درنتيجه است. ٠٫٩٣ حدوداً مقدار اين ، شود می استفاده ساده برآوردگر ساختن برای که مستطيلی کرنل
خطای دوم توان ميانگين معيار اساس بر کرنل ها بين انتخاب قدرت در اندکی بسيار تفاوت که شود می استنباط
مورد مشتق پذيری درجه مانند ديگری ملاحظات است بهتر مناسب کرنل انتخاب برای بنابراين دارد. وجود تجمعی

شود. استفاده محاسبات در آن پيچيدگی ميزان يا تکيه گاه بودن نامتناهی يا متناهی نياز،
را (۷ . ۲) رابطه ی در f١ نرمال آميخته ی توزيع مجددا کرنل، انتخاب تاثير عدم مورد در بيشتر وضوح برای
ازای به را توزيع اين از تصادفی داده ی ۱۰۰۰ کرنل برآورد ترتيب به (ب)، و (الف) ۵ . ۲ نمودار بگيريد. نظر در

هستند. يکسان برآورد، دو تقريبا که می شود ملاحظه می دهد. نشان نرمال و اپانيچکوف کرنل های
۱۶Hodge and Lehma n
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(اپانيچکوف) بهينه کرنل با مقايسه در کرنل چندين کارآيی :۲ . ۲ جدول
کارايی µ٢(K) R(K) کرنل

١٫٠٠٠ ١
۵

٣
۵ اپاچنيکوف

٠٫٩٩۴ ١
٧

۵
٧ وزنی) (دو چهارم توان

٠٫٩٨٧ ١
٩

٣۵٠
۴٢٩ وزنی سه

٠٫٩۵١ ١ ١√
٢π نرمال

٠٫٩٨۶ ٣۵
٢۴٣

١٧۵
٢۴۴٧ مکعبی سه

٠٫٩٣٠ ١
٣

١
٢ يکنواخت
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متفاوت کرنل های با چگالی تابع برآورد :۵ . ۲ شکل





٣ فصل

باند پهنای تعیین روش های

مقدمه ٣ . ١

.(۲۰۱۱ (توروست۱، می باشد کرنل روش به چگالی برآوردگر ساخت در مرحله دشوارترين باند، پهنای انتخاب
هر به را احتمال بيشترين کرنل، و می دهد نتيجه را کوچک استاندارد انحراف يک ،h برای بزرگی مقدار انتخاب
فشرده۲ به صورت داده ها و بوده بزرگ نمونه اندازه ی که است مناسب هنگامی انتخاب اين می دهد. نسبت نقطه
در را بيشتری احتمال های کرنل و می شود بزرگ استاندارد انحراف يک به منجر کوچک، h باشند. شده پخش
و باشد کوچک نمونه اندازه ی که می شود استفاده وقتی روش اين از می کند. گسترده نقطه يک همسايگی مقادير

باشند. شده گسترده تنک۳ به صورت داده ها
برآورد از که است هدفی تحت تاثير هميشه مناسب، باند پهنای انتخاب که شود گرفته نظر در نکته اين بايد
و مدل ها کردن پيشنهاد منظور به داده ها کردن جو جست و  چگالی، برآورد هدف اگر می شود. استفاده چگالی
خواهد مناسب کاملا باند پهنای انتخاب در ذهنی۴ روش های از استفاده احتمالا آن گاه است، مختلف فرضيه های
خصوص در بصری لحاظ از و چشم با می توان می شود، استفاده نتايج دادن نشان برای چگالی برآورد از وقتی بود.

داد.  نظر ناهمواری مورد در نمی توان راحتی به اما نمود اظهارنظر همواری
مبتديان برای داريم. نياز هموارسازی پارامتر از خودکار۵ انتخاب يک به بسياری موارد در وجود، اين با
اوليه و شروع نقطه ی يک به عنوان می تواند مورد هر در خودکار انتخاب يک و است بهتر خودکار کاملا روش های

باشد. ذهنی پيشنهاد های از دنباله يک برای
داده های مجموعه از قسمتی عنوان به يا بزرگ داده های مجموعه روی منظم به صورت چگالی برآورد اگر
نسبت «خودکار» واژه ی از استفاده است. ضروری کاملا خودکار روش يک از استفاده آن گاه رود، به کار بزرگ
است. مطلوب تر دارند، پارامترها کنترل برای صريحی مقدار کردن مشخص به نياز که روش هايی برای «ذهنی» به

۱Torosset
۲Tightly
۳Sparse
۴Subjective methods
۵Automate
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فرضيه های به نسبت را کافی اطلاعات کاربر است ممکن که است مواجه مشکل اين با باند پهناهای انتخاب فرآيند
باشد. نداشته پيشين

می باشد، ذهنی انتخاب که اول روش به جز می شود. بيان هموارسازی پارامتر انتخاب روش چند فصل اين در
اشاره آن به جلوتر که همان طور هستند. هموارسازی پارامتر انتخاب برای خودکار روش های ديگر روش های
از هدف اگر می شود. انجام آن منظور به چگالی برآورد که دارد هدفی به بستگی مناسب روش انتخاب شد،
هموارسازی پارامتر انتخاب معمولاً باشد داده ها برای مناسب الگويی ارائه ی و داده ها در کنکاش چگالی برآورد
انتخاب در خودکار روش يک که است لازم موارد بعضی در ولی بود خواهد مطلوب و مناسب ذهنی صورت به
تر کننده راضی تجربه بی کاربران برای ترديد بی خودکار های روش باشيم. داشته اختيار در هموارسازی پارامتر
در آن نتيجه ی که استفاده شود ديگر کارهای مابين کاری عنوان به چگالی برآورد از اگر همچنين و بود خواهند
مطالب است. ضروری هموارسازی پارامتر انتخاب برای خودکار روش يک باشد، نياز مورد نيز بعد های قسمت

می باشند. (۲۰۱۳) همکاران و حيدرنيک و (۱۹۸۶) سيلورمن از برگرفته عمدتا فصل، اين

باند پهنای تعیین روش های ٣ . ٢

به کاربرد و تئوری در مطلوبی نتايج تواما که نشده ارائه باند پهنای تعيين برای مناسبی روش هيچ هنوز تاکنون
انجام باند پهنای انتخاب موجود روش های بهبود جهت در زيادی تحقيقات راستا، اين در و باشد داشته همراه

است. گرفته
و جای گذاری (الف) کلی دسته ی دو به شده برده به کار روش اساس بر باند پهنای انتخاب روش های معمولا
توسط اخيرا که آن ها ترکيب هم چنين و روش ها اين از يک هر ادامه در می شوند. تقسيم متقابل اعتبارسنجی (ب)

می شود. مطرح تفصيل به است، شده معرفی (۲۰۱۳) همکاران و حيدرنيک

جای گذاری روش ٣ . ٢ . ١

با را مجهول پارامتر باشد، مجهول پارامتر يک شامل عبارتی اگر است، مشخص روش اين نام از که همان  طور
که همان طور بگيريد. نظر در را hopt آوردن به دست برای ،(۱۶ . ۲) رابطه ی می کنيم. جای گذاری برآوردگر، يک
hopt بهينه باند پهنای به دستيابی برای می توان است. R(f

′′
) مجهول کميت شامل رابطه، اين می شود، ملاحظه

به روش ها اين آورد. به دست آن اساس بر را R(f
′′
) و نمود جای گذاری را f مختلفی، روش های از استفاده با

نيز روش ها اين شد. معرفی (۱۹۸۶) سيلورمن توسط بار اولين که می شوند شناخته آلوده۶» و «سريع روش های
بيشينه۸. هموارسازی اصل (ج) سرانگشتی۷، قاعده ی (ب) ذهنی، انتخاب (الف) می گيرند: قرار دسته بندی سه در

ذهنی انتخاب
تطبيق بيش ترين که است برآوردی انتخاب و نمودار چند رسم هموارسازی، پارامتر انتخاب برای طبيعی روش يک

۶Quick and dirty methods
۷Rule of thumb
۸Maximum Smothness Principle
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بالا، تصوير باند: پهناهای نيويورک، ايالت دربوفالو برف بارش سالانه ی داده های برای کرنل برآورد :۱ . ۳ شکل
.h = ١٢ پايين: تصوير و h = ۶

در مثال، به عنوان است. رضايت بخش کاملا رهيافت، اين کاربردی، موارد از بسياری در دارد. اوليه ايده های با را
می شود. استفاده داده ها توصيف برای پاراتو توزيع از اقتصادی، پديده های از بسياری

شناخت و بينش به منجر است ممکن شده اند، هموار متفاوتی مقادير با که داده ها از نمودار چندين کردن رسم
انتخاب خودکار به طور که باندی پهنای يک از استفاده با منحنی يک زمانی که با مقايسه در داده ها به نسبت بيشتری

شود. است، آمده به دست شده،
برآوردها، اين برای شده گرفته نظر در داده های بگيريد. نظر در را ۱ . ۳ شکل در برآورد مثال، يک به عنوان
را ١٩٧٢/٧٣ تا ١٩١٠/١١ سال از زمستان ۶٣ برای نيويورک بوفالو، در اينچ) حسب (بر برف ريزش ميزان
هموارسازی پارامتر تغيير که برمی آيد چنين اين ۱ . ۳ نمودار از .(۱۹۸۶ سيلورمن، از شده (برگرفته می دهد نشان
توزيع يک سه مدی، منحنی يک يا نرمال کاملا توزيع يک می شود. داده ها برای ممکن تفسير دو به منجر اساسا
مناسبی پيشنهادهای می تواند شده اند مخلوط ١ و ٣  ،١ به نسبت های تقريبا که می دهد نشان را جامعه از آميخته
که ندارد وجود آماره ها برای مفيدی وسيله ی هيچ فرضيه ها، و مدل توليد برای به ويژه بسياری، اهداف در باشند.
مرحله ی يک ۱ . ۳ نمودار با شده پيشنهاد مدل دو بين انتخاب يک کند. حمايت مختلف زمينه های در را دانشمندان

شود. گرفته نظر در می تواند که هست ممکنی تفسيرهای از زيادی تعداد بين از پيشرو مفيد خيلی
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استاندارد توزیع یک به مراجعه
رابطه ی در R(f

′′
) عبارت مقدار تا توزيع هاست از استاندارد خانواده ی يک از استفاده طبيعی و ساده رهيافت يک

به متعلق ،f مجهول چگالی فرضيه ) يک عنوان به يا ) می دانيم کنيد فرض مثال، عنوان به کند. تعيين را (۱۶ . ۲)
صورت اين در باشد. σ٢ واريانس و صفر ميانگين با نرمال توزيع های خانواده ی

R(f
′′
) = σ−۵

∫
{ϕ′′(x)}٢

dx

= σ−۵ ٣
٨π

− ١
٢ ≈ ٠٫٢١٢σ−۵ (۱ . ۳)

است. x به نسبت استاندارد نرمال چگالی تابع دوم مشتق ϕ′′
(x) آن در که

عبارت به جای (۱ . ۳) رابطه ی جای گذاری با بهينه باند پهنای ،(۱۶ . ۲) رابطه ی در نرمال کرنل گرفتن نظر در با
با: است برابر R(f

′′
) مجهول

hopt = (۴π)− ١
١٠

(٣
٨π

− ١
٢

)− ١
۵
σn− ١

۵

=

( ۴
٣n

) ١
۵
σ = ١٫٠۶σn− ١

۵ (۲ . ۳)

روش های فلسفه ی خلاف بر آيا نرمال توزيع کردن فرض که است اين شود مطرح اين جا در است ممکن که سوالی
آن چگالی می توان است، شده توزيع نرمال به طور X که بدانيم اگر واقع، در نيست؟ چگالی برآورد ناپارامتری
واريانس با را σ٢ و نمونه ميانگين با را µ به سادگی کافيست منظور بدين کرد. برآورد کاراتر و ساده تر بسيار را

کرد. جای گذاری نرمال توزيع چگالی فرمول در را برآوردها اين و کرد برآورد نمونه
انتخاب برای کاربردی و صريح فرمول يک می آيد به دست نرمال فرضيه ی گرفتن نظر در با روش اين در آن چه
آن گاه باشد، چنين اگر خير. يا است شده توزيع نرمال به طور X آيا که نمی دانيم کاربرد، در است. باند پهنای
اگر صورت، اين در باشد، نشده توزيع نرمال صورت به اگر اما می دهد. نتيجه را بهينه باند پهنای ،(۱۶ . ۲) رابطه ی
(۱۶ . ۲) رابطه ی از آمده به دست hopt آن گاه باشد، نداشته فاصله مرجع۹) (توزيع نرمال توزيع از خيلی X توزيع
(۲ . ۳) رابطه ی از که hای دليل، اين به ندارد. چندانی فاصله ی بهينه باند پهنای از که می دهد نتيجه را باندی پهنای
با و متقارن کاملا تک مدی، توزيع های همه ی برای منطقی نتايج سيلورمن، سرانگشتی قاعده ی می آيد، به دست

می دهد. ارائه باريک دم های
برای مناسب برآوردگر يک انتخاب بنابراين و است σ معيار انحراف است، مجهول (۲ . ۳) رابطه ی در آن چه
معيار انحراف می تواند معيار انحراف برای معمولی برآوردگر يک است. برخوردار بسزايی اهميت از معيار انحراف

ديگر، به عبارت باشد. نمونه

σ̂ =

√√√√ ١
n− ١

n∑
i=١

(xi − x̄)٢

با است برابر حالت اين در hopt بنابراين و

ĥrot = ١٫٠۶σ̂n− ١
۵ (۳ . ۳)

۹Refrence distribution
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نباشد) حساس پرت داده های به نسبت (که تنومند۱۰ برآوردگر يک ازای به باند پهنای انتخاب برای بهتری نتايج اما
است. اساسی مسئله ی يک پرت، داده های به نسبت روش اين حساسيت واقع، در می آيد. به دست پراکندگی از
پهنای از بزرگتری برآورد به نتيجه در و آيد به دست σ از بزرگی برآورد می شود باعث به تنهايی پرت داده ی يک
به  ميان چارکی۱۱ دامنه ی اساس بر معيار انحراف تنومند برآوردگر می کنيم. پيدا دست چگالی تابع برآورد در باند

می آيد. به دست زير صورت
R = X[٠٫٧۵n] −X[٠٫٢۵n]

(X[٠٫٢۵n]) اول چارک و (X[٠٫٧۵n]) سوم چارک اساس بر نمونه ميان چارکی دامنه ی به سادگی ديگر، عبارت به
می آيد. به دست

،X ∼ N(µ, σ٢) اگر که می دانيم است، شده گرفته نظر در نرمال داده ها واقعی توزيع اين که به توجه با
مجانبی، به طور بنابراين و Z = X−µ

σ
∼ N(٠,١) آن گاه

R = X[٠٫٧۵n] −X[٠٫٢۵n]

=
(
µ+ σZ[٠٫٧۵n]

)
−
(
µ+ σZ[٠٫٢۵n]

)
= σ

(
Z[٠٫٧۵n] − Z[٠٫٢۵n]

)
≈ σ (٠٫۶٧ − (−٠٫۶٧)) = ١٫٣۴σ

بنابراين، و

σ̂ =
R

١٫٣۴ (۴ . ۳)

داريم: ،(۲ . ۳) رابطه ی در (۴ . ۳) رابطه ی جای گذاری با

ĥrot = ١٫٠۶
(

R

١٫٣۴

)
n− ١

۵ ≈ ٠٫٧٩Rn− ١
۵ (۵ . ۳)

کرد ترکيب هم با را (۴ . ۳) و (۳ . ۳) روابط سيلورمن، سرانگشتی قاعده ی از بهتری نتايج به دستيابی برای می توان
کرد. بيان hopt به دستيابی برای را زير رابطه ی و

ĥrot = ١٫٠۶min

{
σ̂,

R

١٫٣۴

}
n− ١

۵ (۶ . ۳)

باشد نرمال واقعی، چگالی اگر به خصوص دارند خوبی نتايج کاملا (۲ . ۳) رابطه ی حتی و (۶ . ۳) رابطه ی از استفاده
باشد)، چندمدی مثال، (به عنوان باشد داشته فاصله نرمال از واقعی چگالی اگر شد، اشاره قبلا که همان طور اما

شود. گمراه کننده ای نتايج به منجر باند پهنای انتخاب برای روش اين از استفاده است ممکن آن گاه
هموار بیش باند پهنای انتخاب

جزئيات نتيجه در می شود بيشتری همواری دچار چگالی تابع برآورد نمودار ،h شدن بزرگ با می دانيم که همان طور
کردن کوچک و باند پهنای بالای حد گرفتن نظر در با پس می شود. گرفته ناديده چگالی تابع از بيشتری واقعی

کرد. پيدا را مناسب تر باند پهنای می توان امکان حد تا آن
۱۰Robust
۱۱Interquantile range
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می شود. استفاده انتخاب گر يک مطلوب AMISE بالای کران از معمولاً ماکزيمم همواری يا بيش هموار در
داريم σ معيار انحراف با چگالی هايی همه ی برای داد نشان (۱۹۹۰) ترل

hopt ≤
[٢۴٣R(K)

٣۵n(σ٢
K)

٢

] ١
۵
σ

R(K) =
∫
K٢(x) d(x) آن در که

می آيد. به دست B(۴,۴) بتای يا سه وزنی چگالی با مذکور عبارت بالای کران
می شود. حاصل زير به صورت بيش هموار باند پهنای انتخاب بنابراين

ĥos =

[٢۴٣R(K)

٣۵n(σ٢
K)

٢

] ١
۵
s

باشيم داشته باند پهنای برای عالی ذهنی انتخاب می توان ĥos از استفاده با است. نمونه معيار انحراف s آن در که
می کنيم بيان را مثالی ادامه در می باشد. ĥos باند پهنای از استفاده با نمودار رسم معقول گرافيکی روش يک و
فوران زمان داده های مجموعه از هستيم. تابع همواری ميزان در تغيير شاهد باند پهنای متوالی تقسيم با آن در که
(الف) ،۲ . ۳ شکل در است. شده استفاده برآورد برای (۱۹۸۶ (سيلورمن، يلوستون ملی پارک در آبفشان ۱۰۷
مدی دو شکل اين در مهم نکته ی است شده انجام ĥos = ٠٫۴۶٧ با گوسی کرنل از استفاده با چگالی تابع برآورد
با می باشد. دقيقه ۴٫٢ و دقيقه ١٫٩ حدود در دسته ها مرکز و می باشد آن بودن بيش هموار مبين که است آن بودن
اما کرد مشاهده را مدی دو ساختار حفظ می توان ĥos

٢ از استفاده با (ب) ،۲ . ۳ شکل در باند پهنای دادن کاهش
شکل در است. بيشتری تقسيمات به احتياج نمايی دو حالت رفع برای کرد خواهيم مشاهده (ج) ،۲ . ۳ شکل در

با (د) ،۲ . ۳ شکل در می باشد. داده ها توزيع بودن مدی ۵ آن ره آورد که است شده استفاده ĥos

۴ از (ج) ،۲ . ۳

می باشد. آبفشان فوران زمان برای ذهنی از دور مدل که می شود همواری کاهش دچار برآورد ĥos

۵ از استفاده
را داده ها تغييرات و می باشد داده ها برای نمايش بهترين (ب) شکل ،۲ . ۳ شکل در شده ارائه مدل های بين در

می دهد. نشان بهتر
نزديک هم به مفهوم در و هستند انحراف معيار بر مبتنی بيش هموار و گوسی توزيع باند پهنای انتخاب گرهای

می باشند.
.CV و ساده جای گذاری از ترکيبی و CV و جای گذاری روشهای بر داشت خواهيم مروری ادامه در

می گيريم، نظر در را مستقل مشاهدات فقط اولاً می گيريم: نظر در را زير محدوديت های بررسی ها، ادامه  در
نمايش L٢ با باشد (X٢ −X١)

٢ فاصله اندازه گيری معيار (اگر گيريم می نظر در را L٢ بر مبتنی روش های دوماً
مرزی۱۲را مشکل و مسئله سوماً می شود) داده نمايش L١ با باشد |X٢−X١| اندازه گيری معيار اگر و می شود داده
روی بر ترجيحاً ما است. سخت باند پهنای انتخاب مشکلات با شدن ترکيب چگونگی بيان چون نمی  کنيم بيان
از عريضی محدوده ی همواری صحيح درجه می شويم. متمرکز هموار چگالی های و مناسب و کوچک نمونه های
که کنيد توجه هستند. مستثنی پرنوسان و نوک تيز توابع اما می کند پنهان پژوهشی ناحيه ی هر در را مشکلات
اصلی انتقاد شوند. حل داده ها تغيير با مشکلات بايد که است معلوم اين باشد. کرنل ها عهده به نبايد اخير مشکلات

۱۲Boundary
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(الف) ازای به (۱۹۸۶ (سيلورمن، يلوستون ملی پارک آبفشان فوران داده های برای چگالی تابع برآورد :۲ . ۳ شکل
hos/۵ (د) و hos/۴ (ج) ،hos/٢ (ب) ،hos = ٠٫۴۶٧

به منجر (CV) متقابل اعتبارسنجی کرد: خلاصه زير موارد در می توان را انتخاب روش های کلاس دو مورد در
از امکان پذير متغير کوچکترين (اغلب است کم آن پايداری بزرگ داده های مجموعه برای و می شود کم۱۳ همواری
نمونه به طور و است راهنما اطلاعات به وابسته جای گذاری که حالی در می شود) انتخاب باند ها پهنای همه ی بين
روی زير مفروضات از مجانبی نظريه مورد در حکم تعدادی ايجاد برای می کند. کار بد کوچک نمونه های برای

می کنيم. استفاده آنها چگالی و کرنل ها

مشتق پذير و متقارن صفر حول و بوده R روی بر فشرده تکيه گاه با چگالی تابع دارای K کرنل :A١ فرضیه ی
دارد) وجود K ′ آن، اول (مشتق است

µl(K) =
∫
ulK(u)du آن در که µ٢(K) < ∞ :A٢ فرضیه ی

۱۳Undersmoothing
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f ′′ و بوده انتگرال پذير و کران دار f ′′ و f ′ و مشتق پذير دوم مرتبه تا است کران دار f چگالی :Aفرضیه ی٣
است پيوسته يکنواخت بطور

محدود را انتخاب روش های شبيه سازی مطالعه در کرد. خواهيم اصلاح را بالا شرايط ما روش ها از تعدادی برای
استفاده برای اصلی انگيزه که باشيد داشته نظر در کرد. نخواهيم استفاده بالاتر۱۴ مرتبه کرنل های از و کرد خواهيم
که مهم اشکال هرچند است. بالاتر مجانبی همگرايی (نرخ) سرعت در نظری برتری بالاتر مرتبه کرنل های از
۱۹۹۴ (مارون، می شود منفی چگالی برآورد بنابراين که است منفی وزن های می برد بين از را آنها کاربردی قابليت
مارون، و (هال است کوچکتری مجانبی واريانس دارای CVهمواره با مقايسه در جای گذاری روش ببينيد). را
پهنای انتخاب گر که است بعيد موجود معلومات به توجه با است. بزرگتر اريبی دارای اغلب اما ببينيد) را ۱۹۸۷a
توضيح (۱۹۹۲) جانستون و هال اگرچه باشد. داشته وجود جای گذاری روش های از بهتر مجانبی خواص با باندی

بياورند. عملی مثال نتوانستند دارند، وجود علمی فرض لحاظ از روش هايی چنين که دادند
hای باند پهنای نشان دهنده ی ترتيب به h٠ و ĥ٠ کنيد فرض جای گذاری، متفاوت روش های ارائه از قبل

می کنند. کمينه را MISE(h) = MISE(f̂h(x)) و ISE(h) = ISE(f̂h(x)) به ترتيب که باشند

مارون و پارک جای گذاری روش 

برآوردگر گرفت، نظر در (۱۶ . ۲) رابطه در R(f
′′
) مجهول عبارت جای گذاری برای می توان که ديگری روش

است. زير ناپارامتری
f̂ ′′

g(x) =
١
ng٣

n∑
i=١

K ′′
(
x−Xi

g

)
است. پيشين باند پهنای g آن در که

روی مجموع گيری دوبار آن ها همه ی که کرده اند پيشنهاد R(f
′′
) برای برآورد چندين (۱۹۸۷) مارون و هال

برآوردگر می داد. کاهش امکان حد تا را اريبی عامل که کردند پيشنهاد را برآوردگری آنها حقيقت در است. نمونه
است: زير ساختار دارای ها آن

R̂(f ′′) = ∥f̂ ′′
g∥٢

٢ −
١
ng۵∥K

′′∥٢
٢ (۷ . ۳)

می شود حاصل زير به صورت hPM مارون و پارک مجانبی بهينه باند پهنای (۱۶ . ۲) در (۷ . ۳) جايگذاری )با
∥K∥٢

٢

R̂(f ′′)µ٢
٢(K)n

)١/۵

(۸ . ۳)

مارون و پارک در آوريم. به دست را g مناسب باند پهنای يک چگونه که است اين می رسد ذهن به که سوالی
زير به صورت ĥ حسب بر را g رابطه ی طبق است. R̂(f ′′) مجانبی خطای دوم توان ميانگين کمينه ی g ، (۱۹۹۰)

می آوريم. به دست

g = C٣(K)C۴(f)ĥ
١٠
١٣ (۹ . ۳)

۱۴Higher-order Kernel
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حل با بهينه (g, hPM) است. f سوم و دوم مشتق شامل C۴(f) و K پيچش و چهارم مشتق شامل C٣(K)که
بهينگی که است OP (n

− ۴
١٣ ) مرتبه ی از h٠ به همگرايی نرخ می آيد. به دست (۹ . ۳) و (۸ . ۳) فرمول دو عددی

ببينيد). را ۱۹۹۱ مارون، و (هال دارد √n به نسبت کمتری

جونز۱۵ و شیتر جای گذاری، روش

(۱۹۹۰) مارون و پارک شبيه ايده ای از آنها است. (۱۹۹۱) جونز و شيتر باند پهنای پراستفاده، روش های از يکی
دست يابی مانع بنابراين و کردند جايگزين آن اريب نوع با را R(f

′′
) برآوردگر که تفاوت اين با کردند استفاده

نتيجه ی به منجر (۷ . ۳) در غيرتصادفی جمله ی کردند بيان آنها شدند. (۷ . ۳) رابطه ی در R̂(f ′′) منفی برآورد به
که بود به گونه ای g (اوليه) پيشين برآوردگر انتخاب آنها ايده ی می شود. R̂(f ′′) برآوردگر اريبی مورد در مثبت
مثبت هميشه عبارت با را R(f̂ ′′) آنها نتيجه در کند. تعديل را بااريبی عبارت تاثير هموارسازی، منفی اريبی

کردند برآورد زير رابطه ی با را g پيشين باند پهنای و کردند برآورد R(f̂
′′
g )

g = C(K,L)

(
∥f ′′∥٢

٢
∥f ′′′∥٢

٢

) ١
٧

h
۵
٧

وابسته اوليه برآورد در لازم کرنل K هم چنين و R(f
′′
) برآورد در شده استفاده کرنل ،L به C(K,L) آن در که

است، سيلورمن سرانگشتی قاعده ی باند پهنای b و a که R(f
′′

b ) و R(f
′′
a ) با R(f

′′′
) و R(f

′′
) سپس است.

که دارد را n− ۵
١۴ همگرايی نرخ آنها پيشنهادی باند پهنای که دادند نشان (۱۹۹۱) جونز و شيتر شوند. جای گذاری

همکاران و جونز واقعی، داده های از مثال يک در می کند. رفتار (۱۹۹۰) مارون و پارک پيشنهادی روش از بهتر
بدون بنابراين، دارد. مارون و پارک باند پهنای به شبيه رفتاری آنها پيشنهادی برآوردگر که شدند متوجه (۱۹۹۱b)
بالاتری هزينه ی محاسباتی لحاظ از اما شد خواهد بهتر همگرايی نرخ اندکی شود، وارد کارآيی در خللی اينکه

است. (۱۹۹۱) همکاران و جونز باند پهنای از (ساده تری) باند پهنای ĥSJ داشت. خواهد

روش جای گذاری تکمیل

می شود رد آسانی به (۷ . ۳) رابطه ی در R̂(f ′′) برآوردگر کوچک، بهينه باند پهنای و کوچک نمونه های برای
به نهايی نتيجه باشد. دشوار واقعاً کاربردی لحاظ از است ممکن (g, hPM) برای عددی حل کردن پيدا همچنين
وجود بعدی دو متناهی نمونه های مسئله برای موضعی ماکزيمم چندين است ممکن و دارد بستگی توقف قاعده ی
پهنای از ابتدا در که می شود پيشنهاد آسان و سريع پاسخ ارائه ی و مشکلات اين از دوری برای باشد. داشته
برآورد در وزنی) (دو چهارم توان کرنل شود. استفاده نرمال کرنل های برای سيلورمن سرانگشتی قاعده ی باند
رابطه ی برای پيشين g يک عنوان به زير رابطه ی راستا اين در است. اپاچنيکوف کرنل شبيه حدی تا دوم مشتق

می گردد (۳ . ۷)پيشنهاد
g = hrot

٢٫٠٣۶٢
٠٫٧٧۶۴n

١
۵−

١
٩

است. شده تعريف (۶ . ۳) رابطه ی در ،hrot آن در که
۱۵Jones and Sheather
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ديگر برتری می شود. محاسبه R(f
′′
) بنابراين و شده f دوم مشتق منطقی برآورد به منجر باند پهنای اين

آيد. به دست سريع تر نسبتا پيشين g که است اين آن،

چگالی برآورد در متقابل اعتبارسنجی روش های ٣ . ٢ . ٢

اميد جمله، دومين و شود، محاسبه شده برآورد تابع اساس بر می تواند جمله اولين ظاهراً (۹ . ۲) فرمول به توجه با
توجه ندارد. بستگی باند پهنای به زيرا شود گرفته ناديده می تواند جمله، سومين و است f̂h(X) متغير رياضی
مناسب است) وابسته Xi به f̂h) f̂h ضمنی وابستگی دليل به ١

n

∑n
i=١ f̂h(Xi) با Ef̂h(X) برآورد که کنيد

پيشنهاد قسمت دومين برآورد در اساسی به طور (CV) متقابل اعتبارسنجی مختلف برآوردگرهای بنابراين نيست.
است. شده

(۱۶LSCV) دوم توان کمترین متقابل سنجی اعتبار ٣ . ٢ . ٣

در است. سازی هموار پارامتر انتخاب در خودکار کاملاً روش يک متقابل اعتبارسنجی دوم توانهای کمترين روش
که را R(f̂) کميت که است h از انتخابی با معادل ISE کردن کمينه هدف با باند پهنای انتخاب ايده ی روش، اين

کند: کمينه را است شده تعريف زير در

R
(
f̂
)
=

∫
f̂٢(x)dx− ٢

∫
f̂(x)f(x)dx

حسب بر آن کردن کمينه سپس و داده ها خود از استفاده با R
(
f̂
)

برای برآوردی ساختن روش اين اصلی ايده ی
حذف نمونه از را Xi فقط می کنيد برآورد را f(Xi) هنگامی که که است صورت بدين کلاسيک رهيافت است. h

ديگر، به عبارت دهيد؛ نمايش f̂−i(Xi) نماد با را آن و بناميد جک نايف۱۷ برآوردگر را آن و کنيد

f̂−i(x) =
١

(n− ١)h
∑
j ̸=i

K

(
x−Xj

h

)
می دهيم: قرار حال

CV(h) =

∫
f̂٢(x)dx− ٢

n

∑
i

f̂−i(Xi)

رياضی اميد می کند. کمينه h به نسبت را CV دوم،  توان های کم ترين روش دارد. بستگی داده ها به تنها CV مقدار
می شود: محاسبه زير صورت به CV

E(CV(h)) = E

[∫
f̂٢(x)dx

]
− ٢E

[
١
n

∑
i

f̂−i(Xi)

]
(۱۰ . ۳)

نوشت: می توان Xiها بودن هم توزيع به باتوجه

E

[
١
n

∑
i

f̂−i(Xi)

]
=

١
n

∑
i

E
[
f̂−i(Xi)

]
۱۶Least squares cross-validation
۱۷Jack-knife estimator
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=
١
n

(
nE
[
f̂−n(Xi)

])
= E

[
f̂−n(Xn)

] (
= E

[
f̂−١(X١)

]
= · · · = E

[
f̂−(n−١)(Xn−١)

])
=

∫
f̂−n(x)f(x)dx

نوشت می توان دوگانه رياضی اميد خاصيت اساس بر آن جايی که از

E(X) = EE(X|Y )

= E

∫
xf(x|y)dx

Ef̂−n(Xn) = E
[
Ef̂−n(Xn)|f̂−n(x)

]
= E

∫
f̂−n(x)f(x)dx

داريم نتيجه در

E(CV (h)) = E

[∫
f̂٢(x)dx

]
− ٢E

[∫
f̂(x)f(x)dx

]
= E

(
R
(
f̂
))

(۱۱ . ۳)

داشت: خواهيم MISE در جايگذاری با حال

MISE = E
(
R
(
f̂
))

+

∫
f٢(x)dx

= E (CV (h)) +

∫
f٢(x)dx (۱۲ . ۳)

∫
f٢(x)dxجمله ی چون است، خطا دوم توان انتگرال ميانگين برای نااريب CVبرآوردگر (h)+

∫
f٢(x)dx لذا

توان انتگرال ميانگين کردن مينيمم با معادل h حسب بر E [CVh(h)] کردن مينيمم نتيجه در ندارد h به بستگی
هموار پارامتر برای را خوبی انتخاب CVh کردن مينيمم می رود انتطار چرا که می دهد نشان اين و است خطا دوم

می آيد به دست زير رابطه ی از که باشد LSCV کمينه کننده ی ĥCV کنيد فرض ادامه در دهد. ارائه سازی

ĥCV = argminCV (h) (۱۳ . ۳)

آن در که

min
h

CV (h) = min
h

(∫
f̂٢
h (x)dx− ٢

n

n∑
i=١

f̂−i(Xi)

)
:A3 تا A1 فرضيه های تحت داد نشان (۱۹۸۴) استون۱۸

ISEĥCV

ISEĥ٠

a.s.→ ١

۱۸Stone
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وابسته اند، K و f به فقط که c و σ مقادير با و A٢ تا A١ فرضيه های تحت (۱۹۸۷) مارون و هال وجود، اين با
کردند: ارائه زير به صورت را ĥCV مجانبی توزيع

n
٣

١٠

(
ĥCV − ĥ٠

)
→ N(٠, σ٢c−٢)

n
(

ISE(ĥCV )− ISE(ĥ٠)
)
→ ١

٢σ
٢c−١χ٢

١ (۱۴ . ۳)

استفاده دوم توان های کمترين متقابل اعتبارسنجی روش از ساده، کاربرد و بديهی تعريف خاطر به بسياری افراد
زياد نمونه اندازه ی که زمانی در حتی است، پايداری و ثبات فقدان است، وارد روش اين به که انتقادی می کنند.
j ̸= i مشاهدات از بسياری برای |xi − xj| فاصله اگر اينکه بر مبنی توضيحاتی (۱۹۸۶) سيلورمن باشد.
را مسئله اين دادن رخ (۱۹۹۱a) چيو کرده اند. ارائه دهد، رخ است ممکن اتفاقی چه باشد، کوچک خيلی
شود. آورده به دست زيادی گره های است ممکن حالت، اين در داد. قرار بررسی مورد شده گرد داده های با

.(∀i ̸= j, xj ̸= xi)

اریب متقابل اعتبارسنجی

فرمول در R̂(f ′′) آن، برآوردگر با R(f ′′) کردن جايگزين (BCV) اريب۱۹ متقابل اعتبارسنجی روش هدف
می آيد به دست زير به صورت که می باشد (۱۴ . ۲) رابطه ی مجانبی، AMISE

R̂(f ′′) = R(f̂ ′′)− ١
nh۵R(K ′′)

=
١
n٢

∑∑
i̸=j

(K ′′
h ∗K ′′

h)(Xi −Xj) (۱۵ . ۳)

است. پيچش نماد ∗ و بوده K دوم مشتق K ′′
(.) آن در که

محاسبه ی برای
BCV (h) =

R(K)

nh
+

١
۴h

۴(σ٢
K)

٢R̂(f ′′)

آيد. به دست زير به صورت می تواند f ′′ برآورد يک ،(۱۶ . ۲) رابطه ی در

f̂ ′′
g (x) =

١
ng٣

n∑
i=١

K ′′
(
x−Xi

g

)
آيد. به دست مطلوب به طور بايد و است (اوليه) پيشين باند پهنای g آن در که

باند پهنای انتخاب تثبیت

منشا که کرد ارائه CV معيار اساس بر h برای برآوردی (۱۹۹۱a،b) و (۱۹۹۲) چيو مشخصه، تابع اساس بر
با: است برابر تقريبا CV(h) معيار که داد نشان چيو می داد. نشان را تغييرات

١
π

∫ ∞

٠
|ϕ̃(λ)|٢

{
ω٢(hλ)− ٢ω(hλ)

}
dλ+

٢
nh

K(٠) (۱۶ . ۳)

۱۹Biased Cross Validation
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.ω(λ) = ∫ eiλuK(u)du و ϕ̃(λ) = ١
n

∑n
j=١ e

iλxj آن در که
مورد در زيادی اطلاعات شامل که می شود مشخص |ϕ̃(λ)| طريق از اساسا ،CV برآورد در اختلال سهم
يک عنوان به شود. گرفته به کار مشکل اين کاهش برای می تواند MISE و CV معيارهای تفاوت و نيست f
برای ١

n
با را |ϕ̃(λ)|٢ و |ϕ̃(λ)|٢ ≤ ٣/n که گرفت نظر در λيی اولين به صورت را Λ مقدار او جايگزين،

کردند: ارائه را زير برآوردگر نتيجه در کرد. تعريف λ > Λ

ĥST = argmin
h

Sn(h) =

∫ Λ

٠
|ϕ̃(λ)|٢

{
ω٢(hλ)− ٢ω(hλ)

}
dλ

+
١
n

∫ ∞

Λ

{
ω٢(hλ)− ٢ω(hλ)

}
dλ+ ٢πK(٠)/(nh)

=
π

nh
∥K∥٢

٢ +

∫ Λ

٠

{
|ϕ̃(λ)|٢ − ١

n

}{
ω٢(hλ)− ٢ω(hλ)

}
dλ

است. h٠ به همگرا √
n بهينگی نرخ با حتی و ĥST

a.s.−→ ĥ٠ که داد نشان چيو ،ĥST کننده ی کمينه برای
اجتناب برای می شويم. مواجه منفی ريشه های دوم توان با کنيم محاسبه را Λ می خواهيم شبيه سازی در زمانی که

می کنيم. محاسبه را راديکال زير عدد مطلق قدر مسئله، اين از

اصلاح شده متقابل اعتبارسنجی

برای را (MCV)۲۱اصلاح شده متقابل اعتبارسنجی ،CV کردن کمينه جای به کرد پيشنهاد (۱۹۹۲) استوت۲۰
آن در که کنيم کمينه h مناسب پهنای تعيين

ĥMCV = min
h

MCV (h)

=

∫
f̂٢
h (x)dx− S − µ٢(K)

٢n(n− ١)h
∑
i ̸=j

K ′′
(
Xi −Xj

h

)
. (۱۷ . ۳)

آن در که
S =

١
n(n− ١)h

∑
i̸=j

K

(
Xi −Xj

h

)
فرضيه ی و A1 فرضيه های تحت

،∫ t۴|K ′′(t)|dt < ∞ داريم ،∫ t۴|K(t)|dt < ∞ است، پيوسته و مشتق پذير دفعه سه K A2′

.∫ t٢[K ′′(t)]٢dt < ∞ و ∫ t۴[K ′(t)]٢dt < ∞

انتگرال پذيراست و کران دار آن مشتق های است، مشتق پذير بار چهار f A3′

n −→ ∞ مجانبی حالت در داد نشان (۱۹۹۲) استوت

ISE(ĥ٠)

ISE(ĥMCV )

P−→ ١, و ĥ٠

ĥMCV

P−→ ١

۲۰Stute
۲۱Modified Cross Validation
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متقابل اعتبارسنجی روش های در پیشرفت

mتا ترجيحا f(Xi) برآورد در Xi مشاهده ی فقط حذف جای به کردند پيشنهاد (۱۹۹۲) کوروناکی۲۲ و فلاچ
.m
n
→ ٠ آن گاه ،m → ∞ اگر شود. حذف Xiها نزديکترين از (m < n) Xi

است ببينيد) را ۱۹۹۲ ويو۲۳، و (هاردل زمانی سری داده های از دنباله يک برای CV انتخاب شبيه فکر اين
روش اين کارآيی متاسفانه ناميدند. اصلاح شده متقابل اعتبارسنجی را روش اين آنها ،(۱۹۹۲) استوت مشابه و
روش اين دهيم، ارائه m مقدار مورد در مناسبی پيشنهاد نيستيم قادر که آن جايی از دارد. m انتخاب به بستگی

نمی گيرد. قرار داده ها به وابسته يا خودکار روش های گروه در
نامعتبر نگران آنها کردند. معرفی را (BCV) اريب متقابل اعتبارسنجی روش (۱۹۸۷) ترل۲۴ و اسکات
مجانبی MISE کردن کمينه بر مستقيما و بودند کوچک نمونه های برای آن نتايج بودن (CV زياد (تغييرپذيری
برای روش اين کم کارآيی شد. زده تخمين جک نايف روش های با R(f

′′
) ناشناخته ی عبارت کردند. تمرکز

پذيرفته آن نويسندگان توسط باشد، توزيع ها از آميخته ای جامعه، واقعی توزيع هنگامی که نيز و کوچک نمونه های
روش اين کارآيی بودن نامناسب بر شبيه سازی مطالعات در (۱۹۹۶) همکاران و جونز و (۱۹۹۶) چيو است. شده
ايده ی شد. معرفی ۱۹۹۲ سال در همکاران و هال توسط (SCV) هموارشده۲۵ متقابل اعتبارسنجی کرده اند. تاکيد
در تغييرپذيری به منجر بيش همواری فرآيند بود. CV معيار بردن به کار از قبل بيش هموارسازی نوع يک اصلی،
است بيش هموار آمده، به دست باند پهنای اغلب بنابراين می دهد. افزايش را اريبی اما می شود کوچکتر نمونه های
نمونه های برای تنها روش اين که می رسد نظر به بنابراين می گيرد. ناديده را چگالی مهم ويژگی های از برخی و
،SCV همگرايی نرخ بالاتر مرتبه کرنل بدون که دادند نشان (۱۹۹۶b) همکاران و جونز است. مناسب بزرگ
خودگردان روش با ارتباط در نسبتا و (۱۹۸۹) تيلور۲۶ خودگردان روش همگرايی نرخ با برابر که است n−١/١٠

پهنای از خاصی انتخاب يک با اين، بر علاوه ندارند. تعلق CV روش های به روش ها اين است (۱۹۹۳) کائو۲۷
می شود. n− ۵

١۴ همگرايی نرخ يک به منجر SCV نتايج مقدماتی۲۸. باند
تقسيم با را CV معيار او شد. پيشنهاد (۱۹۸۸) مارون توسط (PCV) افرازشده۲۹ متقابل اعتبارسنجی
تمام برای CV تابع ميانگين کردن کمينه با PCV کرد. اصلاح نمونه از زيرمجموعه m به n اندازه ی به نمونه ای
انتخاب بنابراين، می شوند. انتخاب اريبی و واريانس موازنه  با زيرنمونه ها از تعدادی می شود. محاسبه زيرنمونه ها
کردند اشاره (۱۹۹۰) مارون و پارک که همان طور و است دشواری مسئله ی حالت اين در مقدماتی نمونه ی يک
نمونه اندازه ی الزاما منطقی، افرازهای آوردن به دست برای نيست. (شدنی) عينی۳۰ کاملا روش يک روش، اين

باشد. بزرگ بايد

۲۲Feluch and Koronacki
۲۳Hardel and Vieu
۲۴Scott and Terrell
۲۵Smoothed Cross Validation
۲۶Taylor
۲۷Cao
۲۸Pilot bandwidth
۲۹Partitioned cross validation
۳۰Objective
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همکاران و هاباما۳۳ توسط می شود) ناميده کولبک-لايبلر۳۲ اوقات (گاهی شبه درستنمايی۳۱ متقابل اعتبارسنجی
شبه درستنمايی معيار که است باندی پهنای کردن پيدا روش، اين هدف شد. معرفی (۱۹۷۶) ديون۳۴ نيز و (۱۹۷۴)
برآورد برای روش اين بودن نامناسب مورد در که زيادی انتقاد به توجه با کند. بيشينه Xi کردن خارج با را

نمی شود. استفاده روش اين از معمولا است، شده مطرح چگالی
مفهوم اساس بر روش، اين کرد. پيشنهاد را دارد CV تکنيک به زياد وابستگی که روشی (۱۹۹۹) ويکمپ۳۵
در گرفتند. قرار بودند L٢ نرم مورد در که مطالعاتی در اما آمدند وجود به (۱۹۹۶) لوگوسی۳۶ و دوروی بهينگی
اندازه  های با نمونه های برای کاملا می تواند که دارد احتياج نمونه تفکيک سازی به فرآيند اين مسائل، ساير راستای

باشد. مشکل ساز متوسط و کوچک

باند پهنای انتخاب روش  های در ترکیب روش ۴ . ٣ . ٢

و دارد وجود بزرگ نمونه های برای ثبات عدم و کم همواری دليل به CV روش به زيادی انتقادات که می دانيم
پيشنهاد دليل اين به می شود. بيش همواری باعث اما است بيشتری ثبات دارای جای گذاری روش زمان همان در

می شود. مطرح چگالی برآوردهای يا متفاوت باند های پهنای ترکيب
ترکيبی باند پهناهای مختلف، چگالی برآوردگرهای هموارسازی پارامترهای ترکيب از استفاده با می توان
سيباکوف۳۸ و ساماروف ،(۲۰۰۷) سيباکوف۳۷ و ريگولت مطالعات به می توان جمله آن از کرد. پيدا ديگری
اساس بر باند پهناهای برآوردگرهای که حقيقت اين گرفتن نظر در با کرد. اشاره (۲۰۰۰) يانگ۳۹ و (۲۰۰۷)
باندی پهناهای آن هم چنين و هستند بيش هموار و کم هموار ترتيب به جای گذاری و متقابل اعتبارسنجی روش های
نظر در را زير کلی شکل می توان شوند، ترکيب (ضربی) لگاريتمی به صورت بايد هستند مقياسی پارامترهای که

گرفت.
(
ĥα
CV ĥ

β
PM

) ١
α+β (۱۸ . ۳)

شده اند. گرفته نظر در زير مدل های شبيه سازی ها در که است ذکر به لازم

β = ٢ و α = ١ mix 1

β = ١ و α = ٢ mix 2

β = ١ و α = ١ mix 3
۳۱Pseudo-likelihood cross validation
۳۲Kullback-Leible
۳۳Habama
۳۴Duin
۳۵Wegkamp
۳۶Devroye and Lugosi
۳۷Rigollet and Tsybakov
۳۸Samarov and Tsybakov
۳۹Yang
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خودگردان روش های ۵ . ٣ . ٢

در که می کنيم ارائه را ديگری کاربردی روش ،۳.۲ بخش در شده ارائه روش های بر علاوه قسمت اين در
می شود. استفاده آن از شبيه سازی ها

يا ISE خودگردان برآورد راستای در باند پهنای انتخاب خودگردان، روش مبنای بر انتخاب روش های اساس
کنيد فرض ببينيد. را (۱۹۹۰) هال ناپارامتری مطالعات بازنمونه گيری، ايده ی اين کلی توصيف برای است. MISE
نمونه های می توان f̂g از داريم. اختيار در شده فرض g پيشين باند پهنای ازای به f̂g پارزن-رزنبلات برآورد که

بود. خواهند زير به صورت خودگردان نمونه های کرنل چگالی کرد. توليد را (X∗
١, X

∗
٢, . . . , X

∗
n) خودگردان

f̂ ∗
h =

١
nh

n∑
i=١

K

(
x−X∗

i

h

)
شوند. زده تقريب زير عبارات با می تواند به ترتيب MISE و ISE

ISE∗(h) :=

∫ (
f̂h∗(x)− f̂g∗(x)

)٢
dx

MISE∗(h) := E∗

[∫ (
f̂h∗(x)− f̂g∗(x)

)٢
dx

]
(۱۹ . ۳)

نتيجه، در نيستند. وابسته خودگردان نمونه های به و دارند بستگی اصلی نمونه به فقط MISE∗ و E∗ آن در که
تجزيه ی و فوبينی۴۰ قضيه اساس بر نيست. MISE∗ آوردن به دست برای ديگری نمونه گيری انجام به نيازی
V ∗(h) واريانس عبارت راستا اين در زد. تقريب را MISE∗ می توان MISE∗(h) = V ∗(h) + SB∗(h)

با است برابر

V ∗(h) =
١
nh

.∥K∥٢
٢ +

١
n
.

∫ (∫
K(u).f̂g(x− hu)du

)٢
dx (۲۰ . ۳)

است زير به صورت SB اريبی دوم توان عبارت همچنين

SB∗(h) =

∫ (∫
K(u).(f̂g(x− hu)− f̂g(x))du

)٢
dx (۲۱ . ۳)

کرد. بازنويسی زير به صورت (∗ (نماد پيچش حسب بر را SB∗(h) و V ∗(h) می توان

V ∗(h) =
١
nh

∥K∥٢
٢ +

١
n٣

n∑
i=١

n∑
j=١

[(Kh ∗Kg) ∗ (Kh ∗Kg)] (Xi −Xj)

SB∗(h) =
١
n٣

n∑
i=١

n∑
j=١

[(Kh ∗Kg −Kg) ∗ (Kh ∗Kg −Kg)] (Xi −Xj).

است. دشوار است کراندار تکيه گاه دارای کرنل که وقتی انتگرال، برای صريحی فرمول آوردن به دست کاربرد در
MISE∗(h) کردن کمينه با را مطلوب باند پهنای مستقيماً می کند کمک ما به گوسی کرنل از استفاده وجود، اين با

کنيم حساب زير به صورت

MISE∗(h) =
١

٢nh√π
+

١√
٢π

[∑
i,j

(
exp

(
− ١

٢
(Xi−Xj

g
√

٢
)٢
))√

٢g٢.n٢√
٢g٢n٢

۴۰Fubini
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−
٢/
∑

i,j

(
exp

(
− ١

٢

(
Xi−Xj√
h٢+٢g٢

)٢
))

√
h٢ + ٢g٢.n٢

+

(n+ ١)
∑

i,j

(
exp

(
− ١

٢

(
Xi−Xj√
٢(h٢+g٢)

)٢
))

√
٢(h٢ + g٢).n٣

]
(۲۲ . ۳)

همکاران و هاردل۴۲ يا (۱۹۸۸) نلان۴۱ و مارون در که همان طور می توان را ديگر کرنل هر برای معادل باند پهنای
آورد. به دست است، شده داده توضيح (۲۰۰۴)

نسخه ها ی چه اگر شد، ارائه (۱۹۸۹) تيلور۴۳ توسط بار اولين کرنل چگالی برآورد در خودگردان روش
تفاوت ببينيد). را ۱۹۹۳ کائو، و ۱۹۹۰ هال، ،۱۹۹۰ يوهان،۴۴ و (فاراوی شد منتشر بعداً زيادی شده اصلاح
است. خودگردان نمونه های توليد و g پيشين باند پهنای انتخاب چگونگی در برآوردگر اين مختلف انواع اصلی

نشان (۱۹۹۲) مارون کنيم. استفاده گوسی کرنل از و گرفته نظر در را g = h که کرد پيشنهاد (۱۹۸۹) تيلور
کردن پيدا برای (۱۹۹۰) يوهان و فاراوی می آورد. وجود به را مثبتی اريبی و است نامناسب انتخاب اين که داد
نمونه های توليد برای تجربی توزيع از استفاده کرد پيشنهاد (۱۹۹۰) هال کردند. پيشنهاد را LSCV برآورد ،g
MISE و h = g(m/n)

١
۵ و m ≃ n

١
٢ کرد پيشنهاد وی است. مناسب (m < n) m اندازه ی با خودگردان

ناپايدار کاملا هال، پيشنهادی خودگردان روش که دادند نشان (۱۹۹۴) همکاران و کائو کرد. کمينه g به نسبت را
بهبود (۱۹۹۳) کائو روش با  (۱۹۹۰) هال و (۱۹۹۰) يوهان و فاراوی روش های شدند متوجه آنها همچنين است.

می يابد.
برآورد يک آنها يافت. توسعه (۱۹۹۷) پولزهل۴۵ و گروند توسط شده تصحيح خودگردان برآورد اريبی
در اما می دهد ارائه بزرگتر نمونه های حجم برای خوبی نتايج که آوردند به دست √n همگرايی نرخ با باند پهنای
از آنها مجانبی تئوری به دستيابی منظور به اين، بر علاوه نداشت. خوبی نتايج متوسط و کوچک نمونه های مورد

می کردند. استفاده بايد روش ها ساير با مقايسه در قويتری و زياد مفروضات
توان ميانگين مجانبی عبارت کمينه کننده ی g پيشين باند پهنای (۱۹۹۳) کائو هموارشده خودگردان روش در
به ازای (۲۱ . ۳) رابطه ی در که دريافت وی کنيد. مراجعه (۱۹۹۳) کائو به بيشتر جزئيات برای است. خطا دوم
شود استفاده شده اصلاح خودگردان اريبی دوم توان انتگرال از کرد پيشنهاد بنابراين، و می شود زياد اريبی i = j

MB∗(h) =
١
n٢

∑
i̸=j

[
(Kh ∗Kg −Kg) ∗ (Kh ∗Kg −Kg)

]
(Xi −Xj).

۴۱Marron and Nolan
۴۲Hardle
۴۳Taylor
۴۴Faraway and Juun
۴۵Grund and Polzehl
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است. برقرار زير نتايج می شود، داده  نشان h∗
٠ با که MB∗(h) کمينه کننده داد نشان او همگرايی، نرخ با ارتباط در

MISE(h∗
o)− MISE(ho)

MISE(ho)
= Op(n

− ۵
٧ )

MISE(h∗
oM)− MISE(ho)

MISE(ho)
= Op(n

− ٣
١٣ ). (۲۳ . ۳)

است. سريع تر اندکی اصلی خودگردان نسخه ی برای همگرايی نرخ که کنيد توجه
کردند. منتشر (۱۹۹۳) کائو شبيه کاملاً خودگردانی برآوردگر (۲۰۰۸) همکاران۴۶ و چاکن اخيراً

او می گيريم. نظر در را (۱۹۹۳) کائو خودگردان برآوردهای کلاس های شبيه سازی، مطالعات در مجموع، در
خطا دوم توان ميانگين قسمت کردن کمينه با و می کند کمينه را (۱۹ . ۳) رابطه ی ،g پيشين باند پهنای که کرد ثابت

می آيد. به دست زير رابطه ی با g داد نشان او لذا می شود. تعيين

g =

(
∥K∥٢

٢

R(f̂ ′′′)µ٢
٢(K)n

)١/٧

. (۲۴ . ۳)

می رود. به کار (۲۲ . ۳) در g پيشين باند پهنای برای فرمول اين

شبیه سازی ٣ . ٣

سازگار روش های اينجا در می کنيم. مقايسه هم با را باند پهناهای انتخاب مختلف روش های کارآيی بخش، اين در
می گيريم. نظر در داده ها شبيه سازی برای را مختلف مثال شش می گيريم. نظر در مرزها تصحيح بدون را داده ها با

.f(x) = ۴ exp (−|٨(x− ٠٫۵)|) احتمال چگالی تابع با لاپلاس توزيع :١ مثال

x ∈ R ،۵x روی بر که a = b٢ شکل و b = ١٫۵٢ مقياس پارامتر با Γ(١, b) ساده: گامای توزيع :٢ مثال
است. f(x) = ۵ ba

Γ(a)
(۵x)a−١ exp{−۵xb} به صورت آن احتمال چگالی تابع و است. شده تعريف

که b٣ = ۶ و b٢ = ٣ ،b١ = ١٫۵ و aj = b٢
j آن در که Γ(aj, bj) گاما، توزيع سه از آميخته ای :٣ مثال

می کند. ايجاد برآمدگی دو که است شده برده به کار ٨x روی بر

دارد. مد يک فقط که N(٠٫۵,٠٫٢٢) ساده، نرمال توزيع :۴ مثال

دارد. مد دو که N(٠٫۶۵,٠٫١٢) و N(٠٫٣۵,٠٫١٢) توزيع های از آميخته ای :۵ مثال

و N(٠٫۵,٠٫٠٧۵٢) ،N(٠٫٢۵,٠٫٠٧۵٢) توزيع سه از آميخته ای سه مدی، توزيع يک :۶ مثال
.N(٠٫٧۵,٠٫٠٧۵٢)

می پذيرند [٠,١] بازه ی در را خود اصلی جرم چگالی ها، همه ی است، مشخص ۳ . ۳ نمودار از که همان طور
بگيريم. ناديده را ممکن مرزی اثر می توانيم بنابراين، می يابند. کاهش دم ها سمت به نمايی نرخ با و

۴۶Chacon et al.
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(۶ تا ۱ (مثال های است. شده استفاده آنها از داده توليد برای که چگالی هايی نمودار :۳ . ۳ شکل
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به گوناگون hهای به ازای کرنل برآورد تابع ISE از متفاوت معيار پنج اساس بر مختلف روش های کارآيی
است: شده محاسبه زير شرح

است. باند پهنای اريبی نشان دهنده ی که ، (ĥ− ĥ٠) ميانگين c١

.ISE(ĥ) ميانگين c٢

می دهد. نشان را ISE پراکندگی که ISE(ĥ) انحراف معيار c٣

است. L٢ نرم اساس بر معياری که ،
([

ISE(ĥ)− ISE(hopt)
]٢
)

ميانگين c۴

است. L١ نرم اساس بر معياری که ،
(
|ISE(ĥ)− ISE(hopt)|

)
ميانگين c۵

است. آمده به دست نمونه گيری مرحله ی هر در MISE کردن کمينه از که است باندی پهنای همان ،ĥ٠ آن ها در که

کرد. مطالعه جعبه ای نمودار کمک با مثال برای را ISE توزيع ،(c٢, c٣) معيارهای بررسی جای به می توان
است. شده معرفی است، شده استفاده شبيه سازی در که باند پهناهای مختلف روش های ادامه، در

(۱۶ . ۲ رابطه ی ،ĥ٠) است. آمده به دست MISE کردن کمينه از که باندی پهنای h1

سيلورمن تصحيح شده ی پهنای قاعده ی همان که می آيد به دست (۶ . ۳) رابطه ی کردن کمينه از که باندی پهنای h2
است.

است. سيلورمن پهنای قاعده ی همان که می آيد به دست (۳ . ۳) رابطه ی کردن کمينه از که باندی پهنای h3

است. آمده به دست متقابل اعتبارسنجی دوم توان های کمترين روش با که باندی پهنای h4

است. آمده به دست اريب متقابل اعتبارسنجی روش با که باندی پهنای h5

است. آمده به دست (۱۹۹۱) جونز و شيتر جای گذاری روش از که باندی پهنای h6

است. آمده به دست (۱۹۹۰) مارون و پارک جای گذاری روش از که باندی پهنای h7

است. آمده به دست (۲۲ . ۳) رابطه ی کردن کمينه  از و خودگردان روش به که باندی پهنای h8

آمده به دست
(
ĥα
CV ĥ

β
PM

) ١
α+β پيشنهادی باند پهنای در β = ٢ و α = ١ به ازای که ترکيبی باند پهنای h9

است.

آمده به دست
(
ĥα
CV ĥ

β
PM

) ١
α+β پيشنهادی باند پهنای در β = ١ و α = ٢ به ازای که ترکيبی باند پهنای h10

است.

آمده به دست
(
ĥα
CV ĥ

β
PM

) ١
α+β پيشنهادی باند پهنای در β = ١ و α = ١ به ازای که ترکيبی باند پهنای h11

است.

را نتايج اين جا در است. گرفته انجام نقطه ۵١٢ از دنباله ای روی باند پهناهای جستجوی روش ها، همه ی در
می کنيم. ارائه ٢٠٠ و ١٠٠ ،۵٠ ،٢۵ نمونه  اندازه های به ازای
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شبیه سازی نتایج ٣ . ٣ . ١

برای را اريبی ها سپس، و کنيم می انتخاب را باند پهناهای ابتدا مختلف، باند پهناهای کردن مقايسه و خلاصه برای
متفاوت معيارهای با را باند پهناهای مختلف روش های می توان نهايت، در می کنيم. محاسبه روش ها اين از يک هر

است. آمده به دست تکرار ٢۵٠ اساس بر نتايج همه ی هم چنين کرد. مقايسه ISE

متفاوت باند پهناهای برای اریبی مقایسه ی

شش و نمونه اندازه ی مختلف حالت های در باند پهنای انتخاب متعدد روش های برای (c١) اريبی ،۴ . ۳ نمودار در
است. شده داده نشان شده بيان مثال

چنين ۴ . ۳ نمودار از می توان است، منفی اريبی مقادير ،۱ مثال در خودگردان روش جز به که آن جايی از
کاسته مقدار اين ،۲ مثال در می شود. کاسته اريبی مقدار از شود، بيشتر نمونه حجم اندازه ی چه هر که کرد استنباط
به خصوص ذهنی انتخاب روش های می شود. مشاهده خوبی به آن روش ها، ساير در اما نيست محسوس شدن
با که (۱۹۹۱) جونز و شيتر جای گذاری روش هم چنين و است آمده به دست (۶ . ۳) رابطه ی از که h2 باند پهنای

دارند. گرايش کم همواری به است، شده داده نشان h6
روش به باند پهناهای برآوردگرهای رفتار (۶ تا ۳ (مثال ها نرمال توزيع هم چنين و آميخته توزيع های در
باند پهنای اريبی کوچک، نمونه ی اندازه در که چه اگر است. مشابه تقريبا خودگردان هم چنين و جای گذاری
حجم چه هر که است جای گذاری روش های از شده نتيجه باند پهنای از کمتر خودگردان روش از آمده به دست
در ترکيبی برآوردگرهای اريبی از مشابهی رفتار هم چنين می شود. برابر آن ها اريبی مقدار يابد، افزايش نمونه

می شود. مشاهده ۶ تا ۱ مثال های

متفاوت باند پهناهای برای ISE مقادیر مقایسه ی

آمده ا ند. به دست متفاوت باند پهناهای انتخاب اساس بر چگالی برآوردهای از ISE مقادير می توان بخش، اين در
می دهد. نشان شبيه سازی فرآيند در تکرار ٢۵٠ برای را ISEها توزيع جعبه ای، نمودار برحسب نتايج

است. شده رسم شده گرفته نظر در مختلف توزيع های ISEهای نمودارهای ،۱۰ . ۳ تا ۵ . ۳ نمودارهای در
تا ۵ . ۳ نمودارهای تمامی که می شود کاسته ISE مقدار نمونه، حجم افزايش با می  رفت انتظار که همان طور

می يابد. افزايش ISE مقدار برآورد، روش پيچيدگی افزايش با طبيعتا، می کنند. تاييد را موضوع اين ۱۰ . ۳
روش های می دهد. نشان مثال ها همه ی در را زيادی بی ثباتی (h5 و h4 (شامل متقابل اعتبارسنجی روش های

دارند. را مشابهی رفتار شبيه سازی مثال های همه ی در ترکيبی،

متفاوت باند پهناهای برای ISE از L٢ و L١ فاصله ی مقایسه ی

باند پهنای و متفاوت باند پهناهای مختلف روش های با که ISEای مقادير بين فاصله ی از بهتری ايده ی داشتن برای
معيارهای رايج ترين از معيار، دو اين معمولا داريم. c۵ و c۴ معيارهای به جزئی تری نگاه آمده اند. به دست بهينه

هستند. استفاده مورد
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۶ تا ۱ مثال های در متفاوت نمونه های اندازه برای اريبی مقايسه ی :۴ . ۳ شکل
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(۱ (مثال لاپلاس توزيع برای ISE مقادير از جعبه ای نمودار :۵ . ۳ شکل

می دهد. نشان متفاوت نمونه های اندازه ی و مثال ها برای را L٢ و L١ فاصله ی ۱۲ . ۳ و ۱۱ . ۳ شکل های
مثال چگالی که آن جايی از است. بزرگ c۵ مقدار ۲ مثال در متقابل، اعتبارسنجی روش به باند پهناهای برای
اين با اما دارند. زيادی تغييرپذيری باند پهناهای که است آن از حاکی مقدار اين بزرگی نيست، ناهموار خيلی ۲
متقابل اعتبارسنجی روش از که می شود پيشنهاد ،L١ فاصله ی اساس بر ندانيم، را تابع يک چگالی اگر وجود،
اساس بر سيلورمن، سرانگشتی قاعده ی روش دو بين از باشد بنا اگر کنيم. استفاده باند پهنای انتخاب برای اريب

شود. استفاده می آيد، به دست (۳ . ۳) رابطه ی از که روشی يعنی h3 روش از بايد شود انتخاب يکی فاصله اين
به خصوص نيز را فاصله اين مقادير بزرگی بايد اما می شود. کوچکتر L١ فاصله ی بزرگ، نمونه های برای

گرفت. نظر در آن از آميخته ای و نرمال توزيع های برای
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ساير به نسبت روش ها اين پايداری ،L١ فاصله ی اساس بر باند پهناهای برآورد در ترکيب روش های برتری
می باشد. روش ها

کوچک نمونه های برای بزرگی مقادير اين جا در می شود. مشخص ۱۱ . ۳ نمودار مشابه نتايجی ۱۲ . ۳ نمودار از
ندارد. گاما توزيع برای آمده به دست نتايج در محسوسی تغيير نمونه، اندازه ی در تغيير چه اگر می آيد. به دست نيز

می آيد، به دست (۳ . ۳) رابطه ی از که سيلورمن سرانگشتی قاعده ی نيز و اريب متقابل اعتبارسنجی روش های
ندانيم. را واقعی چگالی تابع اگر هستند L٢ فاصله ی اساس بر پيشنهادی روش های
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نتیجه گیری ۴ . ٣

اينکه و داده ها خصوصيات به توجه گرفت نظر در باند پهنای برای برآوردگر يک انتخاب در بايد که نکته ای اولين
نيست. رضايتبخش عددی، ملاک های به توجه تنها می باشد. ، است برتر برآوردگر يک موقعيتی، و وضعيت چه در
آنها از معمولا و دارند گرايش زياد واريانس ولی کم اريبی با برآوردهايی به متقابل اعتبارسنجی روش های
روش، اين اما می گيرد. قرار استفاده مورد باشد، مناسب نمونه حجم که حالتی در (ناهموار) مواج چگالی های برای

است. زيادی تغييرپذيری دارای
در که همان طوری می دهند. نتيجه را بيش همواری اما است کمتر تغييرپذيری جای گذاری روش های در
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صورت مشکل اين حل راستای در تلاش هايی ترکيبی، روش های پيشنهاد با شد، داده نشان شبيه سازی مثال های
است. گرفته
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Simple Gamma Distribution Laplace Distribution
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۶ تا ۱ مثال های در متفاوت نمونه های اندازه برای ISE(hopt) از L١ فاصله ی مقايسه ی :۱۱ . ۳ شکل
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Simple Gamma Distribution Laplace Distribution
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۶ تا ۱ مثال های در متفاوت نمونه های اندازه برای ISE(hopt) از L٢ فاصله ی مقايسه ی :۱۲ . ۳ شکل



۴ فصل

یک در باند پهنای تعیین روش های کاربرد
اختری - داده مثال

مقدمه ١ . ۴

نمو و رشد پديده های يا کهکشان ها ستاره ای، بين خلاء ميانگين ستارگان، سيارات، درباره انسان دانش و اطلاعات
اساسی يا اصولی شرايط مورد در محدودی اطلاعات که است متعددی مشاهدات به محدود معمولاً شدن، بزرگ و
اتم   ها پراکندگی های روی پيچيده فرآيندهای ابتدايی نمونه های به مربوط معمولاً ما نجومی دانش می دهد. به دست
آماری پراکندگی های کردن فرض برای مختصری اصل اغلب ستاره شناسی، برای دشواری ها اين به توجه با است.
متغير ثبت، دفعات به ستاره شناسان مثال، برای دارد. وجود شده، مشاهده متغيرهای بين روابط و آن، از خاص
با بنابراين و بردارند را فيزيکی واحدهای و دهند کاهش را گسترده دامنه های تا می گيرند اندازه را مشاهده شده
منظور به و عمل در صورتی که در شده اند. توزيع نرمال به طور متغيرها باقيمانده که می کنند فرض مختصر توجيه
که شرايطی در اما شود. آزمون فرض اين است لازم اختری، داده های در رفته به کار روش های کارآيی افزايش
تابع برآورد از استفاده گرفت نظر در مشاهدات توزيع به عنوان را متغيرها باقيمانده بودن نرمال نمی توان حتی

می باشد. کارساز کرنل روش چگالی
کاربردها اين جمله، از می رود. به کار مختلف گوناگونی نجومی تخمين های در چگالی تابع برآورد مسئله
فوتون ها توزيع کرد. استفاده شالوده، تيره ماده توزيع رديابی برای کهکشانی يا جليديهّ توزيع های يافتن به می توان
به کار آسمان، گاما اشعه يا ايکس اشعه ساختن مجسم برای می توانيم را گاما اشعه يا ايکس اشعه تصوير يک در
را گذرا، به صورت (اخترنماها) کوازارها و ستاره ها شده مشاهده متغير از حاصل نور (توزيع) منحنی های ببريم.
می توانيم را کهکشان هاله در ستاره ای جريانات توزيع کنيم. استفاده پذيری شان، تغيير ماهيت درک برای می توانيم

دهيم. قرار استفاده مورد شده قطعه برداری کوتوله کهکشان های حرکتی) (مسير دينامکی رديابی برای
نمی توان اوقات گاهی که دارند فراوانی کاربردهای اخترشناسی علم در (نورسنجی) فوتومتری نمودارهای
تئوری با مقايسه برای را چگالی که است مطلوب اغلب وضعيت ها، اين در داد. برازش آن ها به را پارامتری توزيع

کنيم. مجسم ذهن در را متغيرها، بين ما روابط تا بزنيم، تخمين نجومی فيزيک (نظريه)
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آسمانی اجرام حرکت زاويه ی :۱ . ۴ شکل

است. نگار بافت گيرد می قرار استفاده مورد (نجوم) اخترشناسی در خيلی عموماً که ساده، زننده تخمين يک
گاهی راستا، اين در دهد. نشان را واقعی تر طبيعی های جمعيت تواند می اغلب کرنل پيوسته برآوردکننده های اما
در که ای داده مجموعه از مستقل نجومی، فيزيک دلايل به يا نموده انتخاب عينی صورت به را باند پهنای اوقات
معيار يک مبنای بر ها داده از توانيم می را باند پهنای اين ديگر، های وضعيت در کنيم. می انتخاب داريم دست

بزنيم. تخمين نيز آماری

مطالعه مورد اختری داده های ٢ . ۴

ستاره هزار صدها حرکت به مربوط داده هزار صد حدوداً شامل کاتالوگی که هايپرکوس۱ از را داده هايی ادامه در
متفاوت روش های تا گرفتيم اختيار در می باشد، است شده آوری جمع نام همين به تلسکوپی توسط که مختلف
دو در را ستاره حرکت که است ذکر به لازم دهيم. قرار بررسی مورد را کرنل چگالی برآورد در باند پهنای تعيين
اندازه گيری واحد بگيريم، نظر در زمان بر زاويه برحسب را ستارگان حرکت سرعت اگر حال می شود. مطالعه بعد
۳۰۰ مجموعه يک مطالعه، اين در می دهد. نشان را آسمانی اجرام حرکت زاويه ی ،۱ . ۴ شکل می باشد. ۲ mas

yr
آن

گرفته ايم. نظر در را شده ذکر داده های مجموعه از تايی
است. شده رسم داده ها اين نگار بافت ،۲ . ۴ شکل در

۱Hipparcos
۲Mili arc second/ year



۶۷ مطالعه مورد اختری داده های .۲ . ۴
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ستاره شناسی داده های نگار بافت :۲ . ۴ شکل

پايان در و است شده آورده داده ها به آنها برازش نمودار به همراه متفاوت باند پهناهای از يک هر ادامه، در
است. گرفته انجام ISE و اريبی نظرهای از مختلف باند پهناهای بين مقايسه ای

است آمده به دست خودگردان روش به که برآوردگری اريبی کرد، برداشت می توان ۱ . ۴ جدول از که همان طور
رابطه ی از که سيلورمن سرانگشتی قاعده ی روش به که برآوردگری هم چنين است. کمتر برآوردگرها ساير از

می گيرد. قرار بعدی جايگاه در است، آمده به دست (۶ . ۳)
پهنای انتخاب در خودگردان برآوردگر آن از کارآيی بهترين که می دهد نشان ۲ . ۴ جدول در ISE مقادير
اعتبارسنجی روش هم چنين و می آيد به دست (۳ . ۳) رابطه ی از که سيلورمن سرانگشتی قاعده ی روش است. باند

دارند. روش ها ساير با مقايسه در کمتری ISE مقادير اريب، متقابل



۶۸ اختری - داده مثال يک در باند پهنای تعيين روش های کاربرد .۴
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بهينه باند پهنای به ازای داده ها برازش نمودار و نگار بافت نمودار :۳ . ۴ شکل

مختلف باند پهناهای اريبی مقادير :۱ . ۴ جدول

اريبی باند پهناهای
٠ h1

−٣۵٫٧٣٢۶١ h2
−٣۴٫٨٧٣٠٩ h3
−٣٧٫۶٧١ h4

−٣۵٫٢۴۵۵٨ h5
−٣٧٫١١٩٣٣ h6
−٣۶٫۴۶٧۵٨ h7
−١٫٧٧٩۵٣٣ h8
−٣۶٫٩١۵٩٧ h9
−٣٧٫٣١۵٣٢ h10
−٣٧٫١٢١۴٣ h11



۶۹ مطالعه مورد اختری داده های .۲ . ۴
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رابطه ی از که سيلورمن سرانگشتی قاعده ی باند پهنای ازای به داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار :۴ . ۴ شکل
است آمده به دست (۶ . ۳)

مختلف باند پهناهای ISEهای مقادير :۲ . ۴ جدول

ISE باند پهناهای
٠ h1

٠٫٠۵٩٩٠٩٨٩ h2
٠٫٠۵۶٠۴١٣٧ h3
٠٫٠۶٩٣۴٧٣٧ h4
٠٫٠۵٧۶٨٩۵۶ h5
٠٫٠۶۶۶٠۵٢۶ h6
٠٫٠۶٣۴١١۶٢ h7
٠٫٠٠٠٠٨٠٧ h8

٠٫٠۶۵۵۴۴٣١ h9
٠٫٠۶٧۵٩۶۵ h10

٠٫٠۶۶۶١۶٢٩ h11



۷۰ اختری - داده مثال يک در باند پهنای تعيين روش های کاربرد .۴
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رابطه ی از که سيلورمن سرانگشتی قاعده ی باند پهنای ازای به داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار :۵ . ۴ شکل
است. آمده به دست (۳ . ۳)
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متقابل اعتبارسنجی روش اساس بر که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار :۶ . ۴ شکل
است. آمده به دست دوم توان های کمترين



۷۱ مطالعه مورد اختری داده های .۲ . ۴
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اريب متقابل اعتبارسنجی روش اساس بر که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار :۷ . ۴ شکل
است. آمده به دست
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مارون و پارک جای گذاری روش از که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار :۸ . ۴ شکل
است. آمده به دست



۷۲ اختری - داده مثال يک در باند پهنای تعيين روش های کاربرد .۴
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جونز و شيتر جای گذاری روش از که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار :۹ . ۴ شکل
است. آمده به دست
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آمده به دست خودگردان روش از که باندی پهنای ازای به داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار :۱۰ . ۴ شکل
است.



۷۳ مطالعه مورد اختری داده های .۲ . ۴
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است. آمده به دست mix1 روش با که باندی پهنای ازای به داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار :۱۱ . ۴ شکل
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است. آمده به دست mix2 روش با که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار :۱۲ . ۴ شکل



۷۴ اختری - داده مثال يک در باند پهنای تعيين روش های کاربرد .۴
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است. آمده به دست mix3 روش با که باندی پهنای به ازای داده ها برازش نيز و نگار بافت نمودار :۱۳ . ۴ شکل

تحقیق آینده و نتیجه گیری ٣ . ۴

بر مختصری مرور ابتدا است. گرفته قرار بررسی مورد چگالی تابع برآورد مختلف روش های پايان نامه، اين در
آن جايی از پرداخته ايم. کرنل روش از جامع تری بررسی به سپس و داشتيم ساده و نگار بافت رايج روش های
معيارهايی بيان و تعريف با دارد، کرنل روش به خصوص و روش ها اين در کليدی نقش يک باند پهنای پارامتر
اين در و پرداخته ايم داشت وجود باند پهنای تعيين در که مختلفی روش های مقايسه ی به خطا، اندازه گيری برای
دو اين از ترکيبی هم چنين و متقابل اعتبارسنجی و جايگزين انتخاب روش های کلی دسته ی دو معرفی به راستا
از آميخته ای نرمال، گاما، (لاپلاس، مختلف توزيع شش برای شبيه سازی انجام با نهايت، در پرداخته ايم. روش
و ميانگين اريبی، معيارهای نرمال) توزيع از آميخته ای هم چنين و نرمال توزيع دو از آميخته ای گاما، توزيع سه
گرفته به کار مختلف روش های در را ISE کميت L٢ و L١ فاصله های ميانگين همچنين و ،ISE انحراف معيار

شدند. محاسبه باند پهنای برآورد برای شده
ارزيابی مورد تحقيق آينده ی عنوان به را زير موارد می توان پايان نامه اين در شده انجام مطالعات راستای در

داد: قرار بيشتری مطالعه ی و

ناپارامتری. رگرسيونی مدل های در متفاوت باند پهنای برآوردگرهای کاربرد بررسی .۱

AMISE معيار اساس بر باند پهنای بهينه برآوردگرهای به دستيابی .۲

بالاتر مرتبه های کرنل های يا کرنل مشتق اساس بر باند پهنای برآوردگرهای ارائه ی .۳



آ  پیوست

R نرم افزار با نوشته شده برنامه های

:۱ . ۱ شکل به مربوط کد

library(SemiPar)
data(age.income)
attach(age.income)
plot(age,log.income,ylim=c(10,15),pch=4,cex=0.4,col="gray")
abline(lm(log.income~age))
lines(ksmooth(age,log.income, "normal", bandwidth = 8),lwd=2,
col = "red")

:۲ . ۱ شکل به مربوط کد

library(SemiPar)
require(ks)
require(kerdiest)
data(age.income)
attach(age.income)
x<-seq(25,35,0.001)
y.1<-function(x) 10+dnorm(x,mean=30,sd=1.3)
lines(x,y.1(x),col=4)
x<-seq(50,60,0.001)
y.2<-function(x) 10+dnorm(x,mean=55,sd=1.3)
lines(x,y.2(x),col=4)
segments(30, 0, 30, 13.58, col=1,lty=2)

۷۵



۷۶ R نرم افزار با نوشته شده برنامه های آ .

segments(55, 0, 55, 13.6, col=1,lty=2)
segments(55, 0, 55, 13.6, col=1,lty=2)
segments(24, 13.25, 35.5, 14, col=1,lty=2,lwd=1)
segments(47, 14.2, 60.2, 13.45, col=1,lty=2,lwd=1)
text(29.5,13.8,"u",cex=0.8)
text(55,13.9,"v",cex=0.8)

:۲ . ۱ شکل به مربوط کد

library(graphics)
bwt<-c(1050,1175,1130,1230,1310,1500,1575,1600,1680,

1720,1750,1760,1770,1930,2015,2090,2275,2500,
2600,2700,2950,3160,3400,3640,2830,1030,1100,
1185,1225,1262,1295,1300,1410,1550,1715,1720,
1820,1890,1940,2041,2200,2200,2270,2400,2440,2550,
2570,2560,2730,3005)

x <- bwt/1000
op<-par(mfrow=c(2,2))
h <- 0.2
bins <- seq(0.7, max(x)+h, by=h)
hist(x, breaks=bins,freq=F,main=" ",xlim=c(0,5),ylim=c(0,.8),
xlab="birthweight(kg)")

h <- 0.8
bins <- seq(0.7, max(x)+h, by=h)
hist(x, breaks=bins,freq=F,main=" ",xlim=c(0,5),ylim=c(0,.8),
xlab="birthweight(kg)")

h <- 0.4
bins <- seq(0.7, max(x)+h, by=h)
hist(x, breaks=bins,freq=F,main=" ",xlim=c(0,5),ylim=c(0,.8),
xlab="birthweight(kg)")

h <- 0.4
bins <- seq(0.9, max(x)+h, by=h)
hist(x, breaks=bins,freq=F,main=" ",xlim=c(0,5),ylim=c(0,.8),



۷۷

xlab="birthweight(kg)")
par(op)

:۲ . ۲ شکل به مربوط کد

library(graphics)
EL<-c(4.37,4.70,1.68,1.75,4.35,1.77,4.25,4.10,4.05,

1.90,4.00,4.42,1.83,1.83,3.95,4.83,3.87,1.73,
3.92,3.20,2.33,4.57,3.58,3.70,4.25,3.58,3.67,
1.90,4.13,4.53,4.10,4.12,4.00,4.93,3.68,1.85,
3.83,1.85,3.80,3.80,3.33,3.73,1.67,4.63,1.83,
2.03,2.72,4.03,1.73,3.10,4.62,1.88,3.52,3.77,
3.43,2.00,3.73,4.60,2.93,4.65,4.18,4.58,3.50,
4.62,4.03,1.97,4.60,4.00,3.75,4.00,4.33,1.82,
1.67,3.50,4.20,4.43,1.90,4.08,3.43,1.77,4.50,
1.80,3.70,2.50,2.27,2.93,4.63,4.00,1.97,3.93,
4.07,4.50,2.25,4.25,4.08,3.92,4.73,3.72,4.50,
4.40,4.58,3.50,1.80,4.28,4.33,4.13,1.95)

plot(dkde(x = EL, deriv.order = 0, kernel = "uniform",
h=0.25),type="l",xlab="Euroption length(min)",
ylab="Density Estimation",sub=" ",main=" ")

h <- 0.5
bins <- seq(1.5, max(EL)+h, by=h)
hist(EL, breaks=bins,freq=F,xlim=c(0,5),ylim=c(0,.8),

xlab="Euroption length(min)",ylab="Density Estimation",sub=" ",
main=" ")

:۳ . ۲ شکل به مربوط کد

x=c(3, 4.5, 5.0, 8, 9)
plot(x,rep(0,length(x)),type="p",pch=4,ylim=c(0,0.2),xlim=c(0,12),
ylab="Density",)
lines(seq(0,6,0.1),0.2*dnorm(seq(0,6,0.1),mean=3,sd=1),
lty=2,col=2)



۷۸ R نرم افزار با نوشته شده برنامه های آ .

lines(seq(0.5,7.5,0.1),0.2*dnorm(seq(0.5,7.5,0.1),mean=4.5,
sd=1),
lty=2,col=2)
lines(seq(2,8,0.1),0.2*dnorm(seq(2,8,0.1),mean=5,sd=1),
lty=2,col=2)
lines(seq(5,11,0.1),0.2*dnorm(seq(5,11,0.1),mean=8,sd=1),
lty=2,col=2)
lines(seq(6,12,0.1),0.2*dnorm(seq(6,12,0.1),mean=9,sd=1),
lty=2,col=2)
lines(density(x,kernel = "gaussian",bw=1))
abline(h=0,lty=2)

:۱ . ۲ جدول به مربوط کد

RecT=function(x) 0.5*(abs(x)<1)
x=seq(-3,3,0.001)
plot(x,RecT(x),type="l",lty=1,xlab="x",ylab="K(x)",ylim=c(0,1))
#Triangular Function
TriA=function(x) (1-abs(x))*(abs(x)<1)
x=seq(-3,3,0.001)
plot(x,TriA(x),type="l",lty=1,xlab="x",ylab="K(x)",ylim=c(0,1))
#Gaussian
Gaus=function(x) (1/sqrt(2*pi))*exp(-0.5*(x^2))
x=seq(-3,3,0.001)
plot(x,Gaus(x),type="l",lty=1,xlab="x",ylab="K(x)",ylim=c(0,1))
#Epanechnikov
Epan=function(x) 0.75*(1-x^2)*(abs(x)<1)
x=seq(-3,3,0.001)
plot(x,Epan(x),type="l",lty=1,xlab="x",ylab="K(x)",ylim=c(0,1))
#Quartic
Quar=function(x) (15/16)*((1-x^2)^2)*(abs(x)<1)
x=seq(-3,3,0.001)
plot(x,Quar(x),type="l",lty=1,xlab="x",ylab="K(x)",ylim=c(0,1))
#Triweight
TriW=function(x) (35/32)*((1-x^2)^3)*(abs(x)<1)
x=seq(-3,3,0.001)



۷۹

plot(x,TriW(x),type="l",lty=1,xlab="x",ylab="K(x)",
ylim=c(0,1.2))
#Tricube
TriC=function(x) (70/81)*((1-(abs(x))^3)^3)*(abs(x)<1)
x=seq(-3,3,0.001)
plot(x,TriC(x),type="l",lty=1,xlab="x",ylab="K(x)",ylim=c(0,1))
#Cosine
Cosine=function(x) (pi/4)*cos(pi*x/2)*(abs(x)<1)
x=seq(-3,3,0.001)
plot(x,Cosine(x),type="l",lty=1,xlab="x",ylab="K(x)",ylim=c(0,1))

:۴ . ۲ شکل به مربوط کد

f<-function(x) 0.75*dnorm(x)+0.25*dnorm(x,1.5,sd=1/3)
f<-Vectorize(f)
simulate<-function(N){
vec<-numeric(N)
for(i in 1:N){
s1<-rbinom(1,1,.75)
if(s1==1) z=rnorm(1)
else z=rnorm(1,1.5,1/3)

vec[i]<-z
}

return(vec) }
Y<-simulate(1000)
x=seq(-3,3,0.01)
x1=seq(-0.5,0.5,0.01)
plot(x,f(x),type="l",ylim=c(0,0.45))
lines(density(Y,bw=0.06,kernel = "epanechnikov"),col=2)
lines(x1,Epan(x1)-0.56)
abline(h=0)

plot(x,f(x),type="l",ylim=c(0,0.45))
lines(density(Y,bw=0.54,kernel = "gaussian"),col=2)
lines(x1,Gaus(x1)-0.35)
abline(h=0,lty=2)



۸۰ R نرم افزار با نوشته شده برنامه های آ .

plot(x,f(x),type="l",ylim=c(0,0.45))
lines(density(Y,bw=0.18,kernel = "cosine"),col=2)
lines(x1,Cosine(x1)-0.55)
abline(h=0,lty=2)

:۴ . ۲ شکل به مربوط کد

f<-function(x) 0.75*dnorm(x)+0.25*dnorm(x,1.5,sd=1/3)
f<-Vectorize(f)
simulate<-function(N){

vec<-numeric(N)
for(i in 1:N){
s1<-rbinom(1,1,.75)
if(s1==1) z=rnorm(1)
else z=rnorm(1,1.5,1/3)
vec[i]<-z

}
return(vec) }

Y<-simulate(1000)
x=seq(-3,3,0.01)
plot(x,f(x),type="l",ylim=c(0,0.45))
lines(density(Y,bw=0.18,kernel = "epanechnikov"),col=2)
lines(density(Y,bw=0.18,kernel = "gaussian"),col=2)

:۱ . ۳ شکل به مربوط کد

library(dbEmpLikeGOF)
data(Snow)
snow
plot(density(snow,bw=6),xlab="Snowfall (inches)",
ylab="Density Estimate",main=" ")
plot(density(snow,bw=12),xlab="Snowfall (inches)",
ylab="Density Estimate",main=" ")

:۲ . ۳ شکل به مربوط کد



۸۱

EL<-c(4.37,4.70,1.68,1.75,4.35,1.77,4.25,4.10,4.05,
1.90,4.00,4.42,1.83,1.83,3.95,4.83,3.87,1.73,
3.92,3.20,2.33,4.57,3.58,3.70,4.25,3.58,3.67,
1.90,4.13,4.53,4.10,4.12,4.00,4.93,3.68,1.85,
3.83,1.85,3.80,3.80,3.33,3.73,1.67,4.63,1.83,
2.03,2.72,4.03,1.73,3.10,4.62,1.88,3.52,3.77,
3.43,2.00,3.73,4.60,2.93,4.65,4.18,4.58,3.50,
4.62,4.03,1.97,4.60,4.00,3.75,4.00,4.33,1.82,
1.67,3.50,4.20,4.43,1.90,4.08,3.43,1.77,4.50,
1.80,3.70,2.50,2.27,2.93,4.63,4.00,1.97,3.93,
4.07,4.50,2.25,4.25,4.08,3.92,4.73,3.72,4.50,
4.40,4.58,3.50,1.80,4.28,4.33,4.13,1.95)

h_os<-0.467
plot(density(EL,bw=h_os),type="l",xlab="Euroption time (min)",
ylab="Density",main=" ")
plot(density(EL,bw=h_os/2),type="l",xlab="Euroption time (min)",
ylab="Density",main=" ")
plot(density(EL,bw=h_os/4),type="l",xlab="Euroption time (min)",
ylab="Density",main=" ")
plot(density(EL,bw=h_os/5),type="l",xlab="Euroption time (min)",
ylab="Density",main=" ")

۳ . ۳ شکل به مربوط کد

Laplace<-function(x) 4*exp(-abs(8*(x-0.5)))
curve(Laplace,-0.2,1.2,ylab=" ",main="Laplace Distribution")

sGamma<-function(x) dgamma(5*x,(1.5)^2,1.5)
curve(sGamma,-0.2,1.2,ylab=" ",main="Simple Gamma Distribution")

mGamma<-function(x) (1/3)*dgamma(8*x,(1.5)^2,1.5)+(1/3)*dgamma(8*x,3^2,3)
+(1/3)*dgamma(8*x,6^2,6)
curve(mGamma,-0.2,1.2,ylab=" ",main="Three Gamma Distribution")

sNorm<-function(x) dnorm(x,mean=0.5,sd=0.2)
curve(sNorm,-0.2,1.2,ylab = " ",main="Simple Normal Distribution")



۸۲ R نرم افزار با نوشته شده برنامه های آ .

m2Norm<-function(x) (1/2)*dnorm(x,0.35,0.1)+(1/2)*dnorm(x,0.65,0.1)
curve(m2Norm,-0.2,1.2,ylab=" ",main="Two Normal Distribution")

m3Norm<-function(x) (1/3)*dnorm(x,0.25,0.075)+(1/3)*dnorm(x,0.5,0.075)
+(1/3)*dnorm(x,0.75,0.075)
curve(m3Norm,-0.2,1.2,ylab=" ",main="Three Normal Distribution")

شبيه سازی

library(kedd)
library(ks)
library(smoothmest)
library(dbEmpLikeGOF)
library(decon)
library(lattice)
set.seed(1234)
Laplace<-function(x) 4*exp(-abs(8*(x-0.5)))
curve(Laplace,-0.2,1.2)

N.sim=250
BW<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
ISE<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
Bias.mat<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L2<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L1<-ISE.mean<-ISE.sd<-matrix(0,nr=4,nc=11)
row.names(Bias.mat)<-row.names(ISE.L2)<-row.names(ISE.L1)
<-row.names(ISE.mean)<-row.names(ISE.sd)<-c("25","50","100","200")
colnames(BW)<-colnames(ISE)<-colnames(Bias.mat)<-colnames(ISE.L2)
<-colnames(ISE.L1)<-c("h1","h2","h3","h4","h5","h6","h7",
"h8","h9","h10","h11")

n.vec<-c(25,50,100,200)
for(k in 1:length(n.vec){
for(i in 1:N.sim){



۸۳

x<-rdoublex(k,0.5,1/8)
BW[i,1]<-h.amise(x)$h
BW[i,2]<-bw.nrd0(x)
BW[i,3]<-bw.nrd(x)
BW[i,4]<-bw.ucv(x)
BW[i,5]<-bw.bcv(x)
BW[i,6]<-bw.SJ(x)
BW[i,7]<-dpik(x)
BW[i,8]<-bw.dboot2(x,sd(x))
BW[i,9]<-(BW[i,4]*(BW[i,7]^2))^(1/3)
BW[i,10]<-(BW[i,7]*(BW[i,4]^2))^(1/3)
BW[i,11]<-(BW[i,7]*BW[i,4])^(1/2)
x.grid<-density(x,BW[i,1])$x
y.grid<-ddoublex(x.grid,0.5,1/8)
ISE[i,1]<-sum((density(x,BW[i,1])$y-y.grid)^2)
ISE[i,2]<-sum((density(x,BW[i,2])$y-y.grid)^2)
ISE[i,3]<-sum((density(x,BW[i,3])$y-y.grid)^2)
ISE[i,4]<-sum((density(x,BW[i,4])$y-y.grid)^2)
ISE[i,5]<-sum((density(x,BW[i,5])$y-y.grid)^2)
ISE[i,6]<-sum((density(x,BW[i,6] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,7]<-sum((density(x,BW[i,7] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,8]<-sum((density(x,BW[i,8] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,9]<-sum((density(x,BW[i,9] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,10]<-sum((density(x,BW[i,10] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,11]<-sum((density(x,BW[i,11] )$y-y.grid)^2)

}

Bias.mat[k,]<-apply(BW-BW[,1],2,mean)
boxplot(ISE)
ISE.mean[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.sd[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.L2[k,]<-apply((ISE-ISE[,1])^2,2,mean)
ISE.L1[k,]<-apply(abs(ISE-ISE[,1]),2,mean)
}



۸۴ R نرم افزار با نوشته شده برنامه های آ .

dotplot(t(Bias.mat),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="Bias(h)")

dotplot(t(ISE.L1),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="L1-distance")

dotplot(t(ISE.L2),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="L2-distance")

sGamma<-function(x) dgamma(5*x,(1.5)^2,1.5)
curve(sGamma,-0.2,1.2,ylab=" ",main="Simple Gamma Distribution")
sGamma<-Vectorize(sGamma)

N.sim=250
BW<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
ISE<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
Bias.mat<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L2<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L1<-ISE.mean<-ISE.sd<-matrix(0,nr=4,nc=11)
row.names(Bias.mat)<-row.names(ISE.L2)<-row.names(ISE.L1)<-
row.names(ISE.mean)<-row.names(ISE.sd)<-c("25","50","100","200")
colnames(BW)<-colnames(ISE)<-colnames(Bias.mat)<-colnames(ISE.L2)
<-colnames(ISE.L1)<-c("h1","h2","h3","h4","h5","h6","h7",
"h8","h9","h10","h11")

n.vec<-c(25,50,100,200)
for(k in 1:length(n.vec){
for(i in 1:N.sim){

x<-rgamma(k,(1.5)^2,1.5)
x<-5*x
BW[i,1]<-h.amise(x)$h
BW[i,2]<-bw.nrd0(x)
BW[i,3]<-bw.nrd(x)
BW[i,4]<-bw.ucv(x)
BW[i,5]<-bw.bcv(x)



۸۵

BW[i,6]<-bw.SJ(x)
BW[i,7]<-dpik(x)
BW[i,8]<-bw.dboot2(x,sd(x),h0=BW[i,2])
BW[i,9]<-(BW[i,4]*(BW[i,7]^2))^(1/3)
BW[i,10]<-(BW[i,7]*(BW[i,4]^2))^(1/3)
BW[i,11]<-(BW[i,7]*BW[i,4])^(1/2)
x.grid<-density(x,BW[i,1])$x
y.grid<-sGamma(x.grid)
ISE[i,1]<-sum((density(x,BW[i,1])$y-y.grid)^2)
ISE[i,2]<-sum((density(x,BW[i,2])$y-y.grid)^2)
ISE[i,3]<-sum((density(x,BW[i,3])$y-y.grid)^2)
ISE[i,4]<-sum((density(x,BW[i,4])$y-y.grid)^2)
ISE[i,5]<-sum((density(x,BW[i,5])$y-y.grid)^2)
ISE[i,6]<-sum((density(x,BW[i,6] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,7]<-sum((density(x,BW[i,7] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,8]<-sum((density(x,BW[i,8] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,9]<-sum((density(x,BW[i,9] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,10]<-sum((density(x,BW[i,10] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,11]<-sum((density(x,BW[i,11] )$y-y.grid)^2)

}

Bias.mat[k,]<-apply(BW-BW[,1],2,mean)
boxplot(ISE)
ISE.mean[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.sd[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.L2[k,]<-apply((ISE-ISE[,1])^2,2,mean)
ISE.L1[k,]<-apply(abs(ISE-ISE[,1]),2,mean)
}

dotplot(t(Bias.mat),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="Bias(h)")
dotplot(t(ISE.L1),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="L1-distance")
dotplot(t(ISE.L2),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
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ylab="L2-distance")

mGamma<-function(x) (1/3)*dgamma(8*x,(1.5)^2,1.5)
+(1/3)*dgamma(8*x,3^2,3)+(1/3)*dgamma(8*x,6^2,6)
curve(mGamma,-0.2,1.2,ylab=" ",main="Three Gamma Distribution")
mGamma<-Vectorize(mGamma)

N.sim=250
BW<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
ISE<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
Bias.mat<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L2<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L1<-ISE.mean<-ISE.sd<-matrix(0,nr=4,nc=11)
row.names(Bias.mat)<-row.names(ISE.L2)<-row.names(ISE.L1)
<-row.names(ISE.mean)<-row.names(ISE.sd)<-c("25","50","100","200")
colnames(BW)<-colnames(ISE)<-colnames(Bias.mat)<-colnames(ISE.L2)
<-colnames(ISE.L1)<-c("h1","h2","h3","h4","h5","h6","h7",
"h8","h9","h10","h11")

n.vec<-c(25,50,100,200)
for(k in 1:length(n.vec){
for(i in 1:N.sim){

y<-rbinom(k,2,1/3)
x<-numeric(k)
for(j in 1:k){
if(y==0) x[j]<-rgamma(1,(1.5)^2,1.5)
else if(y==1) x[j]<-rgamma(1,3^2,3)
else x[j]<-rgamma(1,6^2,6)

}
x<-8*x
BW[i,1]<-h.amise(x)$h
BW[i,2]<-bw.nrd0(x)
BW[i,3]<-bw.nrd(x)



۸۷

BW[i,4]<-bw.ucv(x)
BW[i,5]<-bw.bcv(x)
BW[i,6]<-bw.SJ(x)
BW[i,7]<-dpik(x)
BW[i,8]<-bw.dboot2(x,sd(x),h0=BW[i,2])
BW[i,9]<-(BW[i,4]*(BW[i,7]^2))^(1/3)
BW[i,10]<-(BW[i,7]*(BW[i,4]^2))^(1/3)
BW[i,11]<-(BW[i,7]*BW[i,4])^(1/2)
x.grid<-density(x,BW[i,1])$x
y.grid<-mGamma(x.grid)
ISE[i,1]<-sum((density(x,BW[i,1])$y-y.grid)^2)
ISE[i,2]<-sum((density(x,BW[i,2])$y-y.grid)^2)
ISE[i,3]<-sum((density(x,BW[i,3])$y-y.grid)^2)
ISE[i,4]<-sum((density(x,BW[i,4])$y-y.grid)^2)
ISE[i,5]<-sum((density(x,BW[i,5])$y-y.grid)^2)
ISE[i,6]<-sum((density(x,BW[i,6] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,7]<-sum((density(x,BW[i,7] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,8]<-sum((density(x,BW[i,8] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,9]<-sum((density(x,BW[i,9] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,10]<-sum((density(x,BW[i,10] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,11]<-sum((density(x,BW[i,11] )$y-y.grid)^2)

}
Bias.mat[k,]<-apply(BW-BW[,1],2,mean)
boxplot(ISE)
ISE.mean[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.sd[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.L2[k,]<-apply((ISE-ISE[,1])^2,2,mean)
ISE.L1[k,]<-apply(abs(ISE-ISE[,1]),2,mean)
}
dotplot(t(Bias.mat),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="Bias(h)")
dotplot(t(ISE.L1),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="L1-distance")
dotplot(t(ISE.L2),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
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ylab="L2-distance")

sNorm<-function(x) dnorm(x,mean=0.5,sd=0.2)
curve(sNorm,-0.2,1.2,ylab = " ",main="Simple Normal Distribution")
sNorm<-Vectorize(sNorm)

N.sim=250
BW<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
ISE<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
Bias.mat<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L2<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L1<-ISE.mean<-ISE.sd<-matrix(0,nr=4,nc=11)
row.names(Bias.mat)<-row.names(ISE.L2)<-row.names(ISE.L1)
<-row.names(ISE.mean)<-row.names(ISE.sd)<-c("25","50","100","200")
colnames(BW)<-colnames(ISE)<-colnames(Bias.mat)<-colnames(ISE.L2)
<-colnames(ISE.L1)<-c("h1","h2","h3","h4","h5","h6","h7",
"h8","h9","h10","h11")

n.vec<-c(25,50,100,200)
for(k in 1:length(n.vec){
for(i in 1:N.sim){

x<-rnorm(k,mean=0.5,sd=0.2)
BW[i,1]<-h.amise(x)$h
BW[i,2]<-bw.nrd0(x)
BW[i,3]<-bw.nrd(x)
BW[i,4]<-bw.ucv(x)
BW[i,5]<-bw.bcv(x)
BW[i,6]<-bw.SJ(x)
BW[i,7]<-dpik(x)
BW[i,8]<-bw.dboot2(x,sd(x),h0=BW[i,2])
BW[i,9]<-(BW[i,4]*(BW[i,7]^2))^(1/3)
BW[i,10]<-(BW[i,7]*(BW[i,4]^2))^(1/3)



۸۹

BW[i,11]<-(BW[i,7]*BW[i,4])^(1/2)
x.grid<-density(x,BW[i,1])$x
y.grid<-sNorm(x.grid)
ISE[i,1]<-sum((density(x,BW[i,1])$y-y.grid)^2)
ISE[i,2]<-sum((density(x,BW[i,2])$y-y.grid)^2)
ISE[i,3]<-sum((density(x,BW[i,3])$y-y.grid)^2)
ISE[i,4]<-sum((density(x,BW[i,4])$y-y.grid)^2)
ISE[i,5]<-sum((density(x,BW[i,5])$y-y.grid)^2)
ISE[i,6]<-sum((density(x,BW[i,6] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,7]<-sum((density(x,BW[i,7] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,8]<-sum((density(x,BW[i,8] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,9]<-sum((density(x,BW[i,9] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,10]<-sum((density(x,BW[i,10] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,11]<-sum((density(x,BW[i,11] )$y-y.grid)^2)

}
Bias.mat[k,]<-apply(BW-BW[,1],2,mean)
boxplot(ISE)
ISE.mean[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.sd[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.L2[k,]<-apply((ISE-ISE[,1])^2,2,mean)
ISE.L1[k,]<-apply(abs(ISE-ISE[,1]),2,mean)
}

dotplot(t(Bias.mat),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="Bias(h)")
dotplot(t(ISE.L1),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="L1-distance")
dotplot(t(ISE.L2),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="L2-distance")

m2Norm<-function(x) (1/2)*dnorm(x,0.35,0.1)+(1/2)*dnorm(x,0.65,0.1)
curve(m2Norm,-0.2,1.2,ylab=" ",main="Two Normal Distribution")
m2Norm<-Vectorize(m2Norm)
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N.sim=250
BW<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
ISE<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
Bias.mat<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L2<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L1<-ISE.mean<-ISE.sd<-matrix(0,nr=4,nc=11)
row.names(Bias.mat)<-row.names(ISE.L2)<-row.names(ISE.L1)
<-row.names(ISE.mean)<-row.names(ISE.sd)<-c("25","50","100","200")
colnames(BW)<-colnames(ISE)<-colnames(Bias.mat)<-colnames(ISE.L2)
<-colnames(ISE.L1)<-c("h1","h2","h3","h4","h5","h6","h7",
"h8","h9","h10","h11")

n.vec<-c(25,50,100,200)
for(k in 1:length(n.vec){
for(i in 1:N.sim){

y<-rbinom(k,1,1/2)
x<-numeric(k)
for(j in 1:k){
if(y==0) x[j]<-rnorm(x,0.35,0.1)
else x[j]<-rnorm(x,0.65,0.1)

}
BW[i,1]<-h.amise(x)$h
BW[i,2]<-bw.nrd0(x)
BW[i,3]<-bw.nrd(x)
BW[i,4]<-bw.ucv(x)
BW[i,5]<-bw.bcv(x)
BW[i,6]<-bw.SJ(x)
BW[i,7]<-dpik(x)
BW[i,8]<-bw.dboot2(x,sd(x),h0=BW[i,2])
BW[i,9]<-(BW[i,4]*(BW[i,7]^2))^(1/3)
BW[i,10]<-(BW[i,7]*(BW[i,4]^2))^(1/3)
BW[i,11]<-(BW[i,7]*BW[i,4])^(1/2)
x.grid<-density(x,BW[i,1])$x
y.grid<-m2Norm(x.grid)



۹۱

ISE[i,1]<-sum((density(x,BW[i,1])$y-y.grid)^2)
ISE[i,2]<-sum((density(x,BW[i,2])$y-y.grid)^2)
ISE[i,3]<-sum((density(x,BW[i,3])$y-y.grid)^2)
ISE[i,4]<-sum((density(x,BW[i,4])$y-y.grid)^2)
ISE[i,5]<-sum((density(x,BW[i,5])$y-y.grid)^2)
ISE[i,6]<-sum((density(x,BW[i,6])$y-y.grid)^2)
ISE[i,7]<-sum((density(x,BW[i,7])$y-y.grid)^2)
ISE[i,8]<-sum((density(x,BW[i,8])$y-y.grid)^2)
ISE[i,9]<-sum((density(x,BW[i,9])$y-y.grid)^2)
ISE[i,10]<-sum((density(x,BW[i,10])$y-y.grid)^2)
ISE[i,11]<-sum((density(x,BW[i,11])$y-y.grid)^2)

}
Bias.mat[k,]<-apply(BW-BW[,1],2,mean)
boxplot(ISE)
ISE.mean[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.sd[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.L2[k,]<-apply((ISE-ISE[,1])^2,2,mean)
ISE.L1[k,]<-apply(abs(ISE-ISE[,1]),2,mean)
}
dotplot(t(Bias.mat),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="Bias(h)")
dotplot(t(ISE.L1),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="L1-distance")
dotplot(t(ISE.L2),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="L2-distance")

m3Norm<-function(x) (1/3)*dnorm(x,0.25,0.075)
+(1/3)*dnorm(x,0.5,0.075)+(1/3)*dnorm(x,0.75,0.075)
curve(m3Norm,-0.2,1.2,ylab=" ",main="Three Normal Distribution")
m3Norm<-Vectorize(m3Norm)

N.sim=250
BW<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
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ISE<-matrix(0,nr=N.sim,nc=11)
Bias.mat<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L2<-matrix(0,nr=4,nc=11)
ISE.L1<-ISE.mean<-ISE.sd<-matrix(0,nr=4,nc=11)
row.names(Bias.mat)<-row.names(ISE.L2)<-row.names(ISE.L1)
<-row.names(ISE.mean)<-row.names(ISE.sd)<-c("25","50","100","200")
colnames(BW)<-colnames(ISE)<-colnames(Bias.mat)<-colnames(ISE.L2)
<-colnames(ISE.L1)<-c("h1","h2","h3","h4","h5","h6","h7",
"h8","h9","h10","h11")

n.vec<-c(25,50,100,200)
for(k in 1:length(n.vec){
for(i in 1:N.sim){

y<-rbinom(k,2,1/3)
x<-numeric(k)
for(j in 1:k){
if(y==0) x[j]<-rnorm(x,0.25,0.075)
else if(y==1) x[j]<-rnorm(x,0.5,0.075)
else x[j]<-rnorm(x,0.75,0.075)

}
BW[i,1]<-h.amise(x)$h
BW[i,2]<-bw.nrd0(x)
BW[i,3]<-bw.nrd(x)
BW[i,4]<-bw.ucv(x)
BW[i,5]<-bw.bcv(x)
BW[i,6]<-bw.SJ(x)
BW[i,7]<-dpik(x)
BW[i,8]<-bw.dboot2(x,sd(x),h0=BW[i,2])
BW[i,9]<-(BW[i,4]*(BW[i,7]^2))^(1/3)
BW[i,10]<-(BW[i,7]*(BW[i,4]^2))^(1/3)
BW[i,11]<-(BW[i,7]*BW[i,4])^(1/2)
x.grid<-density(x,BW[i,1])$x
y.grid<-m3Norm(x.grid)
ISE[i,1]<-sum((density(x,BW[i,1])$y-y.grid)^2)



۹۳

ISE[i,2]<-sum((density(x,BW[i,2])$y-y.grid)^2)
ISE[i,3]<-sum((density(x,BW[i,3])$y-y.grid)^2)
ISE[i,4]<-sum((density(x,BW[i,4])$y-y.grid)^2)
ISE[i,5]<-sum((density(x,BW[i,5])$y-y.grid)^2)
ISE[i,6]<-sum((density(x,BW[i,6] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,7]<-sum((density(x,BW[i,7] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,8]<-sum((density(x,BW[i,8] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,9]<-sum((density(x,BW[i,9] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,10]<-sum((density(x,BW[i,10] )$y-y.grid)^2)
ISE[i,11]<-sum((density(x,BW[i,11] )$y-y.grid)^2)

}
Bias.mat[k,]<-apply(BW-BW[,1],2,mean)
boxplot(ISE)
ISE.mean[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.sd[k,]<-apply(ISE,2,mean)
ISE.L2[k,]<-apply((ISE-ISE[,1])^2,2,mean)
ISE.L1[k,]<-apply(abs(ISE-ISE[,1]),2,mean)
}
dotplot(t(Bias.mat),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="Bias(h)")
dotplot(t(ISE.L1),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="L1-distance")
dotplot(t(ISE.L2),auto.key=list(columns = 2),horizontal = FALSE,
ylab="L2-distance")

۴ فصل ستاره شناسی داده های

data<-read.table("C:/Users/nhp/Downloads/asu-txt.txt", quote="\"")
x<-data[,4]
x<-x[30000:30300]
hist(x,breaks=100,freq=FALSE,main=" ")
hist(x,freq=FALSE,main=" ")
h.amise(x)$h->h1
lines(density(x,h1),col="red")
bw.nrd0(x)->h2
hist(x,freq=FALSE,main=" ",ylim=c(0,0.025))
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lines(density(x,h2),col="red")
bw.nrd(x)->h3
hist(x,freq=FALSE,main=" ",ylim=c(0,0.025))
lines(density(x,h3),col="red")
bw.ucv(x)->h4
hist(x,freq=FALSE,main=" ",ylim=c(0,0.025))
lines(density(x,h4),col="red")
bw.bcv(x)->h5
hist(x,freq=FALSE,main=" ",ylim=c(0,0.030))
lines(density(x,h5),col="red")
bw.SJ(x)->h6
hist(x,freq=FALSE,main=" ",ylim=c(0,0.030))
lines(density(x,h5),col="red")
dpik(x)->h7
hist(x,freq=FALSE,main=" ",ylim=c(0,0.030))
lines(density(x,h5),col="red")
bw.dboot2(x,sd(x),h0=40)->h8
hist(x,freq=FALSE,main=" ",ylim=c(0,0.030))
lines(density(x,h5),col="red")
(bw.ucv(x)*(dpik(x)^2))^(1/3)->h9
hist(x,freq=FALSE,main=" ",ylim=c(0,0.030))
lines(density(x,h5),col="red")
(dpik(x)*(bw.ucv(x)^2))^(1/3)->h10
hist(x,freq=FALSE,main=" ",ylim=c(0,0.030))
lines(density(x,h5),col="red")
(dpik(x)*bw.ucv(x))^(1/2)->h11
hist(x,freq=FALSE,main=" ",ylim=c(0,0.030))
lines(density(x,h5),col="red")
##Biases
h2-h1
h3-h1
h4-h1
h5-h1
h6-h1
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h7-h1
h8-h1
h9-h1
h10-h1
h11-h1
#ISEs
sum(density(x,h2)$y-density(x,h1)$y)^2
sum(density(x,h3)$y-density(x,h1)$y)^2
sum(density(x,h4)$y-density(x,h1)$y)^2
sum(density(x,h5)$y-density(x,h1)$y)^2
sum(density(x,h6)$y-density(x,h1)$y)^2
sum(density(x,h7)$y-density(x,h1)$y)^2
sum(density(x,h8)$y-density(x,h1)$y)^2
sum(density(x,h9)$y-density(x,h1)$y)^2
sum(density(x,h10)$y-density(x,h1)$y)^2
sum(density(x,h11)$y-density(x,h1)$y)^2
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Aabstract

Perhaps the most fundamental concepts in the field of statistic is the porobability function
which can be found in the behavior of random variables especially in statistics without
knowing the statistical probability of a random sample, ability to perform inference on
random samples and generalizing the results to the community does not exist.

On of the methods for estimating density (probability) function is ”kernel density
estimation”, the generalization of naive estimator. In kernel methods, we must specify
two parameters: Kernel function and bandwidth. The bandwidth selection plays a key
role in kernel methods. When bandwith is small, the curve is nonsmooth. With increasing
the bandwith, the smoothness increases. Some of the methods for bandwidth selection is:
subjective methds, normal scale rule, least square cross validation etc.

In this disseration, we study density estimation via kernel methods, also, compare
some of the bandwidth selection methods and apply them to astrostatistics data.

Keywords: Kernel function, Bandwidth, Cross validation, astrostatistics, Integrated
squerred error measure.
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