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 تقدیم به ...

 

ن آموخت و مادرم که وجودش برایم همه مبزرگ معلم زندگیم که استقامت را به  ،دیم به پدرم تق

تا روی  مویش سپیدی گرفت ،توانش رفت تا به توانایی برسم  ،برایش همه رنج  عشق است و وجودم 

گرمی کلامش و روشنایی رویش سرمایه زندگانی من است. در برابر  ،سپید بمانم. او که فروغ نگاهش 

بر دستانش بوسه می  ،وجود گرامیش زانوی ادب بر زمین می نهم و با دلی  مالامال از عشق و محبت 

محبت صمیمانه اش زنم و تقدیم به بهترین دوست زندگیم که چون پرستویی پر کشید و رفت. او که 

 همراه من است و یاد و خاطرش تا ابد در ذهن من جاری است.

 

 

 موفقیت و نیکبختی شان آرزویم                       
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 تشکر و قدردانی

     

اکنون  ،و دوستان عزیزم  ید بزرگوارهنمایی و مساعدت اساتبا توجه به عنایت خداوند متعال و را     

 مه خود را به پایان رسانده ام بر خود لازم می دانم تا تشکر خود را ابراز نمایم.که پایان نا

از جناب آقای دکتر ابراهیم هاشمی استاد بزرگوارم که در تمامی مراحل این پایان نامه با صبر و      

اهنمایی اینجانب را یاری نمودند کمال تشکر را دارم. از جناب آقای دکتر احمد زیره که با ر ،حوصله 

شان مرا مورد لطف خود قرار دادند صمیمانه تشکر و قدردانی می کنم. مراتب تشکر خود را از جناب 

آقای دکتر میرحیدر جعفری به خاطر کمک ایشان ابراز می دارم. همچنین از کمک های استاد گرامی 

 نی می کنم.جناب آقای سید رضا موسوی و دوست عزیزم خانم الهام حاجی شمسائی تشکر و قدردا

ضمن تشکر  ،حمایت ها و دعاهای پدر و مادر عزیزم در تمامی مراحل زندگی شامل حال من بوده      

 سلامتی شان را از درگاه خداوند متعال خواستارم.  ،از آنها 
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 چکیده

 

ک حلقه را بیان می کنیم ابتدا مفهوم مجموعه خودتوان های مثلثی چپ برای ی در این پایان نامه     

و رابطه بین خودتوان های مثلثی چپ یک حلقه و برخی از توسیع های آن حلقه را بررسی می کنیم. 

حلقه سپس  این خودتوان ها یک نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته برای یک حلقه تعیین می کنند.

)و بنابرین شامل  PWDن خانواده شامل حلقه های را مورد مطالعه قرار می دهیم. ای PWPهای 

  ، PWP یا نوتری راست هستند( می باشد. برای یک حلقه بتدائیکه نیم ا موروثیهمه حلقه های 

 یک نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته دارند به طوری که حلقه های روی از آن را که ییتوسیع ها

 .را مورد بررسی قرار می دهیم قطر اصلی آنها اول هستند

 

نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته، توسیع یک حلقه، توسیع مرکزی، توسیع نرمالگر، توسیع شبه  کلمات کلیدی:

 ، حلقه شبه بئر اصلی، حلقه شبه بئر، خودتوان نیم مرکزی، بعد مثلثی، خودتوان مثلثی، حلقه PWD ، PWPنرمالگر، 

u.p- منوئیدی 
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 فهرست علائم

     

CCA  افزایشیشرط زنجیر     ..

 xannl   پوچساز چپ عنصر x  

 xannr    پوچساز راست عنصرx 

C    دان اعداد مختلطمی 

 A card ، || A  کاردینال مجموعه A   

 Rchar   مشخصه حلقه  R  

CCD  شرط زنجیر کاهشی    ..

D    گروه دووجهی نامتناهی 

 xfdeg    ای جمله درجه چند  xf   

 Vdim   رداری بعد فضای بV   

ijE     ماتریسی که درایه ji. است های آن صفر آن یک و سایر درایه 

 MEndR    حلقهR همریختی ها رویM 

JI     های ع ایده الوجمم I و J    

RM    R-  مدول راستM                                       

 RMatn   حلقه ماتریس هایnn   رویR              

SR     های مجموع مستقیم حلقه R   وS   

I
R                   خارج قسمتیحلقه R   برI     

 xo                  مرتبه عنصرx 

 RP     رادیکال اول حلقهR   



 

 

 

 ط


Ii

iR        مجموع یک خانواده از حلقه ها 


Ii

iR        از حلقه ها                      خانواده یک ضرب مستقیم 

iIi R   جمع مستقیم یک خانواده از حلقه ها 

Q    میدان اعداد گویا 

R          میدان اعداد حقیقی 

 GR    حلقه گروهی 

 XR    ها رویلقه چندجمله ایح R  هایی از با متغیرX  

  XR    های توانی رویحلقه سری R هایی از با متغیرX                      

 1, xxR    حلقه چندجمله ای های لوران رویR  

  1, xxR    حلقه سری های توانی لوران رویR   

 Rrad     رادیکال ژاکوبسن حلقهR 

 x    ایده ال اصلی تولید شده توسط x   

Z     حلقه اعداد صحیح 

nZ
ZZ n      به پیمانه   اعداد صحیححلقهn 

 کرونکر یدلتا     
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 فصل اول

 

 

 تعاریف و خلاصه ای از پایان نامه

 

 

 توسیعی که یعنی R حلقه تمام حلقه ها را شرکت پذیر و یکدار در نظر می گیریم. یک توسیع از     

پوچساز راست و پوچساز چپپ را باشد  R یک زیر مجموعه ناتهی از S اگر عضو همانی را دارد.همان 

بپپه ترتیپپب بپپا  SrR  و SlR  نمپپایش مپپی دهپپیم و بپپه صپپورت زیپپر تعریپپف مپپی کنپپیم

    SaRaSrR  و    aSRaSlR. 

می نامند اگر پوچساز راست هر زیر مجموعه ناتهی )ایده ال  9)شبه بئر( 8بئررا  Rحلقه  تعریف: 1-1

برای مطالعه بیشتر  یک عنصر خودتوان تولید شود. ، توسط به عنوان یک ایده ال راست آن ، راست(

 مراجعه کنید. ]89[، ]94[،]87[،]88[،]3[،]8[در مورد حلقه های شبه بئر می توانید به 

   هستند. ppحلقه های ،  تعمیم دیگری از حلقه های بئر     

                                                                                                                                              

Baer  -  
1

 

Baer-quasi   - 
2
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به  ، R عنصر هرپوچساز راست )چپ(  اگرمی نامند )چپ(  8راست ppرا  R حلقه تعریف: 1-2

هم  می نامند اگر pp را R توسط یک خودتوان تولید شود. حلقه ، راست )چپ( وان یک ایده العن

pp هم  راست وpp .چپ باشد 

 راست اصلی ایده ال هری نامند اگر پوچساز راست م 9راست اصلی ئرشبه ب را R حلقه تعریف: 1-3

 طورچپ به اصلی بئر شبه توسط یک خودتوان تولید شود. حلقه های ،  به عنوان یک ایده ال ،آن 

هم شبه راست و اصلی بئر شبه  هم می نامند اگر اصلی بئرشبه د. یک حلقه را نمشابه تعریف می شو

 .اصلی استبئر به ، ش شبه بئر هر حلقهچپ باشد. اصلی بئر 

  باشد.داشته گوییم اگر هیچ عنصر پوچ توان ناصفر ن 8تقلیل یافته  را Rحلقه  تعریف: 1-4

Rx  ،xeexe می نامند اگر برای هر 4نیم مرکزی چپرا  Reخودتوان عنصر  تعریف: 1-5 . 

Reeبه طور معادل  خود توان نیم مرکزی راست به صورت مشابه تعریف می شود.  نیم مرکزی  2

یک ایده ال است  ، چون پوچساز راست یک ایده ال راست باشد. Rیک ایده ال  eR چپ است اگر

 راست یک ایده ال راست توسط یک خودتوان نیم مرکزی تولید ازپوچس ، لذا در یک حلقه شبه بئر

د. شو می RS l  و)(RS r چپ و راست نیم مرکزی  خودتوان های تماممجموعه  نمایانگره ترتیب ب

می نامند اگر  8تقلیل یافتهنیم مرکزی را  Rحلقه  از e . خودتوانمی باشند R حلقه

},{Re)( eeSl داریم که . توجه },{Re)( eeSl  اگر و فقط اگر },{Re)( eeSr  .8 هرگاه 

 اگر نامیم. می تقلیل یافته نیم مرکزی را  Rتقلیل یافته نیم مرکزی باشد حلقه  R  تمام مجموعه

)()()( می توان نشان داد کهباشد  Rخودتوان های مرکزی  RRSRS rl . 

                                                                                                                                              

right pp -  
1

 

Baer)-Baer (or simply right p.q-right principally quasi -  
2

 

reduced  -  
3

 

4  - left semi central 

reduced semicentral -  
5
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 حلقه ای یکریختیهر گاه  دارد 8یافته نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم R حلقهگوییم  تعریف: 1-6
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  هر  در آن هد کباشوجود داشتهiR  براییکدار و یک حلقه 

jiهر   ٬ ijR  یکiR- مدول چپ و jR- اگر هر .مدول راست است iR ه تقلیل یافته نیم یک حلق

 n بعد مثلثی زیک نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته کامل ا R گوییم مرکزی باشد در این صورت

  .دارد

نامیم اگر  9را متعامد ,Rخودتوان های : تعریف 1-7 . 

وان به صورت ترکیبی به فرم را نت eگوییم اگر  8بتدائیارا  Reخودتوان ناصفر  ف:تعری 1-8

   نوشت که  و های متعامد ناصفر در  خودتوانR د.باشن 

  معرفی کردند.  را PWDمفهوم یک حلقه  ]99[در  8و اسمال 4نوردوگ     

PWD7 را  R حلقه تعریف: 1-9 PWP3  های  از خودتوان یک مجموعه کامل گاه هرمی نامند

 مانند های مثلثی( )مجموعه کامل از خودتوان بتداییا neee ,...,,  وجود داشته باشد به طوری که 21

nkji برای هر   jiexو هر  1,, Re و kjey Re  اگرxy  xRy  آنگاه x یا 

y . 

                                                                                                                                              

  d triangular matrix representationgeneralize -  
1

 

orthogonal  - 
2

 

primitive -  
3

 

Gordon -  
4

 

Small -  
5

 

piecewise domain -  
6

 

piecewise prime ring -  
7
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 باشپد.  Kروی یک مجموعه از متغیپر هپای مسپتقل  Xیک  حلقه و  Kفرض کنید  تعریف: 1-01

را با  Kروی  8حلقه چند جمله ا ی ها XKR   جمله نمایش می دهیم. عناصر آن به صورت چند

 به طور طبیعی تعریف می شود. Rای هستند و جمع و ضرب روی 

یک  حلقه و  Kفرض کنید  تعریف:  1-11 IixX i   روی یک مجموعه از متغیر های مسپتقل

K  .روی  9حلقه سریهای توانیباشدK  را با علامت  XKR   نمایش می دهیم. عناصر آن به فرم

...21  fff  هستند که هرif  یک چند جمله ای همگن از درجپهi  بپر اسپام متغیپر هپای

 IixX i   است. جمع و ضرب رویR  .به طور طبیعی تعریف می شود 

حلقپه سپریهای باشپد.  Kیک متغیپر مسپتقل رو ی  x یک  حلقه و Kفرض کنید  تعریف : 1-12

را با علامت  Kروی  8توانی لوران  xKR   نمایش می دهیم. عناصر آن به فرم


i

i

i xa  هستند

بپه طپور  Rمخالف صفر هستند. جمع و ضپرب روی  xکه تعداد متناهی از ضرایب توان های منفی 

طبیعی تعریف می شود و بوضوح داریم       xKxK  . 

KK یک  حلقه و Kفرض کنید  تعریف : 1-13 :  .حلقه چند جملپه ای یک همریختی باشد

را با علامت  Kروی   4های اریب ;xKR   نمایش می دهیم. عناصپر آن همپان چنپد جمپلا ای

nهای به فرم   

n xaxaa  ...1  هستند. جمع رویR  به طور طبیعی تعریف می شود اما ضپرب

از قانون  xbxb     پیروی می کند. یعنی در حالت کلی ضرب به صپورت زیپر تعریپف مپی شپود

  























 ji
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i xbaxbxa 
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polynomials  ring  -  
1

 

power series ring  -  
2

 

power series ring Laurent -  
3

 

Skew polynomials  ring  -  
4
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نیز تعریف می شود و آن را با علامت  8توانی اریبحلقه سری های  ،مشابه تعریف بالا  تعریف : 1-14

  ;xKR    نمایش می دهیم    KaxaaxKR i  ...; 1 . 

KK یک  حلقه و Kفرض کنید  تعریف : 1-15 :  یک خودریختی باشپد. حلقپه سپری هپای

توانی اریب  لوران را با علامت   ;xKR   نشان می دهیم. عناصر آن به فرم


i

i

i xa  اسپت بپه

بپه طپور طبیعپی  Rها مخالف صفر هستند. جمپع روی  iaتعداد متناهی از  ، iطوری که برای 

ن تعریف می شود امپا ضپرب از قپانو xbxb   و  111   xbbx   پیپروی مپی کنپد. بوضپوح

  ;xK  زیر حلقه ای از  ;xK  .است 

KK یک  حلقه و Kفرض کنید تعریف :  1-16 : یک خودریختی باشد. مشابه تعریپف بپالا ، 

مپپپی تپپپوان حلقپپپه سپپپری هپپپای تپپپوانی   ;xKR   را تشپپپکیل داد. حپپپال زیپپپر مجموعپپپه












n

mi

i

i

i Kanmnmxa از حلقپپه  ,,,  ;xKR   را در نظرمپپی گیپپریم. بوضپپوح

مجموعه فوق یک زیر حلقه از   ;xK  است که ان را با علامت ;, 1xxK  نمایش می دهیم و به

 آن حلقه چند جمله ای های اریب لوران می گوییم.

     G  نمایانگر یک منوئید و .عضو همانی آن می باشد 

ناتهی متناهی  زیر مجموعه دو رای هرمی نامند اگر ب 9منوئید-.puرا  Gمنوئید  تعریف: 1-17

GBA ,  ،عنصر Gx  وجود داشته باشد که به طور یکتا به فرمab که  نوشته شودAa  و

Bb . 

است. برای مثال این کلام  از اهمیت خاصی برخوردار بزرگ و بسیارها  منوئید-.pu کلام     

 های یک گروه آزاد و گروه های پوچ توان فارغ زیرمنوئید ، راست یا شامل همه منوئیدهای مرتب چپ

                                                                                                                                              

power series ringskew   -  
1

 

unique product monoid -  2
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 .ندارد متناهی از مرتبه عنصر غیر همانی حذف پذیر است و G منوئید – u.p هر از تاب است.

را  Gمدول آزاد تولید شده توسط Rیک گروه باشد.  Gحلقه و  Rفرض کنید  تعریف : 1-18

می نامیم و با علامت  8حلقه گروهی GR .نمایش می دهیم 

 PWPیک حلقه شبه بئر با بعد مثلثی متناهی است. هر حلقه  PWPیک حلقه  نشان می دهیم     

 اول هستند. آن مثلثی تعمیم یافته کامل دارد که حلقه های روی قطر اصلی ییک نمایش ماتریس

 هستند.  PWD همچنان PWD حلقه هایروی  ها حلقه چند جمله ای و nn های حلقه ماتریس

هستند )و  PWPتوسیع های زیر نیز باشد   PWP یک حلقه Rاگر نشان می دهیم  همچنین     

یک  Gکه  GR][حلقه منوئیدی  -8  ه کامل دارند(ین یک نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافتابنابر

pu.-  9،  استمنوئید-  XR  و  XR که X  یک مجموعه ناتهی از متغیرهای نه لزوما جابجائی

 های لوران حلقه چند جمله ای -8 ، است 1xxR  لوران توانی حلقه سری های و ,  1xxR , ، 4- 

 های اریب حلقه چند جمله ای ;xR  های توانی اریب  و حلقه سری  ;xR که   یک

 مربعی حلقه ماتریس های -8  ، است Rاز خودریختی  RMatn حلقه ماتریس های بالا مثلثی و 

 RTn . 

 همچنینرا بررسی می کنیم.   GR][ و حلقه منوئیدی Rحلقه  رابطه شبه بئر بودن 9 فصلدر      

می نتیجه  از آن یک شرط لازم و کافی برای شبه بئر بودن یک جبر گروهی نیم اول پیدا می کنیم.

 ع مستقیم متناهی از حلقه های اول است. وجممکه هر جبر گروهی نوتری راست نیم اول یک  گیریم

 Rود توان های نیم مرکزی را بر حسب  خ Rهای نیم مرکزی توسیع های  خودتوان 8فصل در      

         می کنیم.شخص م

                                                                                                                                              

group ring  -  
1
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را بیان می کنیم. همچنین  م یک مجموعه از خودتوان های مثلثی و بعد مثلثییهامف 4 فصلدر      

ایده  n افقط اگر دقیق اگر واست  n بعد مثلثیاز  Rنگاه آشبه بئر باشد  R نشان می دهیم که اگر

 ال اول مینیمال داشته باشد.

تعیین می را  Rانواع توسیع های  برای نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته کامل 8 فصلدر      

 کنیم.

 8چپ رشبه نرمالگ -Rعنصر  یک را n .n و باشد R از یتوسیع  فرض کنید تعریف: 1-19

2nn. اگر RnnR ی نامند اگرم   آنگاهnRnRn   یعنی(n نیم مرکزی راست روی  به فرمR 

 عمل می کند(. 

حلقه ماتریس   روی اعداد صحیح و 22حلقه ماتریس های بالا مثلثی  R مثال اگر ه عنوانب     

 روی میدان اعداد گویا باشد آنگاه 22 مربعی های









1

 q
n ک عنصر خودتوانی R- شبه

توسیع یک  نرمالگر نیست. گوئیم  nآنگاه  یک عدد صحیح نباشد q اگر .است  نرمالگر چپ از

 -Rعناصر  مجموعه از یک توسطمدول چپ  -Rبه عنوان یک   است اگر R از 9شبه نرمالگر چپ

 حلقهو  ع نرمالگریهر توس به عنوان مثال شبه نرمالگر چپ تولید شود. ;xR  ، که  یک

 که داریم. توجه هستند Rتوسیع هایی شبه نرمالگر چپ از  ، است همریختی ;xR  یک توسیع

 توسط مجموعهاست که  R نرمالگر از ,...,, 21 xx تولید می شود اگر و فقط اگر  .پوشا باشد  

و  Rگوییم اگر  8ساده را Rحلقه  :الف تعریف 1-20   وR .تنها ایده ال های آن باشند 

باشد یا به طور  Rهر ایده ال آن یک جمعوند مستقیم از است هر گاه  8نیم ساده Rگوییم حلقه : ب

 باشد.برابر مجموع مستقیمی از ایده ال های مینیمال خود  با Rمعادل 

                                                                                                                                              

quasi normalizing element-left R -  
1

 

left quasi normalizing extension -  
2

 

simple ring  - 
3
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 9اول  را Pباشد. ایده ال  Rایده الی از  Pجایی و یک حلقه جاب Rفرض کنید  الف: تعریف 1-21

RPنامیم هر گاه    و برای ایده ال هایRJI , ،  اگرPIJ   آنگاهPI  یا PJ  . 

QIاگر  ، Rاز  Iگاه برای هر ایده النامیم هر  8اولنیم   را Rحلقه از  Qایده ال  :ب 2 آنگاه 

QI  . نیم اول است. ،برای مثال هر ایده ال اول 

( است هر گاه ایده ال 8نیم اول) 4اول Rگوییم حلقه  تعریف: 1-22   )یک ایده ال اول )نیم اول

 اول است.یم نمثال هر دامنه یک حلقه اول و هر حلقه تقلیل یافته یک حلقه یک  برای باشد.

فرض کنید  :تعریف 1-23 IiCi :  یک خانواده از زیر مجموعه های مجموعهC  باشد. گوییم

CCA)به طور خلاصه  7افزایشیشرط زنجیر این خانواده در  صدق می کند هر گاه یک زنجیر ( ..

...افزایشی نامتناهی مانند 
21
 ii CC زیر معادل با  گزاره در این خانواده وجود نداشته باشد. دو

 این شرط هستند 

...( برای هر زنجیر صعودی در این خانواده مانند 8)     
21
 ii CC ،  یک عدد صحیحn  وجود

...داشته باشد به طوری که 
21


 nnn iii CCC. 

 از این خانواده تحت رابطه شمول یک عضو ماکزیمال داشته باشد.( هر مجموعه ناتهی 9)     

CCD)به طور خلاصه  3کاهشیشرط زنجیر  به طور مشابه     برای یک خانواده از زیر مجموعه ( ..

  این شرط نیز بیان کرد.برای را بالا  دو شرط معادلتعریف می شود و می توان  Cهای مجموعه 

                                                                                                                                               

semi simple ring  - 
1

 

prime ideal   - 
2

 

semi prime ideal  - 3
 

prime ring  - 
4

 

semi prime ring  - 
5

 

ascending chain condition   - 
6

 

decending chain condition  - 
7
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( می 9آرتینی) 8نوتریرا  Mمدول باشد.  -Rیک  Mیک حلقه و  Rفرض کنید  :تعریف 1-24

CCAدر شرط  Mنامیم اگر خانواده همه زیر مدول های  ..  CCD  را نوتری Rحلقه صدق کند.  ..

 نوتری )آرتینی( باشد. به طور مثال هر میدان هم ،مدول  -R  به عنوان یک  R نامیم اگر   )آرتینی(

 و حلقه اعداد صحیح یک حلقه نوتری است. است تینینوتری و هم آر

 چند جمله ای های حلقهباشد آنگاه  نوتری Rحلقه اگر  : 3قضیه پایه هیلبرت 1-25

 nxxxR ,...,,  است.نوتری  21

یک حلقه و  Kفرض کنید       Iixi : باشد. می  ناجابجایی یعه مستقل از متغیر هایک مجمو

حلقه آزاد تولید شده توسط Kتوانیم  Iixi :  را تشکیل دهیم و آن را باIixKR i  : 

بجایی به صورت چند جمله ای هایی با متغیر های ناجا Rنمایش می دهیم. عناصر  ix و ضرایب از 

K هر . در اینجا فرض می کنیم که ضرایب با هستندix  جابجا می شود. حال فرض کنیدK  وR 

و باشند مانند بالا   RJjfF j  را با  R در Fه ال تولید شده توسط . اید: F  نمایش می

دهیم و حلقه خارج قسمتی  F
RR   .را تشکیل می دهیم 

yxKRاگر  تعریف : 1-62 ,  و 1.  yxxyF ،  آنگاه F
RR   می  4اولین جبر ویل را

نامند و با  KA1  نمایش می دهند. با استفاده از KA1 ، بالاتر را به صورت زیر  یلجبرهای و

تعریف می کنیم     KAAKA nn 11  . به طور معال  KAn ز عناصر توسط یک مجموعه ا

 nn yxyx ,,...,, و با روابط  ،جابجا می شوند  Kهر کدام از این ها با عناصر   ،تولید می شود  11

1 iiii xyyx  وقتیni 1 ،  ijji xyyx  برایji  ،  ijji xxxx  برایji   و

 ijji yyyy  برایji . 

                                                                                                                                              

noetherian  - 
1

 

artinian  - 
2

 

Hilbert basis theorem - 
3

 

the first weyl algebra - 
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 Nو  Mمانند  Cمدولها باشد. برای هر دو عضو از  -Rدسته ای از  Cفرض کنید  تعریف : 1-27

، مجموعه  NMHom را در نظر می گیریم که هر عضو از  , NMHom به  Mیک همریختی از  ,

N  است و معمولا باNMf :  نمایش می دهیم. برای هرM  وN  وP  تابعی به نامPNMo ,, 

    به صورت زیر وجود دارد     PMHomNMHomPNHomo PNM ,,,:,,   که برای هرg  و 

f معمولا ،   fgo PNM fg را با نماد  ,,,    .نمایش می دهیمC  همراه با توابعHom  وo را که 

 می نامیم  8مدولها -Rتگوری از اکدر شرایط زیر صدق می کند را یک 

 که ترکیب های متناظر آنها با معنی باشد ، hو  gو  f( برای هر 8)    fghfgh   . 

M  ،مانند  C( برای هر عضو از 9) MMHom  باشد که   M1شامل عضوی مانند  ,

CN)الف( برای هر    و برای هر NMHomg ,  داشته باشیمgg M 1.  

و برای هر  CP)ب( برای هر  MPHomf ,  داشته باشیمffM 1. 

می نامیم هر  9پروژکتیورا  Pمدول باشد. Rیک  Pیک حلقه و  Rفرض کنید  تعریف : 1-28

BAfگاه برای هر همریختی پوشای  :  بینR مدولهایA  وB  و همریختیBPg : ، 

APhیک همریختی  :  وجود داشته باشد به طوری کهghf  . 

به یک   می نامیم هر گاه برای هر همریختی یک  8انژکتیورا  Iمدول چپ Rتعریف :  1-29

BAf :    بینR مدولهایA  وB   و هر همریختیIAg : ،   یک همریختیIBh : 

gfhوجود داشته باشد به طوری که   . 

مدول چپ ، انژکتیو  -Rبه عنوان  Rمی نامیم هر گاه  4خود انژکتیورا  Rحلقه  یف:تعر 1-30

 باشد.

                                                                                                                                              

modules-category of R - 
1

 

projective - 
2

 

injective - 
3

 

self injective - 
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 فصل دوم

 

 حلقه های منوئیدی

 

 

شبه  GR][حلقه منوئیدی  باشد آنگاه یدمنوئ – u.pیک  Gاگر  نشان می دهیم که فصل در این     

باشد.  راست(اصلی بئر شبه شبه بئر ) Rحلقه  و فقط اگر راست( است اگراصلی بئر شبه بئر )

در ادامه  جبرهای گروهی نیم اول بررسی می کنیم. اصلی راست را برایبئر شبه همچنین شرط 

حت آن یک جبر گروهی نیم اول با یک مجموع مستقیم متناهی از حلقه های اول شرایطی را که ت

 برابر است را بیان می کنیم.

هر  یعنی برای ،حذف پذیر است  G منوئید باشد. در این صورت-.puیک   Gفرض کنید لم: 2-1

Gxhg ,, اگر hxgx   یاxhxg   آنگاهhg  . 

hxgxرض کنید ف برهان:  مجموعه های . hgA , و  xB   را در نظر بگیرید. اگرgx  به

hxgxآنگاه از  باشدنوشته شده  یکتاصورت    خواهیم داشتhg  اگر .hx  یکتا باشد مشابها

hgنتیجه می گیریم  . ■ 

  در این صورتحلقه منوئیدی باشد.  GR][و منوئید  -.pu یک G فرض کنید ه:یقض 2-2
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(8) R  راست است اگر و فقط اگراصلی بئر یک حلقه شبه ][GR راست اصلی بئر شبه  یک حلقه

 باشد.

(9) R شبه بئر است اگر و فقط اگر یک حلقه ][GR  شبه بئر باشد.یک حلقه                         

فرض کنیم . باشدراست اصلی بئر شبه  یک حلقه R فرض کنید (8) برهان:

 GRgagaga nn  ...2211. هر برای i  ، RSe li   وجود دارد به طوری که

  ReRar iiR  . اگرneeee ...21   باشد آنگاه RSe l و  
n

i

iR RareR
1

 . 

ابتدا نشان می دهیم       RSe l.  برای هر که باید نشان دهیم  منظوربرای اینRx، 

xeexe  فرض کنیم .Rx داریم پس دلخواه  باشد  

nn

nnnn

eexeeee

eeeexeeeeeeexeeeeexeeeexexe

.........

............

2121

32122132121321121





 

xeexe در نتیجه  و لذا  RSe l.  حال نشان می دهیم RareR i

n

i

R
1

.  فرض کنیم

ReeeeRx n...21 پس . RarRex R 11 . همچنین ReeeeReeex nn ...... 21221  ، در نتیجه 

 RarRex
R 22  نتیجه می گیریم که  . اگر به همین صورت ادامه دهیم 

ReeeeReex nnn ......... 211  . پس RarRex nRn لذا برای هر . i   داریم Rarx iR .پس 

 Rarx i

n

i

R
1

 .در نتیجه  RareR i

n

i

R
1

.  

فرض کنید  حال عکس رابطه شمول را نشان می دهیم.      Rarx i

n

i

R
1

 . هر  برایپسi ، 

  ReRarx iiR .  چونRex 1 لذا ، Ry 1  11وجود دارد به طوری که yex . چون Rex 2 

Ry ، پس 2  22وجود دارد به طوری که yex . چون به همین صورت Rex n 1 پس Ryn 1 

11وجود دارد به طوری که   nn yex  و چونRex n لذا Ryn   وجود دارد به طوری که

nn yex  . 1حال اگرne  11 را در طرفین تساوی  nnnn yeye کنیم داریم   ضرب) ) 
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xyeyeeyee nnnnnnnn   Reex . لذا 111111 nn 1 .  2اگرne ر طرفین تساوی د

2211   nnnn yeye کنیم خواهیم داشت ضرب xyeyee nnnnn   را از ( )اگر معادله  . 22112

xyeyeeyeeeآنگاه خواهیم داشت  ضرب کنیم 2neچپ در  nnnnnnnn    لذا .2211212

Reeex nnn 12   .با ادامه این روند نتیجه می گیریم eRReeex n  . لذا 21...  eRRar i

n

i

R 



1

. 

بنابراین  RareR i

n

i

R
1

. در نتیجه       GRrGeR GR . بوضوح 

       RrGRr GRGR  .  ادعا می کنیم    GeRRr GR  فرض کنید .

 Rrhchchc GRmm  ][...   لذاو  Rپس . 2211

     mmnn hchcRgaga ......  . استفاده می کنیم nاستقرا روی از . 1111

 ،Rbبرای هر  و لذا 11ga پس. 1nفرض کنید    8 مرحله    

     mmmm hgbcahgbcahgbcahchcbga 11212111111111  برای 8-9طبق لم . ......

jiهر    ،ji hghg 11 پس برای هر . i  ، iRca1  و لذا   eRReRarc Ri  بنابراین  .11

 GeRhchchc mm  ...2211.                                                                                

منوئید است لذا با فرض دو مجموعه  -u.p یک  G چون   9 مرحله      nggA ,...1 و 

 mhhB ,...,1  ازG   ،i و j  د به طوری که نوجود دارایji hg  بفردی نسبت به نمایش منحصر

. حال از اینکه دارد Bو  Aمجموعه های      mmnn hchcRgaga ...... نتیجه می  1111

jiji گیریم hgRca  و لذاji Rca پس .  ReRarc iiRj  .برای هر  بنابراینRb ، 

   

   

   mmiinniiii

mminniiii

mminn

hcehcebgagagaga

hchcbegagagaga

hchcbegaga

.........

.........

......

11111111

11111111

1111













 

mk استقرا برای هر بنا بر فرض 1  داریم ،ReReReRece niiki  ...... 111 . بویژه 
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ReReReRecec niijij  ...... 111  

eRReRecپس  nj   ز احال  .1...     mmnn hchcRgaga . . .. . . نتیجه می  1111

       گیریم

      mmjjjjnn hchchchcRgaga ......... 11111111 

می توان نشان داد  به همین صورت mjjl ,...1,1,...,2,1  وجود دارد به طوری که eRcl  و 

      mmjjjjllllnn hchchchchchcRgaga ............ 111111111111 

...][لذا  و قرار دارند  eRدر  ncو  . . .،  1c  ،2cهمین صورت به  GeRhchchc mm  2211. 

 در نتیجه  ][][][ GeRGRr GR   و لذا    ][][][ ][][ GeRRrGRrGeR GRGR   در نتیجه .

  ][][][ GeRGRr GR  بنابراین .][GR راست است.اصلی بئر شبه  یک حلقه 

 پس .Ra باشد و راستاصلی بئر شبه  یک حلقه GR][فرض کنید  ، بعکس     

  ][][][ GeRGaRr GR   که][GRee  nn. قرار دهید 2 gegeee  ...11.  فرض کنید

 aRrb R . از اینکه     ][][][ GeRGaRraRr GRR   داریمbeb   وbbe .  لذاReb   و

  ReaRrR  از اینکه .  ][][][ GeRGaRr GR   داریمRea .پس  Rea  و

 aRre R . بنابراین  ReaRrR . از اینکه  حال    ][][][ GeRGaRraRrRe GRR  

 نتیجه می گیریم eee  .  لذا ee 
 راست است. یک حلقه شبه بئر اصلی R. بنابراین 2

 Iو  GR][ حلقه یک ایده ال از Iشبه بئر باشد. فرض کنید یک حلقه  R مفرض کنی (9)     

یک  Rفرض  طبق است. R ی ازایده ال I بوضوحباشد.  Iمجموعه همه ضرایب عناصرنمایانگر 

Reeشبه بئر است لذا  حلقه   که به طوری وجود دارد 2  eRIrR ادعا می کنیم . 

  ][][ GeRIr GR  .چون  eI  پسIeلذا .  Ire GR ][. بنابراین  IrGeR GR ][][ .  حال

م فرض کنی Irhchchc GRmm ][...  i ،  هری باید نشان دهیم برا .2211  eRIrc Ri   .

 در نتیجه. Ia مفرض کنی .Ia  ،iacبرای این کار نشان می دهیم که برای 



 

 

 

15 

Igagaga nn  1aaکه وجود دارد به طوری  2211... .  از اینکه

 Irhchchc GRmm ][...   داریم 2211

     mmnn hchcRgaga ...... 1111 

 می توان نشان داد که  (8) قسمت با استدلالی مشابه     aRrRarRarc RnRRi   ...1. 

i ،  و لذا برای هر iacپس   eRIrc Ri   .در نتیجه  GeRhchchc mm  ...2211 .

 بنابراین  ][][ GeRIr GR بنابراین . ][GR .یک حلقه شبه بئر است 

 (8)باشد. مانند برهان قسمت  Rاز  یایده ال I و شبه بئریک حلقه  GR][ مفرض کنی  ، بعکس     

 ادمی توان نشان د IrR  به عنوان یک ایده ال توسط یک خودتوان تولید می شود. در نتیجهR  یک

 ■ حلقه شبه بئر است.

ر این حلقه منوئیدی باشد. د GR][و منوئید  -.puیک  G،  یک حلقه R فرض کنید نتیجه: 2-3

  صورت

(8) R  یک حلقهpp و فقط اگر  تقلیل یافته است اگر][GR  یک حلقهpp د.اشتقلیل یافته ب 

(9 )R و فقط اگر یک حلقه بئر تقلیل یافته است اگر ][GR  .یک حلقه بئر تقلیل یافته باشد              

منوئید باشد آنگاه  – u.p یک Gو  یافته یک حلقه تقلیل Rاگر که  ابتدا نشان می دهیم برهان:

 حلقه منوئیدی GR م فرض کنی است. قلیل یافتهت GRgaga nn  ...11  و2 .

پس  2چون  )...)(...( nnnn gagagaga   لذا. 1111

 222
2

2
21212112121

2
1

2
1 nnnn gagaggaaggaaggaaga ...... 

G  یکu.p–  منوئید است لذا برای هرji   داریمjkik gggg   وkjki gggg . پس 2
1a. 

R  لذاتقلیل یافته است 1a 1تمام جملاتی  که ضریب  در نتیجه وa پس دارند حذف می شوند .

2
2a . چونR  لذاتقلیل یافته است 2a 2تمام جملاتی که ضریب  و بنابراینa  دارند حذف
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2به همین صورت  .می شوند
na  وR پس تقلیل یافته است na . بنابراین .نتیجه  در

 GR  .تقلیل یافته است 

یک زیر  X دفرض کنی حال نشان می دهیم هر حلقه شبه بئر تقلیل یافته یک حلقه بئر است.     

 کهبه طوری  وجود دارد eان خودتو است لذا شبه بئر Rباشد. طبق فرض  Rمجموعه از 

  eRXRrR  کافی است نشان دهیم .   XRrXr RR  فرض کنید . Xrt Rپس . Xt .لذا 

 لذا .Ra ، Xatبرای هر پس تقلیل یافته است  Rچون . Xtaداریم  Raبرای هر 

XRt .پس  XRrt R. بنابراین     eRXRrXr RR  در نتیجه .R  یک حلقه بئر است. به

 ازاست. حال  pp یافته یک حلقه تقلیلاصلی  بئر حلقه شبهن نشان داد که یک همین صورت می توا

                                  ■ نتیجه بدست می آید. 9-9قضیه 

های نه لزوما جابجایی باشد. از متغیر یک مجموعه ناتهی X یک حلقه و R مفرض کنی نتیجه: 2-4

 در این صورت شرایط زیر معادلند 

(8 )R ( است.اصلی بئر شبه یک حلقه شبه بئر )راست 

(9 )][XR ( است.اصلی بئر شبه یک حلقه شبه بئر )راست 

(8) ],[ 1xxR ( است. رااصلی بئر شبه یک حلقه شبه بئر )ست 

چون  .( معادلند9( و )8پس ) منوئید است -u.pیک  X برهان: ZRxxR  ],[  Zکه در آن  1

( نیز 8( و )8گزاره های ) در نتیجه ، منوئید است - u.p نیز یک Zاست و  گروه جمعی اعداد صحیح

 ■ .دلندمعا

 Ra. اگر هر عنصر aRaaرا فون نیومن منظم می نامیم هر گاه  Raعنصر تعریف:  2-5

 می نامیم. 8فون نیومن منظمرا  Rفون نیومن منظم باشد آنگاه حلقه 

                                                                                                                                              

Von neumann regular  - 
1
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باشد. در این صورت  روهگ یک Gیک حلقه و  Kید (  فرض کن8)قضیه مشکهقضیه  2-6

 GKR   نیم ساده است اگر و فقط اگرK  نیم ساده وG  درK .وارون پذیر باشد 

یک  Wباشد. نشان می دهیم که  یک زیر مدول از آن Wمدول و -Rیک  V فرض کنیدبرهان: 

WVf همریختی -Rاست.  Vجمعوند مستقیمی از  :  ا طوری در نظر بگیرید که رWf | 

را می توان در  fاست لذا نگاشت  Vمدولی  از Kیک جمعوند مستقیم  Wهمانی باشد. )چون 

را داشته  fهمان خواص  hجایگزین می کنیم به طوری که  hا با همریختی ر fنظر گرفت.( تابع 

VVhباشد. نگاشت  :  را با ضابطه   



Gg

gvfgGvh تعریف کنید. چون  :||11

  


 
Gg

WWgGvh  hآنگاه چون  Wvاست. اگر  Wبه  Vیک همریختی از  hلذا  ||11

همانی است نتیجه می گیریم که  Wروی    



Gg

gvgGvh  داریم  G. برای هر ||11

    



Gg

vgfgGvh  11|| 

 


 
Gg

vgfgG 11 || 

         vh                

یک همریختی است. در نتیجه  hلذا  hWV ker.بنابراین نتیجه حاصل است . 

فرض کنید  ،بعکس       GKR  م ساده باشد. همریختی حلقه ای نی  KGK :  را طوری در

KKنظر بگیرید که  Id|  و  1G چون .K  تصویر همریخت GK  است پسK  نیم ساده

||که  pکه هر عدد اول مانند است. حال نشان می دهیم  G  را عاد کند درK  .وارون پذیر است

 Rدارد. چون حلقه  pاز مرتبه  یک عنصر مانند  Gگروه  ،طبق قضیه کوشی در تئوری گروه ها 

نیم ساده است لذا فون نیومن منظم است. چون         Rدر نتیجه عنصر  111

وجود دارد به طوری که       وجوددارد به طوری که  R. عنصر 111

                                                                                                                                              

s theoremMaschke’ -  
1
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   1...111  p با در نظر گرفتن نگاشت .  نتیجه می گیریم p1 .

1بنابراین  pp  درK .وارون پذیر است ■  

می نامیم هر گاه  8صادقرا   Mباشد.  مدول-Rیک  Mفرض کنید تعریف:  2-7  MannR. 

GFC را  R حلقه تعریف: 2-8 FPF  )راست می نامند اگر هر مدول دوری )با تولید متناهی

شامل حلقه  GFCهای راست باشد. کلام حلقه های  مدول -Rصادق آن یک مولد از کاتگوری 

یک حلقه  Rانژکتیو باشد آنگاه  یک حلقه خود Rراست است. می توان نشان داد که اگر  FPFهای 

GFC  ت اگر و فقط اگر ساراستFPF .راست باشد 

باشد به طوری که برای هر زیر  Mزیر مدولی از  Nمدول و  -Rیک  Mفرض کنید تعریف:  2-9

M ، از  Xمدول  XN در این صورت .N  از  9اساسییک زیر مدولM  نامیده می شود و با

MNعلامت  ess  نمایش می دهیم. اگر یک ایده ال راستI  از یک زیر مدول اساسیRR  باشد

 آن را یک ایده ال راست اساسی می نامیم. 

R ، از  Iبرای برخی ایده ال راست اساسی مجموعه تعریف:  2-10    aIRaRZ r | 

می نامیم. ایده ال منفرد چپ به طور مشابه  R 8ایده ال  منفرد راستست که آن را  ا Rایده الی از 

 تعریف می شود.

است هر گاه  4نامنفرد راست Rگوییم حلقه تعریف:  2-11  RZ r. 

راست باشد. در این صورت  FPFیک حلقه  Rفرض کنید  :(82-8نتیجه  -[88]نتیجه ) 2-12

 شرایط زیر معادلند 

(8 )R .نامنفرد راست است 

                                                                                                                                              

faithful  - 
1

 

essential   - 
2

 

right nonsingular ideal  - 
3

 

right nonsingular ring - 4
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(9 )R .یک حلقه نیم اول است 

(8 )R .یک حلقه شبه بئر است 

(4 )R .یک حلقه شبه بئر اصلی راست است 

مدول چپ خود  -Rمی نامند اگر آرتینی چپ و به عنوان  8شبه فربنیومرا  Rحلقه تعریف:  2-13

 انژکتیو باشد. 

 روهگ یک Gیک حلقه و  K((  فرض کنید 9مالیاوین -)قضیه کنل 8-1قضیه  [30] ) قضیه 2-14

باشد. در این صورت حلقه گروهی  GK  خود انژکتیو است اگر و فقط اگرG باشد. متناهی 

                                          نیست. قابل حذف  9-9در قضیه  Gمنوئید بودن  -u.pمثال بعد نشان می دهد که شرط      

 Fچون  جبر گروهی باشد. GF][و  یک گروه متناهی G، یک میدان  F فرض کنید مثال: 2-15

و لذا با تولید متناهی است. پس  یک گروه متناهی Gی است و پس نوتری است. از طرف یک میدان

][GF مالیاوین چون  –نوتری است. حال طبق قضیه کنلG است در نتیجه یک گروه متناهی 

][GF لذا . است حلقه شبه فربنیوم یک][GF و فقط اگر  شبه بئر است اگر][GF منفرد راست نا

شبه بئر است  GF][،  مسچه. طبق قضیه باشدآرتینی نیم ساده  GF][ و فقط اگر اگرباشد ( پچ )و

گروهی از یک گروه متناهی روی  یک جبردر نتیجه وارون پذیر باشد.  Fدر  G مرتبه و فقط اگر اگر

 که شبه بئر نیست. یک میدان وجود دارد

( راست است هر گاه هر ایده ال راست )با تولید 4نیم موروثی) 8موروثی R گوییم حلقهتعریف:  2-16

 متناهی( آن پروژکتیو باشد.

                                                                                                                                              

ring)-Frobenius (or simply QF-quasi - 
1

 

Renault -Pascaud-Malliavin-Connell - 
2

  

hereditary -  
3

 

semi hereditary  - 
4
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گسترش داد. یک حلقه فون نیومن منظم  xR]][[ را نمی توان به( 8) 9-9قضیه  :مثال 2-17

شبه بئر  نه xR]][[که حلقه به طوری وجود دارد  R مانند (pp وشبه بئر اصلی جابجایی )و لذا 

 قرار دهیدباشد. یک میدان  Fفرض کنید   است. pp و نهاصلی 

{na  ندستهثابت ها تقریبا 




 







1

1
n

nnn FaR 21,...,برای هر  کهn ، FFn  .R یک 

زیر حلقه از  


1n

nF است. R فون نیومن منظم جابحایی است.  حلقه یک 

فرض کنید          xRxaxaaxf  ...2

21  باشد به طوری که ,...,,,1,  a  ،

 ,...,,,1,,1,1 a  ، ,...,,,1,,1,,1,2 a  و به همین صورت بقیه عناصر را می نویسیم.فرض

د  کنی  xR  یک حلقهpp  باشد )فرض خلف(. لذا یک خودتوان    xRxe   وجود دارد به

طوری که           xRxexfr xR  پس داریم .  Rexe    و   exf لذا نتیجه می .

گیریم که  eai  2,1...,برای هر,i در نتیجه برای برخی عدد صحیح مثبت .n  و تعدادیib 

2,1,...,12که   ni   داریم ,...,,,,...,,,, 1231   nbbbe فرض کنید .

    xRxxxg  ...2

21   که ,...,,,1    ، , . . .,,,1,,11   ،

 ,...,,,,1,,1,,12   و به همین صورت بقیه عناصر را می نویسیم. در نتیجه    xgxf 

)یعنی        xfrxg xR اما .)    xRexg   که این نتاقض است. بنابراین  xR  یک حلقه

pp  .نیست 

نشان می دهیم       xR فرض کنید  است. نیم هردیتاری   xRxaxaaxf n

n  ...1  و

A  پوچساز xf در  xR . هر  برای باشدni ,...,  خودتوانie از R  به طوری که وجود دارد

iiRa Reقرار دهید .    neee  11 ...پس .   AexR  . 

فرض کنید بعکس ،        Axbxbbxg k

k  ...1روی ی قراتاساستفاده از  . باk و n 

 نشان می دهیم   exRxg  لذا  و exRA  اگر .k  آنگاه   bxf  هر برایلذا و 
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ni ,..., داریم  bei .پس  exRebb   . کنیم فرضحال k و برای هر n  دلخواه

اگر   Axh  و   kxh deg آنگاه    exRxh  اگر .n آنگاه    xge  و

     exRexgxg م. فرض کنی n  اگر و xf تر جایگزین کم با یک چندجمله ای از درجه

 پس knbe چونشود نتیجه مورد نظر بدست آید.   kxgen deg  و    xgexf n .لذا 

چندجمله ای ،  k فرض استقرا روی طبق   xRxm  به طوریکه  وجود دارد   xemxgen  .

 پس       xemexgexge nnn

 لذااست  ne مضربیک  naو چون  2  xgan. لذا 

      xgxaxf
n

n فرض استقرا روی  بنابروn ،       11...1  neexRxg . بنابراین 

      exRexgxg n   . در نتیجه1 xR .نیم هردیتاری است R فون نیومن منظم  حلقه یک

 نیست. شبه بئر اصلی  نیست و لذا ppیک حلقه  xR]][[ اما ، است یافته( لذا تقلیل جابجایی )و

گوییم اگر هر ایده ال اصلی آن توسط یک خودتوان مرکزی  8دو منظمرا  Rحلقه  تعریف: 2-18

 تولید شود.

چپ  pp، نه راست  ppوجود دارد که نه  Rیک حلقه دو منظم )بنابراین شبه بئر اصلی( مانند      

 و نه شبه بئر است.

امین جبر ویل روی یک میدان با W  ،kیک عدد صحیح و   1kفرض کنید  مثال: 2-19

نه موروثی چپ نیست. بنابراین یک عدد  ساده است اما نه موروثی راست و Wمشخصه صفر باشد. 

وجود دارد به طوری که  mصحیح  WMatm  نهpp  راست و نهpp  چپ است. فرض کنیدna 

ها تقریبا ثابت هستند     |
1

1 









n

mnn WMataR .R  یک حلقه دو منظم )بنابراین شبه بئر

  راست و نه شبه بئر است. ppچپ و نه  ppاصلی( است که نه 

است؟ مثال یک حلقه موروثی چپ باشد آیا شبه بئر  Rدر اینجا این سوال پیش می آید که اگر      

 زیر نشان می دهد که جواب این سؤال منفی است.

                                                                                                                                              

Biregular -  
1
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فرض کنید  مثال: 2-20





1

2
n

ZA  ،na ها تقریبا ثابت هستند  


 1nnaT    و 21Zn

 

na  ها تقریبا همه جا صفر هستند  




1nnaI .حال فرض کنید














T
I

T
I

T
R


در این صورت  . 

موروثی چپ است. فرض کنید  R [ ،21طبق ]
   

 
R

II







 


,...,

,...,,...,



 11
 . دراین

صورت

















I

T
R  و 
















I
I

T
I

T
Rr


. اما هیچ خودتوانRe  دارد به طوری که وجود ن

  eRRr  . 

جبر گروهی باشد. مجموعه های  GF][و یک میدان  Fیک گروه ،  Gفرض کنید  تعریف: 2-21

 G  و G کنیم  را به صورت زیر تعریف می     |:| xCGGxG G
و  

       xoGxG که در آن  | xCG  مرکز سازx  درG  .است 

و  روهگ یک Gیک حلقه و  Kفرض کنید تعریف:  2-22 GK  حلقه گروهی باشد. برای

 GKxax   محمل ،  را با Supp  نمایش می دهیم و به صورت زیر تعریف می کنیم

    xaGxSupp | . Supp   .یک مجموعه متناهی است 

تولید شود به طوری  nxو ... و  1xیک گروه باشد که توسط  Gفرض کنید (  8)لم دیتزمنلم  2-23

 Gداشته باشد. در این صورت  Gاز مرتبه متناهی باشد و تنها تعداد متناهی ترکیب در  ixکه هر 

 یک گروه متناهی است.

یک گروه باشد به طوری که  Gو  یک میدان F(  فرض کنید 8-8قضیه  -]84[قضیه ) 2-24

یک  Iن صورت اگر مرتبه آن را عاد کند. در ای Fزیرگروه نرمال متناهی نداشته باشد که مشخصه 

باشد آنگاه  GF][ایده ال پوچساز از      GFGFII  . 

                                                                                                                                              

Dietzmann’s lemma - 
1
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 Ie، خودتوان مرکزی  Iaمانند قضیه بالا باشند آنگاه برای  Iو  Fو  G  اگر نتیجه 2-25

eaaوجود دارد به طوری که  . 

فرض کنیم  اثبات: ii gaa  به طوری که  GFIai

   وig  نماینده همدسته های

مجزای  G  درG  طبق قضیه قبل( باشدa  فرض کنیم .)را می توان به این فرم نوشتH  یک

زیر گروه نرمال متناهی از  G  شامل ساپورت هرia  باشد. )متناهی بودنH ز لم دیتزمن نتیجه ا

می شود(. حال  HFI   یک ایده ال از حلقه آرتینی نیم ساده HF  است و لذا توسط یک

که در مرکز  eخودتوان یکتای  HF  قرار دارد تولید می شود. پسIe  و برای هرi ،ii aea  .

eaaلذا   حال باید نشان دهیم که .e  در مرکز][GF  قرار دارد. برای هرGg  ،1geg  یک

عضو  1gegنرمال است در نتیجه  Gدر  Hخودتوان است و چون  HF  است. لذا

        HFIgHFIgHFgeg    egegنتیجه می شود  e. از یکتایی 11 1 .

 یک خودتوان مرکزی است. eبنابراین 

GFR][و  یک میدان Fیک گروه ،  G فرض کنید گزاره: 2-26   یک جبر گروهی نیم اول

 لید متناهی باشد.تو هر ایده ال پوچساز آن با اگر فقط و بئر است اگر شبه Rباشد. در این صورت 

 شبه بئر باشد بوضوح نتیجه برقرار است. Rاگر  برهان:

یک ایده  Kبا تولید متناهی باشد. فرض کنید  Rحال فرض کنید هر ایده ال پوچساز از بعکس ،      

باشد. لذا  Rال پوچساز از 



n

i

i RRK
1

 . خودتوان مرکزیطبق نتیجه بالا Kei  به  وجود دارد

Keiiکه طوری   .لذا  

  
n n

ii KKeRRK
1 1

 

 پس
n

i ReK
1

eRKکه ریبه طو وجود دارد Reخودتوان مرکزی  در نتیجه.   .بنابراین R 

 ■یک حلقه شبه بئر است.
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را بتوان به صورت مجموعی از خودتوان های اولیه مرکزی متعامد  R1فرض کنید تعریف :  2-27

rccنوشت یعنی   RcRcR. لذا داریم  11... r . این ترکیب را یک تجزیه بلوکی برای 1...

R  و هرRc i  را یک بلوك می نامیم. هر کدام از این بلوك ها یک حلقه غیر قابل تجزیه است. در

 حالت کلی چنین تجزیه ای می تواند وجود نداشته باشد. 

GFR][ ویک میدان  F فرض کنید نتیجه: 2-28  اول باشد. اگر  یک جبر گروهی نیمR یک 

 است.برابر مستقیم متناهی از حلقه های اول  عوجممیک با  Rداشته باشد آنگاه  تجزیه بلوکی

nRRRRفرض کنید  برهان:  به عنوان  iRباشد. لذا هر  Rبرای  کیتجزیه بلویک  21...

یک ایده ال  Kخودتوان مرکزی دارد. فرض کنید  n2تنها  R پسیک حلقه غیر قابل تجزیه است. 

که به طوری وجود دارد  Reخودتوان مرکزی یک  Kباشد. لذا برای هر  Rپوچساز از 

eK چون .K  79-9با تولید متناهی است لذا طبق گزاره  ،R  .هر  پسشبه بئر استiR  یک

 iRتنها خودتوان های مرکزی آن هستند. لذا هر خودتوان های بدیهی حلقه شبه بئر نیم اول است و 

 Y و X یک حلقه اول است. فرض کنید iRنشان می دهیم هر حال تقلیل یافته نیم مرکزی است. 

. خودتوان XYباشند به طوری که  iR هایی از ایده ال il RSe  وجود دارد به طوری که

  ieRXr  است. چون iR  تقلیل یافته نیم مرکزی است لذا 1,e اگر .e  آنگاهY  و

 ■ است. یک حلقه اول iR . بنابراین هرXآنگاه  1eاگر 

GFR][اگر یک میدان باشد.  Fفرض کنید  نتیجه: 2-29   در  وجبر گروهی نیم اول باشد یک

 است  برابر ع مستقیم متناهی از حلقه های اولوجممیک  با Rیک از شرایط زیر صدق کند آنگاه هر 

       ; نوتری راست( 8)

CCD( شرط 9)            ; های پوچساز روی ایده ال ..

CCAشرط  (8)   .های پوچساز روی ایده ال ..
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یک با  R،  19-9دارد. بنابراین طبق نتیجه  بلوکی یک تجزیه Rتحت هر یک از شرایط بالا  برهان:

 است.برابر ع مستقیم متناهی از حلقه های اول وجمم

را خوب می نامیم اگر یک تجزیه بلوکی داشته باشد در غیر این  Rاز  Iابتدا برای راحتی ایده ال      

صورت آن را بد نامیم. به طور مثال ایده ال صفر خوب است )زیرا مجموع مستقیمی از یک خانواده 

 Jو  Iخوب است و اگر  Rاز تهی از حلقه های غیر قابل تجزیه است(. هر ایده ال غیر قابل تجزیه 

باشند و  Rدو ایده ال خوب از  JI  آنگاهJI  .نیز خوب است 

 

صورت غیر قابل تجزیه باشد. بنابراین یک ترکیب به      
 11 RRR  دارد که11 RR . یکی از ,

بد باشد. پس یک ترکیب به صورت  1Rجمعوند ها باید بد باشد. فرض کنید 
 221 RRR  دارد که

22 RR بد باشد. با ادامه این روند زنجیرهایی  2Rو یکی از جمعوندها باید بد باشد. فرض کنید  ,

 نامتناهی به صورت زیر بدست می آوریم  

... 21 RRR 

 و 

  ...

















 321211 RRRRRR 

CCAهم در شرط  Rلذا  CCDو هم در شرط  .. ایش صدق نمی کند که این روی ایده ال ه ..

  ■تناقض با فرض مساله است. لذا نتیجه حاصل است. 

 نتیجه بالا منجر به این سوال می لذا است )و لذا شبه بئر( PWPچون هر حلقه اول یک حلقه     

 است ؟ مثال زیر یا یک حلقه بئر PWDحلقه یک  Rیک جبر گروهی اول باشد آیا  Rشود  اگر 

 د که بئر نیستند.نمنفرد اول نوتری وجود دارنانشان می دهد که جبرهای گروهی 



 

 

 

26 

و  گروهیک  Gحلقه ،  یک K(  فرض کنید 8)قضیه کنل قضیه 2-30 GKR   حلقه گروهی

زیر گروه غیر  Gحلقه اول باشد و  یک Kیک حلقه اول است اگر و فقط اگر  Rباشد. در این صورت 

 بدیهی متناهی نرمال نداشته باشد.

باشند به طوری که  Kایده ال هایی از  Bو  Aد. اگر یک حلقه اول باش Rفرض کنید  برهان:

AB لذا .   BRAR پس داریم .AR  یاBR در نتیجه .A  یاB بنابراین .

K حلقه اول است. اگر  یکH  یک زیر گروه نرمال متناهی ازG  باشد. ایده ال چپU  ازR  که

تولید شده توسط  است را در نظر بگیرید. ایده ال چپ  Hhها که  1hتوسط همه 
Hh

h  ،

 . 1H. بنابراین Uیک حلقه اول است در نتیجه  Rاست. چون  Uپوچساز ایده ال 

زیر گروه نا بدیهی متناهی نرمال نداشته باشد.  Gحلقه اول باشد و  یک Kبعکس ، فرض کنید      

زیر گروه  G  ازG م دیتزمن ، هر عنصر را در نظر بگیرید. طبق ل  و همه ترکیبات آن در

G  یک زیر گروه نرمال متناهی از ،G  تولید می کند. لذا این گروه تابدار است و هر عنصر  تنها

باشد. لذا  زیر گروه از  آبلی است. فرض کنید  دارد. از طرفی  تعداد متناهی ترکیب در 

 K  یک حلقه اول است. پس K  یک حلقه اول است. حال نشان می دهیم GK  .اول است

فرض کنید    GK  که در آن GK, همریختی .   KGK:  را با ضابطه


















g

g

Gg

g gaga  را در نظر بگیرید. پس       GKGK  چون .  GK  و

  GK  هایی از حلقه اول  ایده ال K   هستند در نتیجه یکی از آنها باید صفر باشد. پس

  GK  یا   GK در نتیجه .  یا بنابراین . GK  .یک حلقه اول است■ 

                                                                                                                                              

Connell’s theorem -  
8
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finitebypolycylicرا  Gگروه  تعریف: 2-13 8  می نامند هر گاه یک زنجیر متناهی از زیر

GGGGگروه های آن به صورت  n   ...1 ،  iوجود داشته باشد به طوری که برای هر  1

1i

i

G

G .دوری باشد 

 9مکملرا  Mاز  Qمدول باشد. زیر مدول  -Rیک   Mیک حلقه و  Rفرض کنید  تعریف: 2-32

نامیم اگر هر ایده ال  CS8را  Rنداشته باشد. حلقه  M هیچ توسیع اساسی در Qنامیم اگر  Mدر 

 باشد.  Rمکمل آن یک جمعوند مستقیم از 

finitebypolycylicیک گروه  Gفرض کنید  :(81-8-8قضیه  -[8)] قضیه 2-33   و GK 

 اول باشد. دراین صورت شرایط زیر معادلند 

(8 ) GK  یک حلقهCS .است 

(9)  GK  یک حلقهpp .است 

(8)  G ا فارغ از تاب است ی DG   و  2Kchar . 

CDG به صورت Gگروه و  2یک میدان با مشخصه ای غیر از  Kفرض کنید  مثال: 2-34   

زیرگروه نرمال  G. است یک گروه دوری نامتناهی C هی نامتناهی وگروه دووج D4 کهباشد 

می دانیم ندارد.  متناهی غیر بدیهی 112 1 

  aabbbbaD فرض کنید .  ,,  Gyx ,  از و

. لذا مرتبه متناهی باشد  yo  و چونCy 1 پسy . می توان نشان داد برای هرk ، 

kk abab  1حال اگر . H یک زیر گروه نرمال G باید باشد DH . اگر H آنگاه 

Hbabaaabaaa kikikkik   مجموعه  iدر نتیجه برای هر . 2  HZkba ki 2 

                                                                                                                                              

finite-by-polycyclic -  
8

 

complement  - 
2

 

ring -CS - 
3

 

infinite dihedral group - 4
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زیر گروه نرمال متناهی غیر هیچ  G حال چون. دارد Hکه تناقض با متناهی بودن  نامتناهی است

 گروه یک Gاز طرفی  اول است. GK][جبر گروهی قضیه کنل ،  طبق پسبدیهی ندارد 

finitebypolycylic  است زیرا می توان زنجیر متناهی GDa  1  که را در نظر گرفت

a
a


1

2Zدوری است و  
a

D
 ری است و همچنین نیز دوC

D

G




نیز طبق فرض  Cکه  

است لذا نوتری است. همچنین  یک میدان Kچون  یک گروه دوری نا متناهی است.

     1 xxKZKaK  8. طبق قضیه پایه ای هیلبرت, 1xxK لذا نیز نوتری و  , aK 

نوتری است. چون  
 

 2ZK
aK

DK
  و 2ZK  نیز نوتری است لذا DK  نیز نوتری است. از طرفی

 
 

 CK
DK

GK




و چون   DK  نوتری است پس GK نوتری است یک حلقه .G  فارغ از تاب

نیست زیرا  1,b همانی از مرتبه متناهی است. از طرفی  یک عنصر غیرG  باD  یکریخت نیست لذا

 طبق قضیه قبل GK  یک حلقهpp  نیست. در نتیجه][GK .بئر نیست  

 مثال بعدی نشان می دهد که حلقه های گروهی نوتری نیم اول وجود دارند که شبه بئر نیستند.     

GZR][و  حلقه اعداد صحیح Z دو عضوی ،یک گروه  G فرض کنید مثال: 2-35   حلقه

باشد. فرض کنید  صحیحگروهی  gG ,1 12 که g . در این صورتR  یک حلقه نوتری نیم اول

تقلیل یافته نیم مرکزی  Rپس  هستند Rتنها خودتوان های  یک و ی صفرجابجایی است. از طرف

 از اینکه اول باشد. اما شبه بئر باشد باید Rفرض کنیم  است. حال اگر    gg یک  به 11

 شبه بئر نیست. Rنتیجه  . درمی رسیمتناقض 

 

 

 

                                                                                                                                              

Hilbert basis theorem - 
1
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 فصل سوم

 

 خودتوان های نیم مرکزی

 

 

 .نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته هستند تعیین مهمی برای عناصرودتوان های نیم مرکزی خ     

مورد مطالعه قرار را  R توسیع هایتعدادی از و  R رابطه بین خودتوان های نیم مرکزی فصلدر این 

را  آنهاخودتوان های نیم مرکزی ،  Rع های برای یک کلام بزرگ از توسیمی دهیم. همچنین 

 بدست می آوریم.  Rبرحسب خودتوان های نیم مرکزی 

 اگپرگپوییم  8مرکزی R نسبت بهرا  Saباشد. عنصر  Rتوسیعی از  Sفرض کنید تعریف:  3-1

Rrبرای هر    ،raar  نسبت به  و باشدR اگرگوییم  9نرمالگر RaaR  اگر .S  یک مجموعپه

 توسپیع یپک Sباشند آنگاه  R نسبت بهرمالگر یا مرکزی از عناصر آن ن یکمولد داشته باشد که هر 

 نامیده می شود. Rاز  8مرکزی توسیع  یا 8نرمالگر

                                                                                                                                              

to centralize R - 
1

 

to normalize R  - 2
 

normalizing extension   - 3
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 باشپپد. پپپس R از مرکپپزی توسپپیعیپپک  Cفپپرض کنیپپد         CSRS ll  مپپوارد بعضپپی در و 

   CBRB   برای مثپال(   ][xRBRB کپه در حالپت کلپی د(. مثپال بعپدی نشپان مپی دهپ 

   ][xRSRS ll . 

 و باشد یک میدان F فرض کنید مثال: 3-2









F

FF
R


. در این صورت 

 ][xRSxe l
























 11
 .Reاما  

 .c و باشد Rهر یک از توسیع های زیر از  فرض کنید  لم: 3-3

(8 )  به عنوان یکR- مجموعه توسطمدول چپ   .تولید شود 

(9  )  ;xR  که  حلقه ای از یک همریختیR  واستi     یک عدد صحیح نامنفی

است ix . 

(8)   XR  کهX و  است یک مجموعه ناتهی از متغیرهای نه لزوما جابجایی  مجموعه همه

 .باشد X های متناهی از عناصر ضرب

(4)   1,  xxR و باشد k یک عدد صحیح است kx.   

اگر  RSc l که وجود داشته باشد به طوری ccc  ،  ccc  و برای هر Tt   ،

 tcctc  باشد آنگاه   lSc . 

. پس d فرض کنید (8)برهان: iitad  کهRai   وTti  .در نتیجه 

     

        cdcctaccctaccctcaccctcacc

cctcaccctcacctacdcdc

iiiiiiii

iiiiii













 

بنابراین   lSc . 

i پس. dفرض کنید ( 9)     

i xad  .ر نتیجهد 

                                                                                                                                               

centralizing extension  - 1
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(*        )      cxcaccxacxadc ii
i

i
i

i
i     

از طرفی داریم  tcctc  لذا .     cxaccxa i
i

i
i  .  پس

     ii
i

ii
i xcacxca    . برای هر بنابراین i  ،    cacca i

i
i

i  .  قرار حال با

 داریم      (*)خیر در معادله ارابطه  دادن

           

          cdccxacccxaccxcaccxcacc

cxcacccxcaccxcaccxcadc

i

i

i

i

ii

i

ii

i

ii

i

ii

i

ii

i

ii

i

















  

cdcdcبنابراین   در نتیجه .  lSc. ثابت می شوندبه همین صورت نیز موارد  سایر. ■ 

لزوما  یک مجموعه ناتهی از متغیرهای نه X و Rروی یک همریختی   فرض کنید قضیه: 3-4

 .جابجایی باشد

فرض کنید ( 8) ;xR یا   ;xR.  در این صورت  lSe اگر و فقط اگر 

 RSe l ، eee  ، eee   و  ReRe    کهRe   جمله ثابتe است. 

فرض کنید  (9) XR یا   XR در این صورت .  lSe فقط اگر  اگر و RSe l  ،

eee  ،  eee   کهRe   جمله ثابتe است. 

 فرض کنید (8) برهان: ;xR و باشد   l
n

n Sxexeee ...1.  برای هر لذا

Ra ، aeeae  .برای هر  پسRa  هر برای وnk ,...,,1  داریم

  kmk
m

k

m

m aeaee 



 


Ra  ، نگاه برای هرآ kاگر  . aeaee   و لذا RSe l.  اگر

1k  وea   آنگاه  111 eeeeee    لذا .   ee 1 ) (1ر . اگk 1و  باشدa ، 

آنگاه   111 eeeee    حال از معادله .)( 11 نتیجه می گیریم eee  . 2اگرk و ea  ، 

آنگاه       2
2

21012 eeeeeeeee   .  حال از معادله)( یمدار 
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  2
2

22 eeeeee    . پس   ee 2
2 ()  . 2اگرk 1و  باشدa ،  آنگاه

    2
2

2112 eeeeeee   حال از معادله .  )(   داریم 

     112
2

21122 eeeeeeeeeee    

 ر ضرب کنیم آنگاهمعادله اخیاز چپ در را  eاگر   2112 eeeeeee    .لذا    11 eee   و

11چون  eee  پس   11 ee .بنابراین   21122 eeeeeee    .هر  برای فرض کنیم حال

km ,...,,21 ،   ee m
m وmm eee .  1برای km داریمثابت می کنیم . 

 




 
1

11

k

m

kmk
m

m aeaee


.  اگر در معادله اخیر بجایa  ازe  استفاده کنیم آن گاه از اینکه

km هر برای ,...,,21  داریم   ee m
m ، یمنتیجه می گیر  

      



 eeeee k

k
k

k
1

1
1

1  

 در نظر گرفته شود آنگاه 1aاگر   1

1

1 





  k

k

m

mk
m

m eee


  و از اینکه   
 ee k

k
1

1  داریم 

)(       1111   k
k

kkk eeeeeee  ...        

  نتیجه می شود eاز چپ در (  )  معادلهبا ضرب 

  11 



  k

k

m

mk
m

m eeeee 

  

در نتیجه    




k

m

mk
m

m eee
1

1 .هر  فرض استقرا برای بنابر km ,...,1  داریمmm eee  ، 

پس   



 mk

k

m

m
m ee 1

1

 .از معادله لذا ( ) 11داریم   kk eee .پس  RSe l  ،eee  

 و eee .  بنابراین ee .حال از اینکه xeexeexeexee    داریم xexee  در .

نتیجه     eee   و لذا   ReRe  . 

 حالت برهان برای .نتیجه می شود 8-8از لم  گزاره عکس       ;xR .به صورت مشابه است 
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 فرض کنید: (9)       lSe.  اگر xX   بدست می آید.  (8) از قسمت مورد نظر نتیجهآنگاه

برای حالت  21 xxX , و    XR اثبات می کنیم. فرض کنید 

... 2
2
1112

3
1111

2
22212212112

2
1112211 xxcxcxcxxcxxcxcxcxcee  

چون باشد.  Rیک عنصر دلخواه از  aو  Reباشد برهان کامل است. لذا فرض کنید  Reاگر 

eaeae      پس دستگاه معادلات زیر را داریم                                                     

                                                                   eaee          (1                                                       )

111 acaecace           (8)                                                                          

222 acaecace           (9)                                                                                                                                                                                                           

11111111 acaecaccace         (8.8)                                                                                                                                              

12122112 acaecaccace          (8.9)                                        

21211221 acaecaccace          (9.8) 

22222222 acaecaccace          (9.9)                                             

                                                                                              . 

                     .                                                                                                                                                                      . 

داریم ( 1) از معادله     RSe l. از راست در را( 8) اگر معادله e  بدست می آوریمضرب کنیم 

 eacaeceace 111 .  لذا aec1 .11 پس acace  1. اگرa در نظر گرفته شود آن گاه 

 ec1  11و cce .  راست در از  را (9) اگر معادلهبه طور مشابهe  بدست می آیدضرب کنیم 

 eacaeceace 222 .  لذا aec2 . 22در نتیجه acace  1. اگر قرار دهیمa آنگاه 

 ec2  22و cce .  حال اگر معادلات)(i,j راست درسمت از  را e  آنگاهضرب کنیم 

 eacaeceacceace ijijjiij  اما . eacc ji  و eaceace ijij  در نتیجه .

 aecij.  حال اگر در معادلات(i,j)  1قرار دهیمa  با توجه به اینکه آنگاه
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  aecceccc ijjiji  نتیجه می گیریم  ecij  وijij cce .  ین روند نتیجهابا ادامه 

. در نتیجه بدست می آید مورد نظر ee . 

  ■ د.نتیجه می شو 8-8از لم  عکس گزاره     

یک حلقه باشد و  Rفرض کنید  :(3-8لم  -[88)]لم  3-5 1,  xxT   یا  1,  xxT اگر .

 TSe l  آنگاه RSe l  کهe  جمله ثابت e  است. بعلاوهeTTe . 

 باشد. در این صورت Rاز توسیع های زیر از  هر یک  فرض کنید قضیه: 3-6  lSe  اگر و

فقط اگر  RSe l  و ee. 

(8) ][GR  حلقه منوئیدی کهG ید آزاد و یک منوئe  ضریب  درe است. 

(9 )][GR  حلقه منوئیدی کهG  یکpu.-  منوئید وR راست و اصلی بئر حلقه شبه  یکe 

 . است eدر  ضریب 

(8 ) 1 xxR یا  ,  1 xxR  . است eجمله ثابت  eو  ,

 است.  ( 9) 4-8 قضیه مشابه (8) برهان قسمت برهان:

 فرض کنید( 9)       GRSe l  باشد وnn gegeee  ...11.  پس     eGRe  و 1

Rb  ،هر  برای لذا   bee  در نتیجه. 1

       nnnn gegeeRgegee ...... 11111  

 لذاراست است اصلی بئر  شبه یک حلقه Rحال چون     Re1e  و برای هرni 1  ،

    ie Re1 و  Reie. نتیجه  در RSe l ، eee   و eee  برهان عکس از لم .

 بدست می آید. 8-8

                                                                  ■ شود. می اثباتمین صورت نیز به ه (8) قسمت     
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 عضو همانی M1فرض کنید  قضیه: 3-7 RMatn  وباشد MRR 1. در این صورت .

    RMatSee nlij  فقط اگر  و اگر RSe l  و   Re M a tRM a te nn   که

Mee 111.. 

 درایه یعنیماتریس یکه باشد  ijEفرض کنید  برهان: ji,  و بقیه درایه های آن صفر  1ام آن

فرض کنید همچنین  د.هستن    RMatSee nlij  و  باشدRa.  چونeeaEeaE 1111  پس 

 RSe 11 .لذا  RSee lM  111..  برای هرni ,...,1 ، eeEeE ii 11   . لذا برایki   ،

11eeki و برای هر ni 1  ،1111 eeeii  .بنابراین  eee  .هر برای حال چون ni ,...,1 ، 

eeEeE ii 11  هر لذا برای i برای هرشده و  داده nk ,...,1 داریم  ikik eee 11 در نتیجه .eee . 

بنابراین    ReMatRMate nn . نتیجه می شود 8-8از لم  برهان عکس. ■                 

که اگر  گیریمنتیجه می ( 8)4-8 قضیهاز     RSb l باشد به طوری که   bRbR   ،آنگاه 

  lSb که  ;xR ا ی  ;xR. 

 یم.کنمی بیان  هایی در این رابطه  مثال حال     

فرض کنید ( 8):مثال 3-8 RSb l.  نگاشتRR :  ضابطه  بارا  pbp   تعریف می

و  یک همریختی است . در این صورت Rpکه  کنیم  bRbR  . 

برای که  است به طوری R یک همریختی از  و یک توسیع از حلقه  Rهای زیر  در مثال( 9)

هر  RSb l ،   bRbR   وb  که به طوری وجود دارد bbb  و bbb .     

فرض کنید  )الف(      XAR   یا  XAR   کهX ه لزوما یک مجموعه ناتهی از متغیرهای ن

RRنگاشت جابجایی است.  : با ضابطه را   pp   که  مکنیمی تعریفp  جمله ثابتp 

 است.

فرض کنید  )ب(      xAR  وa است یک خودتوان نیم مرکزی ر  و یک همریختی از R  با

ضابطه   app  باشد. 
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فرض کنید)ج(       ,..., 21 xxAR   و یک همریختی از R  با ضابطه  1 ii xx باشد.                                      

فرض کنید )د(       AMatR 2 . نگاشتRR : ه با ضابط را

















1112

2122

2221

1211

aa

aa

aa

aa
 

 خودریختی است. یک در این صورت م. کنیمی تعریف 

R  ، II از Iال  برای هر ایده باشد به طوری که Rاز  یتوسیع فرض کنید  گزاره: 3-9  

 اگرباشد( و  Rمی تواند هر توسیع مرکزی از  )برای مثال   lSb   آنگاه RSb l  وجود

که  داشته باشد به طوری bbb  و bbb .  اگر در این صورت ( اصلی بئر شبه شبه بئر )چپ

 چپ( است.  اصلی بئرشبه شبه بئر )نیز  Rباشد آنگاه 

  ایده ال ازیک  I. باشد Iتولید شده توسط  ایده ال Iو  R یک ایده ال از Iفرض کنید  برهان:

خودتوان  شبه بئر است لذا . طبق فرض چون است  rSc  کهوجود دارد به طوری 

  cIl  . پس  lScb  در نتیجه. 1    bbb  111   و     bbb  111. 

 لذا   bbc    داریم Rsبرای هر پس  .11

 sbbsbbbbsbbbbsbbsbbsb لذا . RSb l و  RSb r 1.  در نتیجه

        bRbRIlRIlR   شبه برهان برای حالت  شبه بئر است. Rبنابراین . 11

 ■چپ به صورت مشابه است.اصلی بئر 

چپ بودن را با اصلی بئر شبه می توان شرط  قبل باشد در گزاره Rیک توسیع مرکزی از  اگر      

 راست بودن جایگزین کرد. اصلیبئر شبه  شرط
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 فصل چهارم

 

 مایش ماتریسی مثلثین

 

 همچنینای مثلثی و بعد مثلثی را بیان می کنیم. ه هوم یک مجموعه از خودتوانفم فصلاین  در     

راست را بررسی می  اصلی بئرشبه رابطه بین بعد مثلثی و تعداد ایده ال های اول مینیمال یک حلقه 

 کنیم. 

 مجموعه مرتب تعریف: 4-1 nbbb ,...,,  را یک مجموعه از Rحلقه  متمایزهای  از خودتوان 21

 د نگویند اگر شرایط زیر برقرار باش R 8های مثلثی چپ خودتوان

(8 )11  nbb ... ، 

(9)  RSb l1 و 

(8 ) kklk RccSb 1 11هر  که برای  nk ،  kk bbc  ...11 . 

 تعریف می شود یعنی مشابه به صورت ثلثی راستهای م مجموعه خودتوان      RSb r1 و 

 kkrk RccSb 1. ( 8از قسمت )( تعریف بالا نتیجه می گیریم که خودتوان های مثلثی چپ )راست

مجموعه  دو به دو متعامد هستند. nbbb ,...,, ر هر های مثلثی چپ را کامل گویند اگ خودتوان از 21

ib نیم مرکزی باشد. تقلیل یافته 

                                                                                                                                              

s  left triangulating idempotent - 
1
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دارد اگر یک مجموعه  8یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی Rگوییم حلقه  تعریف: 4-2

متناهی از خودتوان های ابتدایی دو به دو متعامد مانند  nee طوری که وجود داشته باشد به  1,...,

nee  های  یک مجموعه کامل از خودتوان R بتداییهای ا هر مجموعه کامل از خودتوان. 11...

  تعیین می کند. R برای مثلثی چپ

از خودتوان در مثال زیر نشان می دهیم که یک حلقه شبه بئر وجود دارد که هیچ مجموعه کامل      

 های مثلثی ندارد.

باشد. در این  Fیک حاصلضرب مستقیم نامتناهی از  Rیک میدان و  Fفرض کنید  مثال: 4-3

 مثلثی ندارد. یک حلقه شبه بئر است اما هیچ مجموعه کامل از خودتوان های Rصورت 

همچنین یک حلقه شبه بئر با یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی وجود دارد که هیچ      

 مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی ندارد. 

باشد و  Fیک فضای برداری نامتناهی بعد روی میدان  Vفرض کنید  مثال: 4-4 VEndR F .

یک حلقه اول و لذا شبه بئر و تقلیل یافته نیم مرکزی است. در نتیجه یک مجموعه  Rدر این صورت 

 کامل از خودتوان های مثلثی دارد اما هیچ مجموعه کاملی از خودتوان های ابتدایی     ندارد.

موعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ داشته باشد آنگاه یک مجموعه کامل از یک مج Rاگر      

 خودتوان های ابتدایی مرکزی دارد. در مثال زیر نشان می دهیم عکس این مطلب برقرار نیست. 

حلقه ماتریسی بالا مثلثی  Rفرض کنید مثال:  4-5  ناهی روی یک میدان با سطرهای مت

 nnEاست. فرض کنید  Rیک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی مرکزی  }8{باشد. بوضوح 

و سایر درایه های آن صفر است. برای هر عدد صحیح  8ام آن  (n, n)باشد که درایه  Rماتریسی در 

n  ،neeمثبت   . . ،  nاست. از طرفی برای هر  Rیک خودتوان نیم مرکزی چپ  1.

                                                                                                                                              

primitive idempotents  - 
1
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   ReeeRee nnn 111  نمی تواند هیچ مجموعه کاملی  R. لذا نتیجه می شود که ......

 ثلثی چپ داشته باشد.از خودتوان های م

فرض کنید  لم: 4-6 nbb باشد. در این صورت شرایط  Rهای ناصفر  یک مجموعه از خودتوان 1,...,

 زیر معادلند  

(8 ) nbb  ثلثی چپ است.میک مجموعه از خودتوانهای  1,...,

(9 ) nbb , . . . nbbطوری که  به ه مرتب استیک مجموع 1,  nji و برای هر 11...   ،

ij Rbb . 

از اینکه  (9)(8)اثبات:  RSb l1  و   112 11 bRbb  نتیجه می گیریم 12bb لذا و 

 11212 RbbbRbb1 . به همین صورت برای هرj می توان نشان داد که 1Rbb j.  طبق

فرض     112 11 bRbSb l .  دهید قرارحال    111 11 bRbR   11و 1 bc  در نتیجه .

    211213 bcRbcSb l  1جایگذاری و ات بالا محاسبتوجه به . باR  به جایR  2وb  به جای

1b  ،2 برای هرj  بدست می آوریم2bb j  و21bRb j لذا برای هر .Rr  داریم 

           2111211 1111 brbbbrbbbbrbb jjj 

چون    111 Rbbb j پس ،    2212211 rbbrbbbrbbrbbb jjjj.  در نتیجه 

2Rbb j.  جایگذاری با و  ین روندابا ادامه   21212 11 bbRbbR   1به جایR  و

212 1 bbc   1به جایc اگر به همین صورت ادامه دهیم . در مرحله بعد نتیجه بدست می آید

1برای هر  ij داریم ij Rbb . 

     (9)(8) از اینکه      12111 RbbbRbb n...  نتیجه می شود RSb l1 .ن همچنی

 داریم          212122121 1111 bbbbbbbbbb n  از اینکه  و نیز ...

      nn bbbbbbbbb  ...... 4313112  ، نتیجه می گیریم 111
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n

i

i

n

i

i RbbbbRbbbRbb
3

221
3

2112 1111 در نتیجه . 

    112 11 bRbSb l .با ادامه این روند نتیجه مورد نظر بدست می آید . ■ 

و فقط اگر یک  چپ دارد اگر مثلثیخودتوان های  یک مجموعه )کامل( از R نشان می دهیم     

 نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته )کامل( داشته باشد. 

و فقط اگر یک  یک مجموعه )کامل( از خود توانهای مثلثی چپ دارد اگر R حلقه :گزاره 4-7

 نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته )کامل( داشته باشد. 

فرض کنید  :برهان nbb باشد. با استفاده از لم  Rهای مثلثی چپ  یک مجموعه از خودتوان 1,...,

  می توان نشان داد نگاشت و یک محاسبه ساده قبل





























nn
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n

Rbb

RbbRbb

RbbRbbRbb
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:

222

12111

با ضابطه که     ijrr   تعریف می شود یک

jiij نیکریختی است که در آ rbbr  به عبارتی قرار دهید .iii RbbR  هر برای و ji   ،

jiij RbbR .  هر برایji   ،ijR  یکiR-مدول چپ و jR- راست است. مدول  

کنید  فرض،  بعکس     
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 .یک با  یک یکریختی باشد

 د کهدانشان  می توان محاسبه ساده    nee 1
1

1   چپ  مثلثی های یک مجموعه از خودتوان ,...,

درایه است به طوری که  nnماتریس یک  iiE در آن که است R حلقه ii, همانی آن عضوام iR 

  ■ .درایه های آن صفر هستندو بقیه است 
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 فرض کنید لم : 4-8 RSe l وf یک خودتوان از R رت باشد. در این صو 

(8 )   RSeS ll Re 

(9)    fRfSfRfS ll  

ffef، آنگاه feباشد به طوری که   R یک خودتوان اولیه از f( اگر 8)   وefe  یک خودتوان

 است.  Reeاز حلقه

( اگر 4) RSf r  وX یک ایده ال از R   باشد آنگاهeXf  یک ایده ال ازR  .است 

( فرض کنید 8) برهان : ReeSg lپس .RggeggegRg  ReRe در نتیجه .

 RSg l.  

( فرض کنید 9)      RSg l  وRr  لذا داریم .

          fgffrffgffeffffgffrffgf بنابراین . fRfSfgf l. 

ffefایجاب می کند که f . اولیه بودنfef. پسfefefe( فرض کنید 8)       فرض .

یک خودتوان ناصفر در u کنید   efeeefe Re   باشد. از اینکه RSe l و f یک خودتوان از R 

uue است نتیجه می گیریم که   ، ufu    ،f ufuf   و    ufufuf از طرفی . uf 

 ایجاب می کند که ufeuپس . uf یک خودتوان ناصفر در fRf  است. از اولیه بودنf  نتیجه

fufمی شود که  در نتیجه . efefeufeu بنابراین . efe یک خودتوان از حلقه Ree 

 است.

 ( با استفاده از اینکه4)       eXfXfRfeReXfR  Re  .نتیجه مورد نظر بدست می آید 

ARhدو حلقه و  A و R ( فرض کنید8) لم : 4-9 : یک همریختی باشد. در این صورت    

     RhSRSh ll  . 

 ( فرض کنید9)   RSRSe rl   و    ReRe eSeSf rl   فرض کنید برای هر . Rr    ،

fRfRh تابع :  با ضابطه  frfrh  تعریف شود. در این صورت تابع h .یک همریختی است 
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 دگی اثبات می شود.( با استفاده از تعریف به سا8) برهان:

Reef( چون 9)       پس fefef لذا برای هر . Ryx , ، fexyeffxyf   از اینکه .  

   RSRSe rl   و   ReRe eSeSf rl   نتیجه می گیریم ، 

fxyxffexefeyeffexeyeffxyf یجه . در نت     yhxhyffxfxyh  یک   h . بنابراین2

 ■همریختی است. 

و  های مثلثی چپ دارد اگر یک مجموعه )کامل( از خودتوان Rکه می دهیم نشان در نتیجه زیر       

 باشد.  راست داشته های مثلثی فقط اگر متناظرا یک مجموعه )کامل( از خودتوان

مجموعه مرتب  :نتیجه 4-10 nbb است  Rهای مثلثی چپ  یک مجموعه )کامل( از خودتوان 1,...,

فقط اگر مجموعه مرتب  اگر و 1bbn  باشد.  R های مثلثی راست )کامل( از خودتوانمجموعه  ,...,

کنید  فرض :اثبات nbb  باشد. داریم Rهای مثلثی چپ  یک مجموعه از خودتوان 1,...,

   RSbbb rnn  111 . نشان می دهیم که ...    nnrn bRbSb  قرار دهید  .111

   nn bRbR  21. فرض کنیم 11  nbbd . پس ... RSd l و   nn bdbd  11 .

 لذا         nnlnln bRbSbRSb   در نتیجه. 1111 RSd l
 .بنابراین 

   RSdbb rnn
  جایگذاریین روند و با اتکرار  . با11   11 11   nnnn bbRbbR 

Rبه جای    321و  nbbbd بدست می آوریم  dبه جای  ... RSd l
  لذاو 

 RSb rn
2 1 برای صورت. به همینb ،...، 1nb  وnb  بدست می آید. نتیجه مورد نظر 

. حال از اینکه دداثبات می گربه همین صورت  گزاره نیز عکس        iiil bRbbS , فقط  اگر و

اگر    iiir bRbbS ,  ،.کامل بودن مجموعه های فوق نتیجه می شود ■ 

وجود دارد به طوری که  Aحلقه ای مانند گزاره:  4-11 ATR n  اگر و فقط اگر یک مجموعه از

مثلثی چپ مانند خودتوان های  nbb  وجود داشته باشد به طوری که  Rاز حلقه  1,...,

nj( برای هر 8) 1  11یکریختی: RbbRbb jjj  وجود داشته باشد و 
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:11( یکریختی گروهی 9) RbbRbb jiij  وجود داشته باشد به طوری که 

)الف(          jiiijjiij sbbrbbsbbRbb  

11

1

11  و 

nji)ب( برای هر       Rsrو  1, ,   ،      11

1

11 rbbsbbrbbsbb jjiijjiij

  . 

در مکان  Aباشد که عنصر همانی  nnماتریسی  ijEفرض کنید  برهان: ji, ام آن و سایر درایه

های آن صفر است. فرض کنید  iji eb  در نتیجه . nbb یک مجموعه از خودتوان های  1,...,

:11نگاشت  Rrمثلثی چپ است. برای هر  RbbRbb jjj   را با ضابطه

    1

1

1 jjjjj ererbb    11و نگاشت: RbbRbb jiij   را با ضابطه

    1

1

1 jijiij ererbb    تعریف می کنیم. به راحتی می توان نشان داد کهj  وij  در

 شرایط خواسته شده صدق می کنند.

بعکس ، نگاشت       11: RbbTR n  را با ضابطه
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تعریف  

کنید که در آن  jjjj rbbr   و jiijij rbbr  یک محاسبه ساده نشان می دهد که .  یک

  ■ یکریختی است.

CCDدر شرط  R( 8)لم:  4-12 روی  ..  RSbRb l  صدق می کند اگر و فقط اگرR  در شرط

CCA روی  ..  RScRc r .صدق کند 

(9 )R  در شرطCCA روی  ..  RSbRb l  صدق می کند اگر و فقط اگرR  در شرطCCD .. 

روی   RScRc r  .صدق کند 

CCDدر شرط  Rاگر  (8) روی  ..  RScRc r  صدق کند آنگاهR  در شرطCCD روی  ..

  RSccR r .صدق می کند 



 

 

 

44 

CCDدر شرط  R( فرض کنید 8)اثبات:  روی  ..  RSbRb l  صدق کند. زنجیر صعودی

... 21 RcRc  را که در آن RSc ri  .چون  در نظر بگیرید RSc li 1 لذا ، 

    ... RcRc 21 11 

،   1jبه طوری که برای هر  nطبق فرض این زنجیر پایاست پس وجود دارد 

   RcRc jnn  . در نتیجه 11   Rcc njn njnjn و لذا  1 ccc   بنابراین . 

 njn RcRc نیز به همین صورت اثبات می شود. . قسمت عکس 

 ( است.8( برهان این قسمت مشابه قسمت )9)     

CCDدر شرط  R( فرض کنید 8)      روی  ..  RScRc r  صدق کند. زنجیر نزولی

... RcRc را که در آن  21 RSc ri  در نظر بگیرید. داریمiiiiii cccccc 111    با ضرب .

ic  از سمت راست نتیجه می شود کهiiiii ccccc 11   پس .iiiii ccccc 111    و

1لذا ii RcRc  بنابراین زنجیر نزولی .... 21 RcRc رض را خواهیم داشت. طبق فn  ای وجود

1دارد به طوری که  nn RcRc لذا .   RcRc nn 111   پس .

    1111  nnnn RccRcc  در نتیجه .    nnnnnnnn RccRcRccRccRc  11   

و     11111111 11   nnnnnnnn RccRcRccRccRc چون .RcRc nn 1  و

    111 11   nnnnnn RccRcRccRc می گیریم  نتیجهRcRc nn 1 بنابراین نتیجه .

 ■حاصل است. 

فرض کنید  لم: 4-13 nbb باشد. در این  Rیک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ  1,...,

 صورت  

( اگر 8) RSe l  آنگاهRbeR iIi مستقیمی از ایده ال های راست  ، مجموعR  است که

 nI ,...,1.  

وجود دارد که  eRایده ال راست مجزا به فرم  n2( حداکثر 9) RSe l  . 
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فرض کنید  اثبات: RSe lاندیس .i   را طوری در نظر بگیرید کهebi نشان می دهیم .

RbeRb ii .  از اینکه ebeebb iii  نتیجه می گیریمiiebb از طرفی .

   iilili RbbSbRSb  ،  لذا   iiiii bRbbSebb ,.  پسiii bebb   و

RbeRbRebbRb iiiii   و لذاRbeRb ii  دو به دو متعامد بودن .ib  ها و اینکه

ebbeebb jiji  ایجاب می کند که eb1   و . . . وebn فرض  امد باشند.خودتوان های دو به دو متع

کنید   ebniiI i,1.  لذاRbeRbeR iIiiIi   توجه داریم که چنین مجموع .

یک کران بالا   n2ها مرکزی باشند آنگاه  ibتا باشند. اگر تمام  n2های مستقیمی نمی توانند بیش از 

 ■واهد بود. خ

شرط داشتن یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ معادل با داشتن چند شرط دیگر      

است از جمله اینکه   RSbRb l  و  RScRc r  هر دو در شرطCCD صدق کنند که در  ..

 لم زیر آن را توضیح می دهیم. 

CCDدر شرط  Rکنید فرض  لم: 4-14 روی  ..  RSbRb l  و  RScRc r  صدق کند، در

 یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ دارد.  Rاین صورت 

اگر  اثبات :   1,RSl ل است. فرض کنیدآنگاه برهان کام RSe l1  یک خودتوان غیر بدیهی

R  1باشد. اگرe  تقلیل یافته نیم مرکزی نباشد آنگاه یک خودتوان غیر بدیهی 112 ReeSe l 

ReReوجود دارد و لذا 21   بوضوح . RSe l2 2. حال اگرe  تقلیل یافته نیم مرکزی نباشد آنگاه

یک خودتوان غیر بدیهی  223 ReeSe l وجود دارد و لذاRcRc 32  بوضوح . RSe l3  با .

 ادامه این روند یک زنجیر نزولی به صورت زیر خواهیم داشت 

... ReReRe 321 

CCDشرط  روی  ..  RSbRb l  ایجاب می کند که این زنجیر متوقف شود. پس RSe ln  

nebتقلیل یافته نیم مرکزی است. حال اگر  neوجود دارد به طوری که  1  آنگاه RSb r 11 .

11اگر  b  تقلیل یافته نیم مرکزی باشد آنگاه 11 1 bb ,  یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی
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11چپ است. اگر  b  تقلیل یافته نیم مرکزی نباشد حلقه   111 11 bRbR   .را در نظر بگیرید

1R  در شرطCCD روی ..  11 RSdRd l   صدق می کند. لذا با استفاده از بحثی مشابه بالا داریم

 12 RSb l به طوری که   2212 bbRbSl ,  .11 b 1 عضو همانیR  12چون است و Rb   پس

22212 RbbbRb  لذا .   2212 ,bbRbSl   همچنین .   1211 RSbb r .  از طرفی

   RSRS rr 1 211. اگر bb   تقلیل یافته نیم مرکزی درR  باشد آنگاه 2121 1 bbbb ,, 

یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ است. اگر این طور نباشد با ادامه این روند یک زنجیر 

نزولی از اعضای   RScRc r  تشکیل می شود. شرطCCD ایجاب می کند که این زنجیر  ..

                                                                        ■مل از خود توان های مثلثی چپ دارد. یک مجموعه کا Rمتوقف شود و لذا 

فرض کنید :(8)قضیه یکتایی قضیه 4-15 kcc و   1,..., nbb , . . . دو مجموعه کامل از خودتوان  1,

knاشند. در این صورت ب Rهای مثلثی چپ    و یک عنصر وارون پذیر مانندR  و یک

جایگشت روی  n,...,1  مانند  وجود دارد به طوری که برای هرi  ،   ii cb 1به  . بنابراین

i ،مدول ، برای هر  -Rعنوان  RbRc ii   به عنوان  وK- ، جبر   iiii RbbRcc . 

فرض کنیداثبات: 



ji

ji RbbU لذا .U با زیر حلقه ای از 

حلقه ماتریس های بالا مثلثی  RTn  متناظر است که توسط nbb ایده  U ایجاد شده است. 1,...,

نید . فرض کnU است و Rالی از 
U

RR    وRR :  همریختی طبیعی وx تصویرx  

niتحت این همریختی باشد. چون برای  ,...,1 ،    URbb ii  نتیجه می گیریم که هرii Rbb 

ii یکریخت با bRb  است. لذاR  مجموع مستقیمی ازii bRb ها است و در نتیجه nbb یک   1,...,

که توجه داریم  است. Rمجموعه کامل از خودتوان های اولیه مرکزی برای  RSc l1لذا . 

1
1

1 cbc
n

i

i


 از اینکه .ib  تقلیل یافته نیم مرکزی است پس ii bcb ,1 لذا . RBc 1  و در

                                                                                                                                              

uniqueness  - 
1
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نتیجه     112 11 cRcSc حال از اینکه .  RBc  نتیجه  می گیریم که  11 RSc l2  با .

نتیجه می شود  1cبه جای  2cاستفاده از بحث بالا و با جایگذاری  RBc 2این روند  . با ادامه

نتیجه می گیریم  kcc است.   Rیک مجموعه از خودتوان های مرکزی ناصفر دو به دو متعامد  1,...,

jiپس برای هر    ،ji cRc لذا برای هر .kji 1  ،URcc ji   فرض کنید .





ji

ji RccV لذا .V  با زیر حلقه ای از حلقه ماتریس های بالا مثلثی RTk  متناظر است که

توسط  kcc njiایجاد شده است. با استفاده از بحثی شبیه بالا برای هر  1,..., 1   نتیجه می

VRbbگیریم که  ji در نتیجه .VU  بنابراین . nbb و  1,..., kcc , . . . دو مجموعه کامل از  1,

knهستند. لذا  Rخودتوان های ابتدایی مرکزی    و یک جایگشت مانند  روی n,...,1  وجود

دارد به طوری که  ii bc  و یک عنصر وارون پذیر   درR  وجود دارد به قسمی که برای هرi ، 

   ii cb 1 بنابراین به عنوان .R-  ، مدول RbRc ii  حال از اینکه .  iiiR RccRcEnd  

و   jjjR RbbRbEnd   نتیجه می شود که به عنوانK-  ، جبر   iiii RbbRcc   .■ 

می دهد که یکریختی  مثال زیر نشان      RbRc ii   که در قضیه بالا آمده است نمی تواند با

وجود دارد به طوری که تعداد نامتناهی مجموعه  Rتساوی جایگزین شود. در حقیقت حلقه ای مانند 

 کامل از خودتوان های مثلثی دارد.

باشد و   9یک میدان با مشخصه غیر از  Fفرض کنید  مثال: 4-16









F

FF
R


. فرض کنید 

Fx  ،






 


1

 x
f x ، 












x
ex

1
  ،












1
1b  و










12



b در این صورت برای .

x  ،هر  xx fe و  , 21 bb هستند که  Rمجموعه هایی کامل از خودتوان های مثلثی چپ برای  ,

ReRbنامتناهی باشد تعداد آن ها نیز نامتناهی است. بعلاوه  Fاگر  x1  وRfRb x2   اما

RfRb x2  و   RbRfb x 211  . 
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جبر نیم مرکزی تقلیل یافته باشند. اگر به عنوان Kدو  Bو  Aفرض کنید  نتیجه : 4-17

K جبر ، برای برخیm  وn  ،   BTAT nm   آنگاهnm   و به عنوانK ، جبرBA . 

برای  iiEنیم مرکزی تقلیل یافته است لذا ماتریس های یکه  Aچون  برهان : ATm  یک مجموعه

کامل از خودتوان های مثلثی چپ تشکیل می دهند. همین نتیجه را برای  BTn  داریم. خاصیت

داشتن یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ تحت یکریختی ثابت است. حال از قضیه 

یکتایی و نیز از اینکه    BTAT nm    نتیجه می گیریم کهnm   وBA  .■ 

فرض کنید لم :  4-18 nee یک  bباشد. اگر   Rیک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی  1,...,

خودتوان غیر بدیهی از    RSRS rl   باشد آنگاه زیر مجموعه neeP ,...,1  وجود دارد به

طوری که  Pebbe jj |  یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی حلقهbRb  است و این

 عضو دارد. nمجموعه کمتر از 

فرض کنید  برهان: RSc lk   وP  مجموعه همهje  ها باشد به طوری که عناصرbbe j  متمایز و

ناصفر هستند. بدون کاستن از کلیت مساله فرض کنید  neeP ,...,1 برای هر .mj ,...,1  ،

bbe j  خودتوان های ابتدایی درbRb  هستند و

jjj ebee از.  bbebbebbebbebebebbeb mnnn  ............ نتیجه  1111

می گیریم که  mjbbe j ,...,1|   یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی حلقهbRb  .است

mnفرض کنید  در نتیجه . 

 

  beeb

beebeebbebebebebeebeeee

n

nnnnnnn





...

............1

1

1111111

 

 ■. nmکه یک تناقض است. بنابراین 

نمایش می دهیم و با اشتراك همه  radRرا با علامت   Rرادیکال ژاکوبسن حلقه تعریف:  4-19

 برابر است. Rایده ال های چپ ماکزیمال 
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نامیم هر گاه   8یک حلقه نیم موضعیرا  Rتعریف :  4-20
radR

R   یک حلقه آرتینی چپ باشد یا

به طور معادل اگر   
radR

R  .نیم ساده باشد 

نیم موضعی باشد و خودتوان های  Rاست اگر  9املنیم ک R گوییم حلقه تعریف: 4-21
radR

R  را

 انتقال داد. Rبتوان به 

پوچ  radRن نیم موضعی است و چو Rآرتینی چپ یا راست باشد آنگاه  Rبه عنوان مثال اگر      

توان است لذا خودتوان های  
radR

R  را می توان بهR  انتقال داد. بنابراینR  .نیم کامل است

Rهمچنین هر حلقه موضعی    همیشه نیم کامل است زیرا
Rrad

R


  یک حلقه تقسیم است که

خودتوان های غیر بدیهی ندارد. لذا حلقه های نیم کامل را می توان به عنوان تعمیمی از حلقه های 

 موضعی و حلقه آرتینی چپ یا راست در نظر گرفت. 

می نامیم هر گاه   8نیم اولیهرا  R حلقه تعریف: 4-22
radR

R  نیم ساده وradR  .پوچ توان باشد 

  در هر یک از شرایط زیر صدق کند  آنگاه Rاگر  گزاره: 4-23
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تقلیل یافته نیم مرکزی است و همان  iRبه طوری که هر  

 nR، . . . و  1Rمدول راست است و حلقه های  -jRمدول چپ و  -iRیک  ijRرا دارد،  Rخاصیت 

 در حد یکریختی منحصر به فرد هستند.

(8 )R عه کامل از خودتوان های ابتدایی داشته باشد.یک مجمو 

                                                                                                                                              

Semilocal   - 
1

 

Semiperfect   - 
2

 

Semi primary   - 
3
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(9) R  .هیچ مجموعه نامتناهی از خودتوان های متعامد نداشته باشد 

(8 )R  در شرطCCD ها ، اصلی و یا   روی ایده ال هایش )ایده ال های تولید شده توسط خودتوان ..

 ا تولید متناهی( صدق کند.ب

(4 )R  در شرطCCD روی ایده ال های راستش )ایده ال های تولید شده توسط خودتوان ها ،  ..

 اصلی و یا با تولید متناهی( صدق کند.

(8 )R  در شرطCCA یش )ایده ال های تولید شده توسط خودتوان ها ، اصلی و یا روی ایده ال ها ..

 با تولید متناهی( صدق کند.

(7 )R  در شرطCCA روی ایده ال های راستش )ایده ال های تولید شده توسط خودتوان، اصلی  ..

 یا با تولید متناهی( صدق کند.

(3 )R  در شرطCCA CCDیا  ..  روی پوچسازهای راستش صدق کند. ..

(1 )R .یک حلقه نیم موضعی باشد 

(2 )R .یک حلقه نیم کامل باشد 

(81) R  .یک حلقه نیم اولیه باشد 

 فرض کنید (8) اثبات: kee برای پس  باشد. R بتداییهای ا یک مجموعه کامل از خودتوان 1,...,

هر  RSb l ، bebeb k beو هر  1... j  یک خودتوان است. بدون کاستن از کلیت مسئله

beمجموعه همه  j را با  ها که ناصفر هستندmj ,...,1  اندیس گذاری کنید. لذا

bRbRbebRbebRebRebR mm  ...... bReRebRو در نتیجه 11 m . اگر   1...

be j آنگاه ابتدایی بودن je  ایجاب می کند کهRebRe jj . پس RebRebR m ...1. 

که  bRهای راست به فرم  تعداد کل ایده ال بنابراین RSb l  کمتر ازk2  .در نتیجه استR  یک

حال فرض کنید های مثلثی چپ دارد.  مجموعه کامل از خودتوان nbb یک مجموعه کامل از   1,...,

iiiقرار دهید  3-4باشد. مانند لم  Rخودتوان های مثلثی چپ  RbbR  هر  برای وji   ،
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jiij RbbR  .هر  برایji  ، ijR یک iR- مدول چپ و jR- هر  .مدول راست استiR  یک

 .مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی دارد

ذا ( صدق کند آنگاه یک مجموعه کامل از خود توان های ابتدایی دارد، ل9در شرط ) Rاگر  (9)      

هیچ مجموعه نامتناهی از  iR( یک نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته یکتا دارد. هر 8طبق قسمت )

 خودتوان های متعامد ندارد.

اگر  (3)-(8)      RSb l  و RSc r  آنگاه ،bR  وRc  ایده ال هایی ازR  هستند. طبق لم

یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ  Rقبل تحت هر کدام از شرط های زنجیره ای ، 

شرط های زنجیره ای یک نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته یکتا دارد.  R( ، 8دارد. مانند قسمت )

یک خودتوان است انتقال داده  eکه  Reeهمراه با تصویر همریختی و نیز با زیر حلقه هایی به فرم 

 در همان شرط زنجیره ای صدق می کند. iRمی شوند. هر 

یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی دارد.  Rط ، ( تحت هر کدام از این شرای81) -(1)    

یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی و لذا یک نمایش ماتریسی مثلثی  R( ، 8طبق قسمت )

ر تعمیم یافته یکتا دارد. کلام حلقه های نیم موضعی و کلام حلقه های نیم کامل تحت تصوی

نیز نیم  iRیک حلقه نیم موضعی )نیم کامل( باشد آنگاه هر  Rهمریختی بسته هستند. لذا اگر 

 ■نیز نیم اولیه است.  iRنیم اولیه باشد آنگاه هر  Rموضعی )نیم کامل( است و اگر 

قرار دهید  21n,...,یک عدد اول باشد. برای  pحلقه اعداد صحیح و  Zفرض کنید  ال:مث 4-24

pZ
ZAn  و






1n

nAA  فرض کنید . 
 nn AR است.  Aقه ای از زیر حل R. بوضوح ,11

R  یک حلقه جابجایی و فون نیومن منظم است اما آرتینی نیست. پسR  نمی تواند یک مجموعه

 کامل از خودتوان های مثلثی چپ داشته باشد.

فرض کنید نتیجه:  4-25 wee باشد.  Rعه کامل از خودتوان های ابتدایی حلقه یک مجمو 1,...,

در این صورت یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی  nbb وجود دارد به طوری که برای  1,...,
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ib  ،ni هر 1  ، یک زیر مجموعه ناتهیi از  w,...,1  وجود دارد به قسمی که



ij

ji ReRb 

و  nii ,...,1  یک بخش از w,...,1  .است 

یک  3-4یک نمایش ماتریسی مثلثی دارد و لذا طبق قضیه  R( حلقه 8)98-4طبق گزاره  برهان:

کامل از خودتوان های مثلثی چپ مانند مجموعه  n دارد. چون  1,..., RS l1  در نتیجه

1je  یک خودتوان است. ابتدایی بودنje  ایجاب می کند که اگر1je  آنگاه ،ReRe jj 1 

و  1jeاشد. فرض کنید ب wjj  11
است داریم  Rیک ایده ال از  R1. از اینکه 

 
 


1 1

111

j j

jj RReReR  لذا .



1

1

j

j ReR فرض کنید .



1

1

j

jeb پس .

RbR 11  در نتیجه . RSb l1  1وb  نیم مرکزی تقلیل یافته است. واضح است که

       11
11

11 1111 bRb
Rb

R
R

RR 


 چون .    112 11   RS l  لذا

متناظرا عضو     112 11 bRbSd l   وجود دارد. فرض کنید   111 11 bRbR  توجه .

داریم که   1\,...,1  wje j
 است. 1Rیک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی برای  

مشابه بحث بالا        12 \,...,1  w  وجود دارد به طوری که



2

12

j

j ReRd بنابراین .





2

2

j

j ReRd قرار دهید .



2

2

j

jebر نتیجه . د    112 11 bRbSb l   2وb  نیم مرکزی

 ■تقلیل یافته است. با ادامه همین روند نتیجه مورد نظر بدست می آید. 

یکتاست و با تعداد  Rتعداد عناصر یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ برای حلقه        

برابر است. این مساله منجر به تعریف زیر  Rوعه کامل از خودتوان های مثلثی راست عناصر هر مجم

 می شود. 

و می نویسیم  است n 8بعد مثلثی دارای Rگوییم  تعریف: 4-26  nR dim هر گاه R  یک

نیم مرکزی  Rتوجه داریم  داشته باشد. ضوع nمثلثی چپ با دقیقا  های مجموعه کامل از خودتوان

                                                                                                                                              

triangulating dimension   - 
1
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 فقط اگر و تقلیل یافته است اگر  1 Rdimاگر . R ثی های مثل کاملی از خودتوان مجموعه هیچ

می نویسیم  بعد مثلثی نامتناهی دارد و Rگوییم  باشد چپ نداشته   Rdim.    

اگر  لم: 4-27 nee باشد آنگاه   Rیک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی  1,...,

  nR dim . 

یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ دارد. فرض  R( از لم قبل 8طبق قسمت ) اثبات:

کنید  mbb mkباشد. برای هر  Rیک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ  1,..., 1   قرار

دهید  kk bbc  mkلذا برای هر  . 11... 1 ، RSc lk   11حلقه  81-4لم . طبقRcc 

عضو دارد به طوری که  1nنیز یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی دارد و این مجموعه تعداد 

nn 1. 112ت در این صور Rccc   22وRcc  نیز یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی با

12عضو دارد که  2nتعداد  nn  اگر .nm    آنگاه این روند را می توان تا جایی ادامه داد که به یک

nmم. بنابراین تناقض برسی  .■ 

فرض کنید  گزاره: 4-28 nbb باشد. در  Rیک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ  1,...,

 این صورت

(8 )   1,\ Rc   اگر و فقط اگر nI ,...,1 ه وجود داشته باشد به طوری ک



Ii

ibc  و برای

Ij  ،و  Iiهر  ijji RbbRbb. 

(9 )R .یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی مرکزی دارد 

(8 )   RSbb ln , . . . اگر و فقط اگر  1, nbb یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی  1,...,

 مرکزی باشد.

( فرض کنید 8) برهان:   1,\ Rc  لذا .  nn cbcbbbcc  ...... . همچنین برای 11

داریم  iهر  iili RbbScb   و   iiil bRbbS , در نتیجه . nI ,...,1 ود دارد به طوری وج
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که 



Ii

ibc فرض کنید .Ii  وIj پس . jijiji RbbRbcbRbb بطور مشابه .

ij Rbb . 

j. لذا Rrبعکس ، فرض کنید       

n

j

n

i

i Rbbr 
 


1 1

اده نشان می دهد که . یک محاسبه س

rccr  برای قسمت عکس کافی است فرض کنیم که . nbb یک مجموعه از خودتوان های  1,...,

 مثلثی چپ است.

( ، 8(  با استفاده از قسمت )9)      R  یک مجموعه متناهی است. در نتیجه R  یک مجموعه

 کامل از خودتوان های ابتدایی مرکزی می باشد.

(  فرض کنید 8)        RSbb ln ,...,1 بوضوح .ib  ها دو به دو متعاند هستند. همچنین داریم

1...1  nbb بنابراین .   Rbb n ,...,1 .قسمت عکس برهان نیز واضح است .■    

 فرض کنید لم: 4-29 nbbb ,...,,  و R مثلثی چپی ها یک مجموعه از خودتوان 21

    
ikii bb ,, ii حلقه های مثلثی چپ یک مجموعه از خودتوان 1,..., Rbb .در این صورت باشد 

            
nknnkk bbbbbb ,,,,,, ,...,,...,,...,,,..., 1212111 21

 است. Rای مثلثی چپ ه مجموعه از خودتوان یک 

 واضح است که برهان:    1...
1

1 1

,,1  
 

k

i

k

i

ini

n

bbفرض کنید .r  ی ازدلخواهعضو R در باشد .

   نتیجه

                 111111111111111111111111 ,,,,,,,,, rbbbrbbbrbbbbrbbbrbrb  

 پس   RSb l11, ادعا می کنیم .      jijilji RccSb ,,, 1  کهبه طوری 

    


 


1

1 1

1
i j

iji bbc
 

 ,,.  



j

iij bbc
1

,



  کهبه طوری وجود دارد 

      jjljiijlji RccScRbbcSb 1, .اگر فرض کنیم Rr  باشد آنگاه 

          1,

1

,1, 



 












  ji

j

iiiijjijiij bbbrbbcbcrbbc
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         1,

1

1,,1, 



 












  ji

j

jiijiiiij bbbbbrbbc


 

         1
1

11 



 







  ji

j

r

rijijiiij bbbbrbbc ,,,, 

          1,

1

,1,1, 



 












  ji

j

ijijiiij bbbbrbbc


 

             1,

1

,1,1,1,

1

, 




























  ji

j

ijijiiiji

j

r

rii bbbbrbbbbb


 

               1,

1

,1,1,

1

1,,1, 







 


























  ji

j

ijijiii

j

jirijii bbbbrbbbbbb






 

               1,

1

,1,1,

1

,1,1, 







 


























  ji

j

ijijiii

j

ijiji bbbbrbbbbb






 

                 1
1

11

1

111 







 


























  ji

j

ijijiii

j

ijijiji bbbbrbbbbbb ,,,,,,,,







 

                 1
1

11

1

111 







 


























  ji

j

ijijiii

j

jiijiiji bbbbrbbbbbbb ,,,,,,,,









               1,

1

,1,1,1,

1

,1, 







 


























  ji

j

ijijiiiji

j

iiji bbbbrbbbbbb






 

           1,

1

,1,1,1, 



 












  ji

j

ijijiiijji bbbbrbbcb


 

           1,

1

,1,1,1, 



 












  ji

j

ijijiiijji bbbbrbbcb


 

           1,

1

1,,1,1, 



 












  ji

j

jiijiiiijji bbbbbrbbcb


 

       1,

1

,1, 



 












  ji

j

iiiijji bbbrbbcb


 

      1,1,  jijiijji bcrbbcb 
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لذا     jiijlji cRbbcSb 1, حال فرض کنید .  jiijl cRbbcSx .در نتیجه  

    xbbbRxcxbbRxcxRcxc
j

iiij

j

iijjj 


























 

 1

,

1

,







 

    xbbRbbxcxbbRbxc
j

iiiij

j

iiij 


























 

 1

,

1

,







 

    xbbRbcxbbRbbc
j

iiij

j

iiiij 


























 

 11 





 ,, 

    xRccxbbRcxbbbRc jj

j

iij

j

iiij 


























 

 1

,

1

,







 

 پس jjl RccSx  لذا و      jjljiijlji RccScRbbcSb 1, .بنابراین 

  



i

jji cbc
1

1


, و 

             111

1

11 1 



 







  jijjiijjiij

i

jiijijiji bcbbcbbcbbbcbc ,,.,,,,



. 

Rrبرای هر  پس   داریم 

            11
1

1
1

1 11 







 
















  jijjjij

i

jijj

i

jijiji brccbrcbbrccbbrcc ,,,,,,








 

حال از اینکه  



i

r RSb
1

1


 نتیجه می گیریم  

    

























 







 1

11

1

1

111 jij

ii

jij

i

bcbrbbrcb ,,











 

 در نتیجه 

                         1,,,1,1,1,1,1,,,   jijijijijijjjijijjjijiji brccbbrccbbrccbrcc 

بنابراین       jijilji RccSb ,,, 1. ■ 
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یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی داشته  Rیک حلقه باشد. اگر  Rفرض کنید لم:  4-30

نیز یک  Ree، حلقه  Rاز  e باشد در این صورت برای هر خودتوان نیم مرکزی چپ )یا راست(

 مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی دارد.

یک خودتوان نیم مرکزی چپ باشد. اگر  eفرض کنید  برهان: RSb l  آنگاه RSebe l تابع .

       Re|Re|: eSdedRSbbR ll   را با ضابطه    ReeebebR  ید. تعریف کن

چون    RSeS ll Re  در نتیجه  پوشاست. از اینکه  RSbbR l|  متناهی است نتیجه می

گیریم که     Re|Re eSded l  نیز متناهی است. بنابراین حلقهRee  یک مجموعه کامل از

یک خودتوان نیم مرکزی راست باشد به طور مشابه می توان نتیجه  eگر خودتوان های مثلثی دارد. ا

 ■نیز یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی دارد.  Reeگرفت که حلقه 

فرض کنید  گزاره: 4-31 nbbb ,...,, باشد. در این  Rهای مثلثی چپ  یک مجموعه از خودتوان 21

صورت    ii

n

i

RbbTRT 



1

dimdim.  بویژه  nRT dim . 

ابتدا فرض کنید  برهان:  RT dimلذا . nj 1  وجود دارد به طوری که

  ii RbbT dim .تناقض می رسیم. یک به 29-4  لم با استفاده از زیرا در غیر این صورت 

حال فرض کنید        RT dim 1. چونb  یک خودتوان نیم مرکزیR لذا طبق لم قبل  است، 

  11RbbT dim از طرفی .   RSb r  از لم قبل لذا 11      11 11 bRbT dim. ز ا

اینکه     112 11 bRbSb l  و از لم قبل نتیجه می شود   22RbbT dim.  ین روندابا ادامه 

niبرای هر  می توان نشان داد 1 ،   ii RbbT dim.  داریم 29-4حال طبق لم 

   ii

n

i

RbbTRT 



1

dimdim . چون برای هرni 1 ،   1ii RbbT dim لذا 

  nRT dim.■ 
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یک نمایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته داشته باشد یعنی  Rفرض کنید حلقه  جه:ینت 4-32





























n

n

n

R

RR

RRR

R







..

....

....

...

...

...

22

1121

. در این صورت    i

n

i

RTRT 



1

dimdim بویژه اگر .

 ATR n آنگاه    AnTRT dimdim  . 

 ■ یک نتیجه مستقیم از گزاره قبل است. برهان:

اگر  :لم 4-33  RT dim آنگاه R  و فقط اگر شبه  راست است اگراصلی بئر  شبه  یک حلقه

     بئر باشد. 

 یک مجموعه کامل از خودتوان Rچون  .باشد راستاصلی بئر  به یک حلقه ش Rفرض کنید  :اثبات

های مثلثی چپ دارد لذا   RsbbR l  .زیر شبکه از شبکه ایده  پس هریک مجموعه متناهی است

 Rیک ایده ال از  Iد شبه بئر است. فرض کنی Rآن کامل است. نشان می دهیم  اصلی های ال

باشد پس 



Ii

i RRxI چون .R های راست است لذا خودتواناصلی بئر شبه  یک حلقه 

 RSe li  کهبه طوری د نوجود دار     
Ii

i

Ii

iRR ReRRxrIr


 . پس RSc l  وجود دارد

به طوری که 
Ii

i RecR


  وcR  بزرگترین کران پایین برای IiRei  در  RLSl یعنی شبکه(

 اثبات رابطهای ( است. برR تولید شده توسط خودتوان های نیم مرکزی های اصلی ایده ال

cRRe
Ii

i 


 فرض کنید  کنیم. از فرض خلف استفاده می
Ii

i Rea


  اماcRa.  چونR  یک

راست است لذا اصلی  بئر شبه حلقه RSb l کهبه طوری دارد  وجود   bRRaRrlRaR  .

ReRaRچون  i برای هر  پسIi  ،   R a RleR i 1 . در نتیجه

     ReeRrRaRrlbR ii   لذا. 1
Ii

i RebR


 .حال از اینکه bRa و cRa  نتیجه
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 ریممی گی  
Ii

i ReRcbbcbRcRR


 در آن  که RScbbc l. با نتیجه این 

بزرگترین کران پایین برای  cRاینکه  فرض IiRei   در RLSl لذا فرض  بود در تناقض است و

cRReو خلف باطل 
Ii

i 


 بنابراین .  cRIr در نتیجه . R .یک حلقه شبه بئر است 

 . نشان می دهیمباشدشبه بئر  Rفرض کنید  ، بعکس     RLSl  ز شبکه ایده مل ااکزیر شبکه یک

است. فرض کنید  Rهای  ال   RSe lIii 


Ii  ، هر. برای  ieR 1  یک ایده ال ازR  .است

 وجود دارد به طوری که e لذا خودتوان     eReRreRrRe
Ii

i

Ii Ii

ii 







 

 

11  بنابراین .

هر زیر مجموعه از  RLSl ا لذ .بزرگترین کران پایین دارد RLSl است. از طرفی چون  کاملR 

 ■ راست نیز هست. لذا نتیجه حاصل است.اصلی بئر  شبه شبه بئر است لذا 

یک حلقه با یک مجموعه کامل از خودتوان های  Rفرض کنید  :(3-8قضیه  -[88)] قضیه 4-34

 ین صورت شرایط زیر معادلند مثلثی باشد. در ا

(8 )R  .شبه بئر اصلی راست است 

(9 )R  .شبه بئر اصلی چپ است 

(8 )R .شبه بئر است 

(4 )R  یک حلقهPWP .است 

فرض کنید  لم: 4-35 nbb باشد. در این  Rیک مجموعه از خود توان های مثلثی چپ  1,...,

 صورت 

(8) P  یک ایده ال اولR است اگر و فقط اگر یک ایده ال اول مانندmP   از حلقهmmRbb  وجود

njiداشته باشد به طوری که برای هر  ,...,, 1  و   mmji ,,  ، jim RbbPP بعلاوه .P 

 باشد.  mmRbbاز  ایده ال اول مینیمالی mPاست اگر و فقط اگر  Rیک ایده ال اول مینیمال 

باشد آنگاه  Rایده ال مینیمالی از  Iاگر  (9) nji ,...,, 1 وجود دارد به طوری کهji IbbI  .

ji، آنگاه  2Iبعلاوه اگر    .  
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یک مجموعه از خودتوان های مثلثی چپ دارد لذا یک نمایش ماتریسی مثلثی  Rچون (: 8برهان: )

تعمیم یافته دارد. واضح است که مجموعه همه ماتریس هایی که قطر اصلی آنها صفر است یک ایده 

njiال پوچ توان است. با این توضیحات ، برای  ,...,1,   کهji   ، ji RbbS  یک ایده ال پوچ

njiو برای  mاست. همچنین برای هر  Rتوان از  ,...,1,   که   mmji ,,   ، jim RbbD 

PSباشد. لذا  Rیک ایده ال اول از  Pاست. فرض کنید  Rیک ایده ال از   چون .

RRbRb n  PRbmوجود دارد به طوری که  mدر نتیجه  1...  اگر .mk   وPRbk  

آنگاه هم   RbRb km  و هم  RbRb mk  مشمول درP  نیستند که متناقض با صفر بودن یکی از

miآنها است. در نتیجه برای هر    ،PRbi  و لذا برای هر mi   که   mmji ,,   ،

PRbb ji  طبق تعریف نمایش ماتریسی مثلثی برای حلقه .R  ،P  برابر با مجموع همه

PRbb ji   ها است و لذاmmm DPbbP  چون .P  ایده ال اولی ازR  است در نتیجهmm Pbb 

mmایده ال اولی از  Rbb .است 

mmیک ایده ال اول از حلقه  mPبعکس ، فرض کنید       Rbb  باشد. واضح است کهmm DP   ایده

است. چون  Rالی از 
m

mm

P
Rbb  یک حلقه اول است و  m

mm

mm P
Rbb

DP
R 


نتیجه می   

mmگیریم  DP   یک ایده ال اول ازR .است 

بزرگترین عضو از مجموعه  k(  فرض کنید 9)      n,...,1  باشد به طوری کهkIb برای .

 nt ,...,1  تعریف کنید



t

i

it bd
1

. داریم  RSd lk  در نتیجه .IdI k از طرفی داریم .

 kkrk RddSb  فرض کنید .Rr پس .



n

ki

ik brrdr
1

. در نتیجه 

kkkkkkk IbbrdIbrdIbrIb  بنابراین .kk IbdI  اگر . kk Ibd kkآنگاه  1 IbbI   و لذا

نتیجه حاصل است. فرض کنید  kk Ibd د توضیحات بالا داریم . مانن1 RSd lk 1  و لذا

kk IbdI 1  ،2I  وkk Ibd اگر . kk Ibd IIbbآنگاه  2 kk 1  .و لذا برهان کامل است
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در غیر این صورت  kk Ibd kkین و بنابرا 2 IbdI 2 با ادامه این روند نتیجه مورد نظر بدست می .

 ■آید. 

می توانیم نگاشت  Rاز  Pبا استفاده از توضیحات لم قبل ، برای هر ایده ال اول      

   VSpecRSpec  را با ضابطه  :  mPP   تعریف کنیم که در آن

nn RbbRbbV  ...11. یک نگاشت دو سویی است. از لم قبل نتیجه می گیریم 

        



ji

jinn

ji

ji RbbRbbRbbRbbVR ...11. 

یک حلقه شبه بئر باشد و  Rفرض کنید  قضیه: 4-36  nRT dim در این صورت .BAR  

 ، مجموع مستقیمی از حلقه هاست ، به طوری که 

(8)  i
k
i AA 1 .مجموع مستقیمی از حلقه های اول است 

 ( یک یکریختی مانند9)

                                         





























m

m

m

B

BB

BBB

B







..

....

....

...

...

...

:

22

1121

      

مدول راست  -jBمدول چپ و  -iBیک   ijBیک حلقه اول است ،  iBوجود دارد به طوری که هر 

nmkو  . 

( برای هر 8) mi ,...,1  ، mj ,...,1  وجود دارد به طوری کهijB ا یjiB. 

در حد یکریختی منحصر به فرد  mBو   …، 1Bها ، حلقه های  iB( با صرف نطر از ترتیب 4)

 هستند.

(8) B   دقیقاm  1مانند ایده ال اول مینیمالP  و ... ،mP  .داردR  دقیقاn  ایده ال اول مینیمال به

BCiیا  iPAفرم     دارد به طوری کهjiji AC  ،    BR   و   
m

R. 
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kiو برای برخی  2Iباشد آنگاه  Rایده الی مینیمال از  I( اگر 7) 1 ،iAI    یا2I  و

miبرای برخی  1  وmj 1 ،    ijBI  که  ijB  مجموعه ماتریس هایmm  ای

 است و سایر درایه های آن صفر هستند. ijBام آن عنصری از   (i , j)است که درایه

فرض کنید برهان:  nbbE ,...,1  یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپR  .باشد 

(  فرض کنید 8)        REee k  ,...,1 قرار دهید .ReA ii  چون هر .iA  شبه بئر و تقلیل

 ل است. یافته نیم مرکزی است در نتیجه یک حلقه او

(  فرض کنید 9)        km eeEff ,...,\,..., 11  در نتیجه . mff یک مجموعه کامل از  1,...,

iiiتعریف کنید و قرار دهید  3-4را مانند لم  است. نگاشت  Bخودتوان های مثلثی چپ  BffB  

jiijو  BffB  هر .iB .یک حلقه اول است 

 ( است.8)91-4(  یک نتیجه مستقیم از گزاره 8)     

 (  برهان این قسمت از قضیه یکتایی نتیجه می شود.4)     

 ( نتیجه مورد نظر بدست می آید.8)88-4(  با استفاده از لم 8)     

آنگاه از اینکه  2I(  اگر 7)        BR   نتیجه می گیریم برای برخی mji ,...,, 1  ،

ji BffI  حال فرض کنید .2I ( عنصر 9)88-4. طبق لمEb   وجود دارد به طوری که

 IbbI زیر را در نظر بگیرید  . شرایط 

. در این صورت 1  فرض کنید 8مورد       RSe l  وجود دارد به طوری که  eRRrR   پس .

  eRRb  . چون 11 Ireb Rbb 111   11وRbb می گیریم  یک حلقه اول است نتیجه1eb در .

نتیجه     1111 111 bbebeebe  از طرفی می دانیم . RSb r . در نتیجه 11

   RSRSb rl  11. بنابراین 11 b  1یک خودتوان مرکزی است. در نتیجهb  نیز یک خودتوان

 ت.زی اسکمر
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. قرار دهید 1  فرض کنید 9مورد      





1i

ibg  وgRg واضح است که . RSg l . 

یک حلقه شبه بئر است و یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ مانند  bb دارد. در  1,...,

نتیجه   lSc  وجود دارد به طوری که  cIl  پس .  cbgR   چون . Ilcb   و

نیز از اینکه  bbRbb   یک حلقه اول است نتیجه می گیریمcb  بنابراین .

     bgcbgcbgcbc  واضح است که .  lSbg  پس داریم .

   RSRSbg rl   در نتیجه .b  در  مرکزی است. لذا برای هرnj   ،

  Rbbbb jj بنابراین . RSb l  . 

حال فرض کنید      



n

i

ibh


. لذا  hRhو   RSh r  و  یک حلقه شبه بئر است و یک

مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ مانند  nbb ,...,  دارد. در نتیجه  lSd  وجود دارد

به طوری که    dIr  پس .   dbh  چون . Irdb bb    و نیز از اینکه

 Rbbbb   یک حلقه اول است نتیجه می گیریم کهdb لذا .

     bhbhdbhddbd  از طرفی داریم .  rSbh  پس داریم .

    rl SSbh  در نتیجه .b  در  مرکزی است. لذا برای هرj  ،

 jj Rbbbb  داریم . RSb r  در نتیجه .   RSRSb rl  براین . بناb  درR 

 مرکزی است.

راست باشد. در این صورت  اصلی بئرشبه یک حلقه  Rفرض کنید  قضیه: 4-37  nRT dim 

 اول مینیمال داشته باشد.ایده ال  nدقیقا  Rاگر و فقط اگر 

اگر  باشد.شبه بئر اصلی راست یک حلقه  Rفرض کنید  برهان:  nRT dim 88-4طبق لم  آنگاه 

، R 78-4بنابر قضیه است. در نتیجه  یک حلقه شبه بئر  ،R  دقیقاn دارد. ایده ال اول مینیمال 
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     را به کار  n داشته باشد. استقرا روی ایده ال اول مینیمال nدقیقا  Rفرض کنید  ، بعکس     

 می بریم.

. اگر 1nفرض کنید        1RT dim  آنگاهR خودتوان پس یافته نیم مرکزی نیست.  تقلیل

 RSb l 1طوری که  وجود دارد بهb . لذا حلقه هایbRb  و   bRb   هر کدام نیز 11

ایده ال اول مینیمال دارد که  9حداقل  Rنتیجه  در لذا اول( دارند. ماکزیمال )و حداقل یک ایده ال

تناقض با فرض مساله است. بنابراین م  1RT dim. 

ایده ال اول مینیمال  kبا دقیقا  شبه بئر اصلی راست یک حلقه اگر  وباشد  1nفرض کنید      

nkبرای   آنگاه  باشد  kAT dim داریم .  nRT dim.  چونR نیم مرکزی  تقلیل یافته

خودتوان نیست لذا  RSd l 1طوری که  وجود دارد بهdبودن شبه بئر اصلی راست ون . چ

 eکه  Reeیعنی زیر حلقه هایی به فرم  R)خاصیت موریتا پایا برای حلقه  یک خاصیت موریتا پایا

است و  Rیک خودتوان از  RMatn حلقه های است لذا صیت را داشته باشند.(نیز همان خا dRd 

 و   dRd  و  dRd پس راست هستند.شبه بئر اصلی  نیز 11   dRd   2kو  1kبه ترتیب  11

121  که ه طوریب ایده ال اول مینیمال دارند kk nkkو  ,   بنابراین .21

       nkkdRdTdRdT  2111dimdimنتیجه می  88-4گزاره  از با استفاده . حال

 گیریم  nRT dim.  .بنابراین برهان کامل است■  

 تنها 8و  چون  88-9نیست. در مثال قبل قابل حذف راست در گزاره شبه بئر اصلی شرط      

لذا  هستند Rهای  خودتوان  1RT dim ،  اماR دارد.  بیش از یک ایده ال اول مینیمال 

  یک خاصیت موریتا پایا است. PWPخاصیت  نتیجه: 4-38

 PWPیک حلقه  Rباشند. فرض کنید که  حلقه های معادل موریتا S و Rرض کنید ف برهان:

و  باشد  nRT dim.  در نتیجهR  ست واصلی ا بئر شبه لذا ویک حلقه شبه بئر   nRT dim .

راست شبه بئر اصلی  خاصیت اول مینیمال دارد. حال چون ایده ال nدقیقا  Rقبل پس طبق قضیه 

حلقه های  Sو  Rاست. از طرفی چون شبه بئر اصلی راست نیز  S موریتا پایا است لذا خاصیت یک
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در تناظر  Rهای اول  بنابراین ایده ال های آنها یکریخت است. معادل موریتا هستند لذا شبکه ایده ال

شبه یک حلقه  S پسمینیمال دارد.  ایده ال اول nنیز دقیقا  S لذاهستند.  Sاول  های با ایده ال

داریم قبل از قضیه  لذاایده ال اول مینیمال است.  nبا دقیقا بئر اصلی راست   nST dim . پسS 

 راست است وشبه بئر اصلی یک حلقه   nST dim. که  نتیجه می گیریم 88-4 لذا از لمS  نیز

 است وشبه بئر  یک حلقه Sشبه بئر است. در نتیجه   nST dim  بنابراین .S  نیز یک حلقه

PWP .است ■ 

 شرایط زیر معادلند  نتیجه: 4-39

(8) R  یک حلقهPWP .نیم اول است 

(9) R  تعداد متناهی ایده ال اول مینیمال است. راست نیم اول با فقطشبه بئر اصلی یک حلقه 

(8) R  ع مستقیم متناهی از حلقه های اول است.وجممیک 

با دو منظم یک حلقه  Rبویژه    RT dim ع مستقیم متناهی از وجممفقط اگر یک  است اگر و

   باشد.  حلقه های ساده

بعد مثلثی متناهی است یعنی  از و است لذا شبه بئر PWP یک حلقه Rچون  (9 )(8) :برهان

 قضیه طبق پساست.  راستشبه بئر اصلی لذا  دارد های مثلثی چپ یک مجموعه کامل از خودتوان

 مینیمال دارد. ال اول ایده nدقیقا  Rحلقه  4-88

     (9)(8 فرض کنید )R فقط تعداد متناهی ایده ال اول  راست باشبه بئر اصلی   یک حلقه

شبه بئر اصلی راست است و یک حلقه  88-4قضیه  لذا طبق باشد،مینیمال   RT dim. پس R 

 است ویک حلقه شبه بئر   RT dimحلقه  ی ازع مستقیموجممبه صورت  87-4طبق قضیه  . لذا

 . ستاهای اول 
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     (8)(8 فرض کنید )I  یک ایده ال ازR  باشد به طوری که2I لذا یک خودتوان مرکزی .

e  وجود دارد به طوری که  eRIr  از طرفی . IrI  لذا . IeeII در نتیجه .R  نیم

  است.اول 

     (8)(8 چون )R مجموع مستقیم متناهی از حلقه های اول برابر است.  نیم اول است لذا با یک

. لذا نتیجه از توضیحات داده شده استدو منظم یک حلقه شبه بئر اصلی راست حلقه  همچنین هر

 ■بدست می آید.
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 فصل پنجم

 

 کاربردهایی برای توسیع های حلقه

 

مایش ماتریسی مثلثی تعمیم یافته تعیین می در این فصل برای برخی از توسیع های یک حلقه ، ن     

کنیم و نیز بعد مثلثی را برای این توسیع ها بیان می کنیم. همچنین معیاری بپرای داشپتن خاصپیت 

PWP  برای برخی توسیع های یک حلقه ارائه می دهیم. در انتهای این فصپل تعپدادی مسپاله تحپت

 ه مندان به این موضوع جالب باشد.عنوان مسائل باز آورده شده که می تواند برای علاق

از  یتوسیع   و Rحلقه  مثلثی چپ  موعه از خودتوان هایجیک م B فرض کنید تعریف: 5-1

R .باشد 

 و Bb است اگر Rبا  8متصل مثلثی -B طور هب گوئیم  )الف( bbSc l   آنگاه

خودتوان  bRbSc l  به طوری که  وجود داشته باشد cc. 

مجموعه از خودتوان های مثلثی  یک B است اگر Rبا  9سازگار مثلثی -B به طور یم یگو )ب(

 باشد.  چپ 

 متصلمثلثی R  ،B حلقه از خودتوان های مثلثی چپ Bبرای هر مجموعه  اگر      

(B)با  مثلثی سازگارR  باشد گوئیم  ( با 9مثلثی سازگار) 8متصلمثلثیR .است 
                                                                                                                                              

triangularly linked  -B - 1
 

triangularly compatible  -B - 2
 



 

 

 

68 

از مجموعه یک  عضوی از bاست اگر  Rاز  8خودتوان مثلثییک  Rbگوئیم  تعریف: 5-2

 باشد. Rخودتوان های مثلثی چپ 

 و R از یتوسیع  فرض کنید گزاره: 5-3 nbbB ,...1 مجموعه از خودتوان های مثلثی  یک

 باشد. R چپ

برای  و Bbتولید شود. اگر برای هر  Tمدول توسط مجموعه -Rبه عنوان یک  فرض کنید ( 8)

Tt هر   ،btbtb   آنگاه  ،B-مثلثی سازگار با R  است. به ویژه اگر  یک توسیع مرکزی از

R  آنگاهباشد  با  مثلثی سازگارR .است 

 در Bآنگاه امل باشد ک R در B و R با مثلثی سازگار-B هم و مثلثی پیوسته-Bهم   اگر( 9)

 است.  نیز کامل 

 آنگاهباشد  Rهم مثلثی پیوسته و هم مثلثی سازگار با  اگر ( 8)    dimdim TRT. 

1 واضح است که (8):برهان
1




n

i

ib و   lSb1 .11رای هر ب  nk  با فرض



k

i

ik bc
1

1 

 داریم kklk RccSb 1 باید نشان دهیم که . kklk ccSb 1.  فرض کنید. در نتیجه 

Ra j  و Tt j  طوری که  به وجود دارند



Jj

jjta که در آن J  .یک مجموعه متناهی است

 پس

 






 














Jj

kkjkjkk

Jj

kjjkkkkkk bbtbacbbtacbcbcc 1111111  

  1111111 







 












  k

Jj

kjjkkk

Jj

kjkjkk bbtacbbbtbacb 

                                                                                                                                               

triangularly linked   - 
1

 

triangularly compatible   - 
2

 

ulating idempotent  triang - 
3
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111111 



 












  kkkkkkkk

Jj

jjkk bccbbcbbtacb  

 است. یک مجموعه از خودتوان های مثلثی چپ  B ینابنابر

 و باشد Bb است. فرض کنید یک مجموعه از خودتوان های مثلثی چپ  Bابر فرض ( بن9)     

 bbSc l . پس  bRbSc l  وجود دارد به طوری که  cc. چون bRb  تقلیل

bcلذا است  R نیم مرکزی در یافته .  پسbccccbc  . در نتیجه b در   تقلیل

 است. توان های مثلثی چپ یک مجموعه کامل از خود Bبنابراین مرکزی است.  یافته نیم

اگر ( 8)      dimT ( ، 9) قسمت آنگاه بنابر باشد  RT dim.  فرض کنید پس

   nT dim اگر .  nRT dim مجموعه از خودتوان های مثلثی چپ یک آنگاه B  ازR 

nBطوری که  دارد به وجود . B یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ  ست. نیز ه

 ، 88-4ه گزار طبق  nBT dim لذایک تناقض است.  که   nRT dim.  اگر

  nRT dim  1آنگاه مجموعه کاملB مثلثی چپ  از خودتوان هایR که  به طوری وجود دارد

nB 1 1حالت نیز . در اینB های مثلثی چپ یک مجموعه کامل از خودتوان  و این با یکتا  ستا

. در نتیجه استتناقض در بعد مثلثی  بودن  nRT dim.■                                                         

یک همریختی  ، یک مجموعه ناتهی از متغیرهای نه لزوما جابجایی  Xفرض کنید  قضیه: 5-4

مثلثی سازگار  و متصلتوسیع های زیر مثلثی در این صورت یک منوئید باشد.  G و Rحلقه ای روی 

 دارند. را R هستند و لذا همان بعد مثلثی Rبا 

(8 ) GR  کهG  یکpu.-منوئید و R  راست است.اصلی  بئرشبه یک حلقه 

(9)  GR  کهG ید آزاد است.ئیک منو         

(8)  XR.       

(4)   XR                                                 . 

(8 ) 1, xxR.                               
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(7)   1, xxR. 

(3)  ;xR  که یک همریختی از R  هر خودتوان مثلثی چپ که برایبه طوری است Rb  ،

  bRbR . 

(1)   ;xR  که یک همریختی از R هر خودتوان مثلثی چپ که برای به طوری است Rb  ،

  bRbR . 

(2)  RMatn. 

{ یا Xضرب های متناهی از عناصر  یا مجموعه }همه  Gمجموعه با  Tفرض کنید  برهان:

 برای هر( 1) تا( 8) باشد. در این صورت برای موارد برابر{ kx│صحیح است یک عدد kمجموعه }

Tt  برای هر خودتوان مثلثی  وRb  داریمbtbtb  آن برهان( و 8)8-8. با استفاده از گزاره 

 (8) تا( 8) بعلاوه موارد هستند. Rبا  ر مثلثی سازگا( 1) تا( 8) موارد توسیع های نتیجه می شود که

 هستند.  Rشبه نرمالگر چپ از  های توسیع  (3) و (8) و

فرض کنید  ( 2)     nbbB ,...,1 مثلثی چپ  های یک مجموعه از خودتوانR و  باشد

 RMatnمی دهیم  . نشانB های مثلثی چپ  توانخودمجموعه از  یک نیز هست . قرار 

د دهی
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نشان می دهیم  .

 nEE Mواضح است که  .است چپ  های مثلثی یک مجموعه از خودتوان 1,...,

n

i

iE 1
1




. فرض 

در نتیجه . xکنید         11111111 111111 ExbxxbbbxbxEE MMmMMM ...... پس . 

  lSE1 نشان می دهیم . حال kklk ccSE 1  که kMk EEc  و  11...
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11  nk.  فرض کنیمچون .   rk Sc لذا با فرض  kbbx  نتیجه می  11...

   گیریم

     1111111 11   kkMkkkkkkkkk EEbbEEcEcEcc  .... 

        
         

    MkMkMkk

MkMkMkMkMkM

bbxbb

bbbxbbx

1.1.1.

1.1..1..1.1.1.

1111

11111












 

               MkMMkMkMk bxbbxb 1.1.1.1.1. 1111    

                1111 1.1.   kkkkkMMk EccEExxE  

 .  می شود نتیجه حاصل بنابراین

  فرض کنید (9) و( 8)      GRp  وp  ضریب ،همانی عضو G ، باشد. فرض کنیدb  یک

و  باشد Rخودتوان مثلثی از   bGbRSe l. در نتیجه    GbRbbGbR . اگر R  یک

( 9) و (8) 9-8 قضیه ازراست است. شبه بئر اصلی نیز  bRbآنگاه  راست باشدحلقه شبه بئر اصلی 

نتیجه می گیریم  bRbSe l   ،eee  و  eee .  بنابراین   GeRGRe نتیجه . در 

 GR  با متصل مثلثیR  .است 

 . فرض کنیماست (8)  برهان این قسمت مشابه قسمت (7)تا ( 8)      XRp  یا  XRp  یا

  1,  xxRp و p  جمله ثابتp نتیجه حاصل است (8)8-8و  4-8 اییااز قض باشد. با استفاده. 

فرض کنید   (1( و )3)     ;xR  وb از چپ  یک خودتوان مثلثیR و باشد 

 bbSe l . دفرض کنی n
nxexeee  ...1.  لذاbbee   ، 11 bee  ، و ... 

nn bee  ادعا می کنیم  (8)4-8جزئی در برهان قضیه  تغییر. با یک bRbSe l  و ee .

ebabebabe پس. Raباشد که  bRbbabمنظور فرض کنید  برای این  .برای هر لذا 

bRbbab  و برای هرnk ,...,,1  داریم  kmk
m

k

m

m babebabee 



 


برای و  kبرای  .

داریم  bRbbabهر  babebabee .  لذا  bRbSe l.  1حالت درk  به اگر در معادله

 استفاده کنیم آنگاه eاز  aجای   111 bebebebeebebee   .  از اینکه ebbe   و
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11 ebe   نتیجه می شود  111 eeeeee    و لذا    ee 1.  1حالت در اگرk در معادله 

1a داریم  در نظر گرفته شود آنگاه  1111 ebeeeee    حال از اینکه .   ee 1  نتیجه

11 می شود که eee  .  ( نتیجه می گیریم 8)4-8 هبرهان قضی مشابه و با استدلالیین روند ابا ادامه

eee   و eee  .در نتیجه  bRbSe l  و ee.  بنابراین ;xR  با  متصلمثلثی

R .برای حالت  است  ;xR  اثبات می شودبه صورت مشابه. 

     (2 ) R  را باMRR 1.


عضو همانی  M1که  یکسان در نظر بگیرید  RMatn  است. برای

   RMatpp nij  قرار دهید Mpp 111. فرض کنید .b یک خود توان مثلثی از R و  باشد

  RMatSe nl داریم .      bRbMatbRMatb nnM 11 نتیجه می گیریم  3-8 از قضیه ...













RbbSe l  ،eee  و  eee  در نتیجه .   ReMatRMate nn .  بنابراین

 RMatn   با  متصلمثلثیR .است ■                                                                                            

یک مجموعه )کامل( از  B که اگر( نتیجه می گیریم 1( و )3) 4-8و برهان قضیه  8-8ز گزاره ا     

باشد به طوری که  Rهای مثلثی چپ  خودتوان  bRbR   آنگاهB مجموعه )کامل( از  یک

ی چپ خودتوان های مثلث ;xR  و  bxR   است. ;

 (  گزاره های زیر معادلند 8لم  -] 88[)لم  5-5

 هیچ مجموعه نامتناهی از خودتوان های متعامد ندارد. R( حلقه 8)

eR ( ایده ال های راست )چپ( به فرم 9) Re  کهe  یک خودتوان است در شرط زنجیر افزایشی و

 در شرط زنجیر کاهشی صدق می کنند.

یک حلقه باشد به طوری که هر ایده ال راست اصلی آن پروژکتیو باشد و  Rفرض کنید  قضیه: 5-6

مد نداشته باشد. دراین صورت هر پوچساز راست و هر هیچ مجموعه نامتناهی از خودتوان های متعا

 پوچساز چپ توسط یک عنصر خودتوان تولید می شود. بویژه هر ایده ال چپ اصلی آن پروژکتیو است.
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RSفرض کنید  برهان:   و   SrT R اگر .Ss  آنگاه SrT R لذا .hRT   کهh 

یک پوچساز چپ دلخواه باشد. لذا  Lیک خودتوان است. حال فرض کنید   gRLrR   کهg  یک

خودتوان است. اما در این صورت       gRgRlLrlL RRR  جه هر پوچساز چپ . در نتی1

 ،L  شامل یک خودتوان غیر بدیهی است. با استفاده از لم قبل می توانیم خودتوان ،Le  را به

طوری انتخاب کنیم که  elR  در بین پوچساز های چپ خودتوان هایL اشد. ادعا می ، مینیمال ب

کنیم     LelR  فرض کنید این طور نباشد. پس .    LelR  و این یک پوچساز چپ

effeeمی باشد. قرار دهید  fاست که شامل یک خودتوان ناصفر   عنصر .e  یک

eeeاست. چون  Lخودتوان در    پسe  و   elel RR  از طرفی داریم .fe  و

 ffe در نتیجه .   elel RR   که با مینیمال بودن elR  دارد. بنابراین تناقض

    LelR حال فرض کنید .Lx پس .Lxex   و   exex در نتیجه .

 xex  وReL اگر .K  یک پوچساز راست باشد آنگاه  ReKlR  کهe  یک خودتوان

است. اما در این صورت     ReKlrK RR  1 .■ 

 آنگاهباشد  PWPیک حلقه  R که اگر یممی ده نشاناز آن  و نتایج قبل 4-8با استفاده از قضیه      

ماتریسی مثلثی تعمیم یافته کامل  بنابراین یک نمایش ست وا PWPنیز  Rاز توسیع های بسیاری 

نتیجه می  (9)8-8یک حلقه اول است. به علاوه از قضیه  ، iR،  آن روی قطر اصلی هر حلقه دارند که

می تواند برای تعیین نمایش ماتریسی  Rلثی چپ های مث که یک مجموعه کامل از خودتوان گیریم

چپ است و  PPهر حلقه موروثی چپ ، به کار رود.   Rتوسیع های  برایمثلثی تعمیم یافته کامل 

اشد آنگاه یک حلقه بئر است. اگر هیچ مجموعه نامتناهی از خودتوان های دو به دو متعامد نداشته ب

 بتداییخودتوان های ا یک مجموعه کامل از که یشبه بئر های شامل حلقه PWP حلقه های کلام

راست نیم کامل )بنابراین حلقه های  PP حلقه هر ٬ PWD ر حلقهه همچنین. دارند می باشد

حلقه نوتری  رراست نوتری راست )بنابراین ه PPحلقه  رو ه ((7-8موروثی )طبق قضیه  یبتدایا

 است.  PWPنیز  ((7-8)طبق قضیه  راست موروثیراست 
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فرض کنید  لم : 5-7 nee باشد به طوری کپه  Rیک مجموعه از خودتوان های متعامد حلقه  1,...,

1...1  nee  در این صورت شرایط زیر معادلند . 

kjji( اگر 8) yexee Re  برای تعدادیRyx ,  و تعدادیnkji  jiآنگپاه  ،1,, xee  یپا

kj yee. 

yxe( اگر 9) jj Re  برای تعدادیRyx ,  و تعدادیnj 1 ،  آنگاهjxe  یاye j. 

LKe(  اگر 8) j  برای برخی ایده ال هایK  وL  ازR  و برخیnj 1 ،  آنگاهjKe  یپا

Le j. 

yxe( فپپرض کنیپد 9) ←( 8)  برهااان : jj Re اگپپر بپپرای هپپر .ni ,...,1 ، ji xee  آنگپپاه

  jij xeexe1 در نتیجه .jxe  و لذا برهان کامل اسپت. پپس فپرض کنیپد بپرای برخپی

 nm ,...,1  ،jm xee لپپپپپذا بپپپپپرای هپپپپپر .nk ,...,1  داریپپپپپمkj yee بنپپپپپابراین .

  yeyeeye
jjij   1. 

LKe ( فرض کنید 8) ←( 9) j  وLe j فرض کنید .Ly  باشد به طوری کهye j لذا .

Kx  ،yxeبرای هر  jj Re لذا برای هر .Kx  ،jxeراین . بنابjKe . 

kjji( فپپرض کنیپپد 8) ←( 8) yexee Re از اینکپپه .ReRe jjj Re  نتیجپپه مپپی گیپپریم

    RyeeRxe kjjji ReRe لذا .Rxe jiRe  یاRyekjRe چون .R  یکدار است بنابراین

ji xee  یاkj yee .■ 

یپک مجموعپه کامپل از خودتپوان هپای مثلثپی چپپ داشپته باشپد و  Rفرض کنیپد قضیه :  5-8

  nRT dim در ای ن صورت شرایط زیر معادلند . 

(8 )R .یک حلقه شبه بئر است 

ی هر مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ مانند ( برا9) nbb kjji، اگپر  1,..., ybRbxbb 

Ryxبرای برخی   ,  و تعدادیnkji  jiآنگاه  ،1,, xbb  یاkj ybb. 
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ان های مثلثی چپ مانند ( یک مجموعه کامل از خودتو8) ncc وجود دارد به طپوری کپه اگپر   1,...,

kjji ycRcxcc   بپپپرای برخپپپیRyx ,  و تعپپپدادیnkji  jiآنگپپپاه  ،1,, xcc  یپپپا

kj ycc . 

ان های مثلثی چپ مانند ( برای هر مجموعه کامل از خودتو4) nbb yRbxb، اگر  1,..., jj  بپرای

Ryxتعدادی  ,  و تعدادیnj 1 ،  آنگاهjxb  یاyb j. 

نپد ( برای هر مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپپ مان8) nbb LKb، اگپر  1,..., j  بپرای

njو برخی  Rاز  Lو  Kبرخی ایده ال های  1 ،  آنگاهjKb  یاLb j. 

( فپپپپرض کنیپپپپد 9) ←( 8) برهااااان :  fRRxbbr jiR   کپپپپه در آن RSf l  پپپپپس .

 jjljj RbbSfbb  چون . nbb یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثپی چپپ اسپت لپذا  1,...,

   jjjl bRbbS , در نتیجپپپه .jj fbb  یپپپاjjj bfbb  اگپپپر .jj fbb  انگپپپاه چپپپون

  fRRxbbrybb jiRkj   لپپپپپپپپپپپپذا داریپپپپپپپپپپپپمkjkj ybfbybb  بنپپپپپپپپپپپپابراین .

 kjjkjjkj ybfbbybbbybb از سوی دیگر اگر .jjj bfbb   آنگاه چونfxbb ji  نتیجه

jijjiمی گیریم که  xbbfbxbb . 

یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی دارد لذا تیجه مورد نظر فورا بدسپت  R( چون 8) ←( 9)

 می آید.

 ( با یک محاسبه بدست می آید.8) ←( 8)

 ■( با استفاده از لم قبل نتیجه مورد نظر بدست می آید. 8) ↔( 4) ↔( 9)

یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی داشته باشد. در این صپورت  Rفرض کنید  قضیه : 5-9

 داریم 

(8 )R .یک حلقه شبه بئر است 
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( برای هر مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی مانند 9) nee kjji، اگر  1,..., yexee Re  برای

Ryxبرخی   ,  و تعدادیnkji  ji، آنگاه 1,, xee  یاkj yee. 

( یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی ماننپد 8) mff وجپود دارد بپه طپوری کپه اگپر   1,...,

kjji yfRfxff   بپپپرای برخپپپیRyx ,  تعپپپدادی وmkji  jiآنگپپپاه  ،1,, xff  یپپپا

kj yff . 

( برای هر مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی ماننپد 4) pgg yRgxg، اگپر  1,..., jj  بپرای

Ryxتعدادی  ,  و تعدادیpj 1 ،  آنگاهjxg  یاyg j. 

( برای هر مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی مانند 8) pgg LKg، اگر  1,..., j  برای برخپی

pjو برخی  Rاز  Lو  Kایده ال های  1 ،  آنگاهjKg  یاLg j. 

برای خودتوان  برهان : RSf l  و خودتوان ناصفرe  داریپم ReeSefe l بپویژه اگپر .e  یپک

خودتوان اولیه باشد آنگاه    eeSl ,Re   و این نتیجه می دهد کهefe  یاeefe با استفاده .

 ■از بحثی شبیه قضیه قبل برهان کامل می شود. 

 یک حلقه شبه بئر است. PWDهر حلقه نتیجه :  5-10

 یک نتیجه مستقیم از قضیه قبل است. ن :برها

باشد و  PWDیک حلقه  Rفرض کنید  لم: 5-11   RSRSe rl   در این صورت .Ree 

 است. PWDنیز یک حلقه 

 و PWDیک حلقه  Rفرض کنید  اثبات: nee یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی  1,...,

R  باشد. چون RSe l  لذا برای هرi  ،eeeee ii   یک خودتوان است. از ابتدایی بودنie  و

ReeReاینکه  ii  نتیجه می شود که eei   یاReeRe ii مجموعه .  nee را دوباره  1,...,

اندیس گذاری می کنیم به طوری که  rJ ,...,1  مجموعه همه اندیس هایی باشد که برای هر

Ji  ،eei.  در نتیجه  eeeeeeee rn  ...... و  11



 

 

 

77 

ReReeReeReeR rr  ......  . بعلاوه11 eeeeee r,...,1  یک مجموعه کامل از خودتوان

نگاشت  است. Ree های ابتدایی حلقه jiee ReRe:   که با ضابطه   ji xeeexe   تعریف

استفاده می کنیم. حال فرض  rrبرای ماتریس های یکه  ijEشود یک یکریختی است. در ادامه از 

کنید    eeeeeeex ji Re  و   eeeeeeey kj Re  به طوری که برای هرrkji  ,,1  ،

xy.  فرض کنید   eeeeaeeeex ji  و   eeeebeeeey kj . پس

      ikkji Ebeaeeyxxy    و لذا   kjji beeaee چون .R  یک حلقهPWD 

. لذا kjbeeیا  jiaeeاست پس   x  یا  y . بنابراینx  یاy  در .

است و  PWDیک حلقه  Reeنتیجه  eeeeee r,...,1  از خودتوان های ابتدایی یک مجموعه کامل

 ■آن است. 

 باشد. در این صورت  PWDیک حلقه  Rفرض کنید نتیجه:  5-12

(8       )
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. مدول راست استjR مدول چپ وiRیک  ijRاول و هر  PWDیک حلقه  iRبه طوری که هر 

(           9بعلاوه       )
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به  jkDیک دامنه و هر  jDکه هر     

 -jDو به عنوان یک  kDیخت با یک ایده ال راست ناصفر در مدول راست یکر -kDعنوان یک 

در  iRیکتاست و حلقه  nاست. عدد صحیح  jDمدول چپ یکریخت با یک ایده ال چپ ناصفر در 

 به فرد است.حد یکریختی منحصر 
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و  PWDیک حلقه  Rفرض کنید برهان:  mee , . . . یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی  1,

در حد  iRو حلقه  یکتاست nعدد صحیح  87-4شبه بئر است لذا طبق قضایای  Rآن باشد. چون 

یک مجموعه کامل از خودتوان های مثلثی چپ مانند  (8)98-4قضیه یکریختی یکتاست. با استفاده از 

 nbb iiiنتیجه می شود که  87-4( از قضیه 8وجود دارد. یکریختی ) 1,..., RbbR   یک حلقه اول

111جه می شود که حلقه های است. از لم قبل نتی RbbR   و   11 11 bRb   نیزPWD  هستند. چون

    112 11 bRbSb l   لم قبل ایجاب می کند که ،    2112222 11 bbRbbRbbR   نیزPWD 

niهر باشد. به همین صورت می توان نشان داد که برای  ,...,1  هرiii RbbR   یک حلقهPWD 

یک مجموعه کامل از خودتوان های ابتدایی مانند  iRاست. در نتیجه برای  
incc وجود دارد به  1,...,

qkjطوری که  ycxcc ه برای هر ایجاب می کند کiRyx ,  ،kj xcc  یاqk ycc .

kijبا  jkD( فورا نتیجه می شود به طوری که 9بنابراین یکریختی ) cRc  برابر است. در نتیجه هرjD 

kijض کنید یک دامنه است. حال فر cRcx بنابراین .jik cRc  به عنوان یکjij cRc- مدول

jikراست یکریخت با ایده ال راست ناصفر  cRxc  ازjij cRc .است ■ 

و  استشبه بئر  Rباشد. در این صورت  Rع های زیر از هر یک از توسی فرض کنید  گزاره: 5-13

  nRT dim  فقط اگر اگر و  و شبه بئر باشد   nT dim. 

(8)  GR که G  یکpu.-.منوئید است  

(9)  XR  کهX جابجایی است.ا یک مجموعه ناتهی از متغیرهای نه لزوم 

(8 )  XR  کهX جابجایی است.ا یک مجموعه ناتهی از متغیرهای نه لزوم 

(4)  1xxR ,                                      . 

(8 )  1xxR ,                          . 

(7)  RMatn. 
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برای حالت  برهان: 1xxR بررسی می کنیم. فرض کنید  , 1 xxRT شبه بئر باشد. نشان می  ,

باشد. خودتوان  Rیک ایده ال از  Iفرض کنید  نیز شبه بئر است. Rدهیم  TSe l  وجود دارد به

 طوری که  eTITrT  از اینکه .Ie  نتیجه می گیریم Ie  و لذا IrRe R  کهe 

 است. eجمله ثابت 

بعکس ، فرض کنید      Irb R پس . ITrb T  و لذاebb  پس .Rebeb   در نتیجه .

  ReIrR  از اینکه . TSe l  نتیجه می گیریمe  یک خودتوان ازR  است. بنابراینR  یک

 حلقه شبه بئر است.

حال برای حالت       XRT   بررسی می کنیم. فرض کنید XRT   شبه بئر باشد. نشان می

شبه بئر است خودتوان  Tباشد. چون  Rیک ایده ال از  Iشبه بئر است. فرض کنید  Rدهیم 

Te  وجود دارد به طوری که  TeTIlT  فرض کنید .e  جمله ثابتe  باشد. لذا ee 
. از 2

نتیجه می شود  eIاینکه  Ie لذا . Ile R بنابراین . IlRe R  . 

فرض کنیم  ،بعکس       Ilb R لذا .  RTeRTIlb T   پس برای برخی .Th  داریم

heb  در نتیجه .heb   کهh  جمله ثابتh  است و لذاReb در نتیجه .  ReIlR .

بنابراین   ReIlR  و در نتیجهR .یک حلقه شبه بئر است 

شبه بئر است اگر و فقط اگر  Rحال نشان می دهیم       RMatn .شبه بئر باشد 

ایده الی از  Iشبه بئر و  Rفرض کنید       RMatn  باشد. می دانیمI  به فرم KMatn  است

در  Iز چپ است. پوچسا Rیک ایده ال از  Kکه  RMatn  یک ایده ال مانندL  به فرم

 PMatn  است کهP  یک ایده ال ازR  وP  پوچساز چپK  درR  است. در نتیجهReP ، 

2ee   و ERMatL n  که ijeE   یک ماتریسnn  است وeeii   و برای هرji   ،

ije بوضوح .E  یک خودتوان از RMatn  .است 

بعکس ، فرض کنید       RMatn  شبه بئر باشد. چون  1111 ERMatE n  شبه بئر است و

  1111 ERMER   لذاR نیز شبه بئر است. 
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 سایر موارد نیز به صورت مشابه اثبات می شوند.     

 4-8هستند لذا طبق گزاره  Rحال چون تمام توسیع های بالا پیوسته مثلثی و سازگار مثلثی با      

  ■ .دارای بعد مثلثی یکسان هستند

فقط  یک حلقه اول است اگر و Rاین صورت  رد. باشد قبلمانند گزاره   فرض کنید نتیجه: 5-14

 حلقه اول باشد.                                       یک اگر 

 .باشدزی اگر شبه بئر و تقلیل یافته نیم مرک فقط یک حلقه اول است اگر و R توجه داریم که برهان:

 ■به دست می آید. قبلاز گزاره  مورد نظر نتیجه لذا

گروهی شبه بئر  جبریک گروه باشد.  Gیک میدان و  Fفرض کنید       GF به طوری  وجود دارد

 که    FTGFT dimdim 1.  بنابراین شرطu.p- قابل  (8)88-8بودن در گزاره  منوئید

 .حذف نیست

 گروه متقارن و 3Sمیدان اعداد مختلط و  C فرض کنید مثال: 5-15 3SC باشد. در  جبر گروهی

این صورت  3SC  ر( است وآرتینی نیم ساده )بنابراین شبه بئیک حلقه    33 SCT dim . 

 است وشبه بئر  Rحلقه  گزاره: 5-16  mRT dim  ،اگر  فقط اگر و RTn  و  شبه بئر باشد

   mnRTT n dim. 

2n ، برای هر  باشد آنگاه شبه بئر Rنشان می دهیم اگر ابتدا  برهان: RTn است. فرض  شبه بئر

ایده الی از  Iکنید  RTn  باشد. زیر مجموعهjjii IEE  را باijI  نشان دهید. فرض کنیدK  پوچساز

. قرار دهید ijKIباشد لذا  Iچپ 
j

iji II هر .ijI  می تواند به طور طبیعی توسط یک ایده

،  jباشد. پس برای هر  Rدر  iIچپ  پوچساز iKتعیین شود. فرض کنید  Rال از 

    iiniiin ERTKERT  است. لذا  ijIپوچساز  1  KKERT iii

i

n  بنابراین اگر .if  یک

باشد آنگاه  iKخودتوان تولید کننده 
i

iii fEf  یک خودتوان تولید کنندهK  است. در نتیجه

2n  ،برای هر  RTn کامل می شود.  89-4است . حال برهان با استفاده از نتیجه  شبه بئر■ 
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و یک حلقه شبه بئر  R فرض کنید قضیه: 5-17 nbbB , . . . ,1  یک مجموعه کامل از خودتوان

یک  B بئر است و شبه آنگاه های زیر باشد  هر یک از توسیع  اگر .آن باشد چپ مثلثی های

،  آن تعیین می کند که هر حلقه روی قطر اصلی  برای تعمیم یافته کامل یماتریسی مثلث نمایش

iR  ، یک حلقه اول است 

(8 ) GR  کهG  یکpu.-.منوئید است 

(9)  XR ه کX جابجایی است.ا یک مجموعه ناتهی از متغیرهای نه لزوم 

(8 )  XR  کهX جابجایی است. ایک مجموعه ناتهی از متغیرهای نه لزوم 

(4)  1xxR , .                                                

(8)   1, xxR.                   

(7)  ;xR  که  یک خودریختی ازR برای هر است به طوری که Bb  ،  bRbR .  

(3)   ;xR  که  یک خود ریختی ازR برای هر است به طوری که Bb  ،  bRbR . 

(1)  RTn .                                                     

(2 ) RMatn. 

 ■است. 87-8و توضیحات برهان گزاره  88-8 ، 4-8،  8-8ی از گزاره هاینتیجه ا برهان:

 را ببینید. 1-8توانید مثال  می (3(و)7حالت های )به عنوان مثال برای      

در زیر مسائلی را مطرح می کنیم که می تواند برای علاقه مندان جالب باشد و می توانند      

 . تحقیقاتی را در این زمینه انجام دهند

 

 

 مسائل باز:
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 ( تعیین همه جبرهای گروهی شبه بئر.8)

 ( تعیین همه جبر های گروهی منظم که شبه بئر اصلی )شبه بئر( هستند.9)

( پیدا نمودن توسیع هایی از حلقه هایی که بعد مثلثی متناهی دارند به طوری که این توسیع ها 8)

 نیز بعد مثلثی متناهی داشته باشند.

 باشند.    PWPکه این توسیع ها نیز  PWPتوسیع های دیگری از حلقه های  ( پیدا نمودن4)
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 فهرست راهنما

 

 واژه نامه فارسی به انگلیسی

 

Ascending chain condition   A.C.C 

A.C.C     A.C.C 

 on ideals   هاروی ایده ال A.C.C 

 on annihilators   هاروی پوچساز A.C.C 

Biregular     دو منظم 

Dimension     بعد 

 triangulating   بعد مثلثی 

Baer     بئر 

Annihilator     پوچساز 

 right   پوچساز چپ 

 left   پوچساز راست 

Extension     توسیع 

 quasi-normalizing   توسیع شبه نرمالگر 

 central   توسیع مرکزی 

 normalizing   یعتوس گرنرمال 

Idempotent     خودتوان 

 primitive   خودتوان اولیه 

 trivial   خودتوان بدیهی 

 orthogonal   خودتوان متعامد 

 triangulating   خودتوان مثلثی 

 central   خودتوان مرکزی 

 semi central   خودتوان نیم مرکزی 

  left خودتوان نیم مرکزی چپ 

  right خودتوان نیم مرکزی راست 

descending chain Condition   D.C.C 

D.C.C     D.C.C 

 on ideals   هاه الروی اید D.C.C 
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 on annihilators   هاروی پوچساز D.C.C 

Quasi-Baer     شبه بئر 

 principal   شبه بئر اصلی 

  left شبه بئر اصلی چپ 

  right شبه بئر اصلی راست 

Quasi-Frobnius     شبه فربنیوم 

Condition     شرط 

 chain   شرط زنجیر 

  ascending شرط زنجیر افزایشی 

  descending شرط زنجیر  کاهشی 

Element     عنصر 

 torsion   عنصر دارتاب 

 nilpotent   عنصر پوچ توان 

 invertible   عنصر وارون پذیر 

 trivial   عنصر همانی 

Theorem     قضیه 

 Hilbert basis   قضیه پایه هیلبرت 

 Connell   قضیه کنل 

 Cohen   قضیه کوهن 

 Maschke   قضیه مشکه 

Hereditary     موروثی 

Nonsingular     نامنفرد 

Semi prime     نیم اول 

Semi primitive     بتدایینیم ا 

Semi simple     نیم ساده 

Semi local     نیم موضعی 

Semi hereditary      موروثینیم 
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 واژه نامه انگلیسی به فارسی

  

A.C.C     افزایشیشرط زنجیر 

A.C.C on annihilators   هاروی پوچساز  

A.C.C on ideals   هاروی ایده ال  

Annihilator     پوچساز 

Baer     بئر 

Biregular     دو منظم 

Block decomposition     یه بلوکیتجز 

Central     مرکزی 

Central idempotent   خودتوان  

Central extension   توسیع  

Cohen     کوهن 

Cohen theorem   قضیه  

Connell     کنل 

Conell theorem   قضیه  

D.C.C     نزولیشرط زنجیر  

D.C.C on annihilators   هاروی پوچساز  

D.C.C on ideals    هاایده الروی  

Dietzmann     دیتزمن 

Dimension     بعد 

Dimension triangulating   مثلثی  

Hereditary     موروثی 

Hilbert basis     پایه هیلبرت 

Hilbert basis theorem   قضیه  

Idempotent     خودتوان 

Idempotent central   مرکزی  

Idempotent triangulating   یمثلث  

Idempotent trivial   بدیهی  

Invertible     وارون پذیر 

Invertible element   عنصر  

Left     چپ 

Left semi central   نیم مرکزی  

Left Semi central idempotent خودتوان   
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Maschke     هشکم 

Maschke theorem   قضیه  

Minimal     مینیمال 

Minimal ideal   ه الاید  

Minimal prime   اول  

Minimal prime ideal ایده ال   

Monoid     منوئیدی 

Monoid ring   حلقه  

Nilpotent     پوچ توان 

Nilpotent element   عنصر  

Nilpotent group   گروه  

Nilpotent ideal   ایده ال  

Nonsingular     غیر منفرد 

Normal     نرمال 

Normal extension   توسیع  

Normal sub group   زیر گروه  

Normalizing     نرمالگر 

Normalizing extension   توسیع  

Orthogonal     متعامد 

Orthogonal idempotents   خودتوان های  

Quasi-Frobenius     شبه فربنیوم 

Quasi-Baer     شبه بئر 

Quasi-normalizing     الگرشبه نرم 

Quasi-normalizing extension   توسیع  

Right     راست 

Right annihilator   پوچساز  

Right semi central   نیم مرکزی  

Right Semi central idempotent خودتوان   

Semi hereditary      موروثینیم 

Semi local     نیم موضعی 

Semi perfect     نیم کامل 

Semi primary     نیم اولیه 

Semi prime     نیم اول 

Semi primitive     بتدایینیم ا 

Semi simple     نیم ساده 

Sub monoid     زیر منوئید 

Sub monoid generated by    باشده تولید  

Sub ring     زیر حلقه 
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Sub ring generated by    باتولید شده  

Torsion     دارتاب 

Torsion element   عنصر  

Torsion free     فارغ از تاب 

Torsion free element   عنصر  

Torsion free group   گروه  

Trivial     بدیهی 

Trivial element   عنصر  

Trivial idempotent   خودتوان  

Von Neumann regular     منظم فون نیومن 
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Abstract 

 

 

In this paper we intruducing the concept of a set of left triangulating idempotents and 

investigate related condition between a ring and various ring extension. These 

idempotents determine a generalized tringular matix representation for a ring. Aslo we 

investigate the class of piecewise prime, PWP, rings which includes all piecewise 

domains (hence all right hereditary rings which are semiprimary or right Noetherian). 

For a PWP ring we determine a large class of ring extensions which have a generalized 

triangular matrix representation for which the diagonal rings are prime.                            

          

 

Keywords: Generalized triangular matrix representation; Ring extension; Centralizing 

extension; Normalizing extension; Quasi normalizing extenion; Piecewise domain; 

Piecewise prime ring; Principally quasi-Baer ring; Quasi-Baer ring; Semi central 

idempotent; Triangulating dimension; Triangulating idempotent; U.p.-monoid ring.        

                                                                                                      

 

                                                                                                             

                                                                         

 

                                          

                                                                         

              

 


