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 سپاس خداوند منان را که توفيق نگارش این پایان نامه را بر ما ارزانی داشت.

ه شایسته است از استاد ارجمند دکتر ميرحيدر جعفری که راهنمایی این پایان نامه را ب

د و در این زمينه راهکارها ، پيشنهادات و انتقادات ایشان بسيار غنی ، کارا و عهده داشتن

 تأثيرگذار بوده و حق بزرگی بر گردن بنده دارند، تشکر و قدردانی نمایم.

همچنين از دکتر ابراهيم هاشمی به خاطر مشاوره های مؤثر ایشان بالاخص در زمينه مقالات 

نمایانگر افق زیبای تحقيقات کاربردی ریاضيات  گروه که-خصوص شيمیه بين رشته ای ب

 مح  است ، بسيار سپاسگزارم .

برحق است مراتب سپاسگزاری خود را نسبت به آقای علی قدرتی فرد ریاست محترم اداره 

برنامه ریزی و بودجه شرکت مخابرات خراسان شمالی که در طی دوره تحصيل از مساعدات 

 بوده ام ، ابراز دارم .و کمکهای ایشان بسيار بهره مند 

در پایان از کليه اساتيد محترم دانشکده ریاضی ، بالاخص دکتر نزاکتی ، ریاست محترم 

، که مرا در طی دوره تحصيل یاری نموده اند  محترم دانشکده و دکتر احمد زیره ، مدیر گروه

 بسيار ممنون و سپاسگزارم.

 

 

 8811 بهمن

 پری پناهی

 

 

 



 و 

د که مطالب مندرج دراین پدایان نامه نتیجه تحقیقات خودش می باشد و در دانشجو تأیید می نمای

 صورت استفاده از نتایج دیگران مرجع آن را ذکر نموده است.

 

 

 

 

 

 

کلیه حقوق مادی مترتب از  نتایج مطالعات ، آزمایشات و نو آوری ناشی از تحقیق موضوع این پایان 

 باشد .نامه متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می 

 

 

 8811 بهمن : ماه و سال                                                                                       
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 چکيده

  Sرا زیرگروه آبلی بزرگ  S در   Aگروه متناهی باشد ، زیرگروه آبلی-pیك  Sفرض کنید 

AA*داشته باشیم،  Sدر  A*گوییم، اگر برای هر زیرگروه آبلی  . 

 داشته باشیم:  Sدر  Q*طور مرکزی بزرگ گوییم، اگر برای هر زیرگروه ه را ب Sدر  Qزیرگروه 

                                            ** QZQQZQ . 

متمم نرمال دوم -pبا قضیه 8691مطالعه روی زیرگروههای آبلی بزرگ و اختلاف روی آنها در سال 

 طور مرکزی بزرگ دارای خواص مشابهی هستند.ه تامپسون آغاز گردید،که زیرگروههای ب

طور مرکزی ه سرمك و دلگادو ، چند خانواده از زیرگروههای شامل زیرگروههای ب 8616در سال 

 عنوان حالت خاص، مورد مطالعه قرار دادند.ه بزرگ را ب

 ،Gحث شمردن برای گروههای متناهی را به بحث اندازه برای گروه متناهی سرمك و دلگادو مفهوم ب

نهایت به نتایج قابل توجه و کاربردهای  عمل می کند، تعمیم دادند. آنها در  Hکه روی گروه متناهی

 بسیار قوی در این زمینه دست یافتند.

-pطور مرکزی بزرگ دره ار آنها را گسترش می دهیم و خواص زیرگروههای بدر این پایان نامه، ک

گروههای متناهی در -pطور مشابه برای ه گروههای متناهی را بدست خواهیم آورد. این برهان ب

 قضیه نقطه ثابت برل در گروههای جبری استفاده می شود.
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 مه. مقد8

را یك زیرگروه آبلی  Sدر  Aگروه متناهی باشد ، زیرگروه آبلی -pیك  S در ابتدا فرض کنید

S ،*AAدر  A*گوییم، اگر برای هر زیرگروه آبلی   Sبزرگ . 

 داشته باشیم:  Sدر  Q*طور مرکزی بزرگ گوییم، اگر برای هر زیرگروه ه را ب Sدر  Qزیرگروه 

                                         .  )( ** QZQQZQ  

 8زیرگروه می نامیم. )اولین بار جاناتان آلپرین-CLطور مرکزی بزرگ را برای سادگی ه زیرگروه ب 

 این تعریف را پیشنهاد کرد.(

 ]89[ 2نرمال دوم تامپسونمتمم -pبا قضیه  8691مطالعه روی زیرگروههای آبلی بزرگ در سال 

و  8سرمك 8616طور مرکزی دارای خواص مشابهی هستند. در سال ه آغاز گردید،که زیرگروههای ب

عنوان حالت ه طور مرکزی بزرگ را به ، چند خانواده از زیرگروههای شامل زیرگروههای ب]8[1دلگادو

رای گروههای متناهی را به خاص، مورد مطالعه قرار دادند. سرمك و دلگادو مفهوم بحث شمردن ب

عمل می کند، تعمیم دادند. آنها بالاخره   H، که روی گروه متناهیGبحث اندازه برای گروه متناهی 

 به نتایج قابل توجه و کاربردهای بسیار قوی در این زمینه دست یافتند. 

،  Sدر Rو  Qطور مرکزی بزرگ ه رای هر دو زیرگروه بسرمك و دلگادو نشان دادند، که ب

QRRQ   وQR طور مرکزی بزرگ در ه یك زیرگروه بS  است. لذاS طور ه ل یك زیرگروه بشام

 می نامیم. CLSفردی است، که آنرا ه ب مرکزی بزرگ ماکسیمال منحصر

در این پایان نامه، کار آنها را گسترش می دهیم، تا به نتایج بهتر و کاربردهای قویتری برسیم. 

همچنین کاربردهای زیرگروه تامپسون،  SJ در ،p-گروه متناهیS،  ،را بدست خواهیم آورد. بویژه

                                                 
8 Jonathan Alperin 

2 J.G.Thompson 

8 A.Chermak 

1 A.delgado 
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شرایط کافی برای اثبات   SSJ  طور مشابه برایه را بدست می آوریم. این برهان بp- گروههای

 فاده می شود.در گروههای جبری است 5متناهی در قضیه نقطه ثابت برل

 Qطور مرکزی بزرگ ه ، نشان می دهیم که برای هر زیرگروه ب 8-2-2، قضیه  2-2در بخش 

QAAQداریم  ، Sدر A و هر زیرگروه آبلی بزرگ Sدر   وQA طور مرکزی بزرگ ه یك زیرگروه ب

است. بنابراین  Sدر  SJS LC   (. و این به ما کمك می کند با محاسبه ای کوتاه 2-2-2)نتیجه

نشان دهیم که  SJS . 

دارای را بررسی می کنیم، که  Sطور مرکزی بزرگ مینیمال ه ، زیرگروههای ب 8در فصل 

( و این زیرگروه 2-8می باشد، )نتیجه   Sگروههای مشتق یكسانی هستند ، لذا یك زیرگروه مشخص 

 ( .9-8)قضیه  نرمال است Gمشتق در

نشان می دهیم، که یك  1-5قضیه و  ]18ص81[ و تامپسون 9ایتووسیله قضیه های قوی ه ب

وسیله ه موجود است، که ب Sطور مرکزی بزرگ مینیمال در ه زیرگروه ب SJ  و هر زیرگروه نرمال

S  1از رده پوچتوانی حداکثرp  نرمال می شود، یعنی   SNSJ G  5و نتیجه  7-1)قضیه-

 فرضهای زیر را در نظر می گیریم. 1-5در قضیه (. 86

  فرضها     5-7

(8 ) S  یكp-. گروه متناهی است 

(2 )Q یك زیرگروه S 1 از رده پوچتوانی حداکثرp . است 

(8 )g  یك عنصرS  است کهQ  را نرمال می کند، یعنی QNg S. 

(1)  خودریختی ای ازQ وسیله مزدوجه است که ب g  القاء می شود. یعنی 

QQ:      به طوریكه gxx 

                                                 
5 Borel 

9 N.Ito 
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(5 )Q عنوان یك حلقه لی در نظر گرفت . به ازای اعداد صحیح ه را می توان بij,  که

pji  داریم: 

            01101  ],[, QQQ
jip  . 

عنوان یك حلقه لی منظم ه ب می تواند Q( نشان می دهد، که 8-9)قضیه  7در اینجا قضیه لازارد

 یك درونریختی خوش تعریف از گروه جمعی خودش باشد . 1طوری که ه باشد، ب

وجود دارد، که هر  د، که با این شرایط، یك نگاشت طور کلی بیان می کنه ، ب 1-5قضیه 

نرمال  gه وسیله بوده و ب Tمی برد، که خیلی شبیه  Qدر  T*را به یك زیرگروه  Qدر  Tزیرگروه 

ماکسیمال باشد، آنگاه  Qتحت یك ترتیب جزئی معینی از زیرگروههای  Tمی شود، علاوه بر این اگر

g بایدT .را نرمال کند 

( در این 1-1( و )8-1عنوان قضایای )ه است، که ب ]1[ج از مرجع این نتایج مبنی بر بعضی نتای

پایان نامه ظاهر می گردند. که این نتایج شبیه کاربردهای قضیه نقطه ثابت برل برای گروههای جبری 

 ( نیز چنین شباهتی دارد.1-5هستند. همچنین قضیه )

 نیاز داریم. Sگروه متناهی  -pزیر را برای   نمادهای

 فرض کنید:

  {A  آبلی است و   SAAaxmSd   

    SRRZRaxmSf  . 

    SRRCRaxmSf S  .1 

   {A  آبلی است و  SdASA  SA  

      SfRZRSR  SF     

      SfRCRSR S 1 S1F 

 S SJA    

                                                 
7 Lazard.  M 
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 SCLSF    

 SSS , 

بنابراین عناصر S A   زیرگروههای آبلی بزرگS  هستند، عناصر SF    طور ه زیرگروههای ب

می باشند و Sمرکزی بزرگ  SJ زیرگروه تامپسون  ]85[، همانند مرجع ،S .نامیده می شود 

که تحت شمول در  Sزیرگروه -CLیك  SF     مینیمال است، یكCL- زیرگروه مینیمالS 

  نامیده می شود.

نشان می دهیم، که (، 1-8-2، )گزاره 2در فصل    SfSf 1  و SF    یك زیرمجموعه

 S1F  .است 

یك عدد اول دلخواه  pهمه گروهها در این پایان نامه متناهی هستند. در سراسر این پایان نامه

 گروه متناهی دلخواه ثابت می باشد.-pیك  Sو  ثابت فرض شده
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 تعاریف مقدماتی  8-8

که در وهها داریم، لذا حائز اهمیت است ما برای شروع مبحث نیاز به مفاهیم اساسی در نظریه گر

 ی مختلفی را معرفی کنیم که در سراسر این پایان نامه استفاده می شود.ها دا تعاریف و قراردادابت

 یك گروه متناهی دلخواه باشد. Gفرض کنیم 

ودریختی گوییم اگر مرتبه اش فقط بر خرا  Gاز گروه  : خودریختی تعریف   8-8-8

قابل قسمت باشد و اعضای مجموعه   خودریختی گوییم اگر مرتبه اش برهیچ عضو مجموعه 

 قابل قسمت نباشد.

 فقط بر اعداد مجموعه  xعنصر گوییم اگر -را یك  Gدر  xعنصر تعریف :   8-8-2

قابل  اعداد مجموعه فقط بر  Gگروه نامیم اگر -را  Gطور مشابه گروه ه قابل قسمت باشد و ب

قسمت باشد. همچنین  G  مجموعه اعداد اول بخش کنندهG .را نشان می دهد 

تعریف :  8-8-8 GO فرد ه ب بزرگترین زیرگروه نرمال منحصرG می دهد، که  را نشان

اجتماع تمام زیرگروه تولید شده توسط است و  بخش پذیر مرتبه آن فقط بر اعداد مجموعه 

 می باشد. با این خاصیت Gزیرگروههای نرمال 

تعریف :  8-8-4 GO  فرد ه ب منحصرکوچكترین زیرگروه نرمالH  درG        را نشان

بخش پذیر باشد و اشتراک تمام   فقط بر اعداد مجموعه HGطوریكه مرتبه ه می دهد، ب

 ر دارای این خاصیت باشد.كه گروه خارج قسمت متناظاست به طوری Gزیرگروههای نرمال 

تعریف :   8-8-5 GOp '،p1چنبره G  ،بزرگترین زیرگروه  به عبارتینامیده می شود

 اول است.  pکه مرتبه آن نسبت به Gفرد ه ب منحصرنرمال 

                                                 
1 pCore 
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تعریف :    8-8-6   GOGO 3  چنبرهG  ،بزرگترین زیرگروه  به عبارتینامیده می شود

 از مرتبه فرد.فرد ه ب منحصرنرمال 

BAH اگراست  Gبخش Hتعریف :    8-8-7   کهGBAوAB , . 

 اگررا نرمال می کند،  K،Hتعریف :   8-8-1 HNK G طور مشابه عنصره و بg ،H 

را نرمال می کند، یعنی  HNg G. 

 Gتحت تمام خودریختی های  Hگوییم اگر Gرا زیرگروه مشخص  H: تعریف    8-8-9

 ثابت است.

كه هیچ ه طوریاست بیك زیرگروه سره  Gدر گروه  Hزیرگروه ماکسیمال تعریف :   2-8-81

 نباشد. Hاکیداً شامل  Kزیرگروه سره دیگری مانند 

 می نامیم. G 6را  توان Gکوچكترین مضرب مشترک مرتبه های عناصرتعریف :   8-8-88

شامل دو کلاس می باشد یكی اشیاء و دیگری  Cمانند یك کاتگوری :  81ریختی  8-8-82

( و دیگری هم دامنه )مقصد(. اگر أریختی ها. روی هر ریختی دو عمل وجود دارد یكی دامنه )مبد

YXشد، می نویسیم با Yو هم دامنه  Xدارای دامنه fریختی  لذا یك ریختی عبارتست از یك .

 پیكان از دامنه به هم دامنه اش.

تابع یك عمل می کند در صورتیكه  )از چپ(  Xممجموعه روی  Gگروه : تعریف   8-8-88

XGاز  مانند *   به X  صدق کندشرایط زیر  داشته باشد که درکه وجود: 

X   ،در  xو Gدر  ,hg( برای هر 8)   xhgxgh ...  . 

X   ،xxدر  x( برای هر 2) .1 . 

 عمل می کند. Hبا عمل تزویج روی Gآنگاه  GHبه ویژه اگر 

                                                 
6 Exponent 

86 Morfism 
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GGfعبارتست از یك همریختی  Gیك درونریختی گروهتعریف :    8-8-84 :. 

 را : Xروی  Gیك مجموعه باشد عمل Xیك گروه و Gاگرتعریف :    8-8-85

yxgموجود باشد که  Gدر gعضویك  Xدر ,xyنامیم، اگر برای هر دو عنصر  ( متعدی8 . 

ه موجود باشد، ب Xدر xیك عضو  Gدر hو g)مؤثر( نامیم، اگر برای دو عضو متمایز  ( باوفا2

xhxgكه طوری  طور معادل برای هر ه یا بGge   یكx درX  موجود باشد، کهxxg . 

 Xدر xو تمام عناصر  Gدر hو g) نیم منظم( نامیم، اگر برای هر دو عضو متمایز  ( آزاد8

xhxgداشته باشیم،   طور معادل اگر ه یا بxxg   آنگاهeg . 

 Xدر ,xy)کاملاً متعدی( نامیم، اگر متعدی و آزاد باشد. بعبارتی برای هر دو عنصر  ( منظم4

yxgموجود باشد، که  Gدر  gدقیقاً یك عضو  در این حالت .X  به فضای همگن اصلیG 

 معروف است. 88تورسور-Gیا 

خطی باشد و دارای -G ،Rو عمل Rیك مدول روی حلقه  Xنامیم، اگر نشدنی ( ساده5

 یرمدول ثابت سره ناصفری نباشد . هیچ ز

زنجیری  از  زیرگروههای  تعریف :     8-8-86  ...
 GGG  را سری مشتقG      

حل پذیر است اگر و تنها اگر سری مشتق آن به عضو  Gمی نامیم و بسادگی می توان دید، که 

 .همانی ختم شود

زنجیری از زیرگروههای تعریف :   8-8-87     GGGGGGG  ,,,... 

پوچتوان است اگر و تنها اگر سری  Gمی نامیم، می توان نشان داد که  Gرا سری مرکزی پائینی 

یكی کمتر از تعداد  G کلاسپوچتوان باشد،  Gمرکزی پائینی آن به عضو همانی ختم شود. اگر 

 یك است. کلاسجملات در سری مرکزی پائینی آن می باشد ، لذا یك گروه آبلی، پوچتوان از 

                                                 
88 Torsor-G 
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1210زنجیری از زیرگروههای تعریف  :    8-8-81  nGGGGG را سری نرمال  ...

G تی که برای هر گوییم، درصورi  ،ni1  ،1ii GG  گروههای خارج قسمت .ii GG 1  را

ماکسیمال  زیرگروه نرمال سره iGرا طول آن نامیم. اگر هر  nفاکتورهای سری نرمال و عدد صحیح 

1iG  باشد، سری نرمال را سری ترکیبی و فاکتورهایii GG 1  را فاکتورهای ترکیبی گوییم. در

iiاین حالت  GG 1 جز همانی ندارد، لذا یك گروه ساده است.ه هیچ زیرگروه نرمال سره ب 

 گروه می گوییم. -pرا یك  p تبه توانی از یك عدد اولیك گروه از مرتعریف :    8-8-89

بالا مثلثی به شكل  : گروه ماتریسهای82هایزنبرگ گروه 8-8-21






















b

ca

      

می توانند از حلقه  cو a،b. عناصردر نظر می گیرندمی باشد، که آنرا تحت عمل ضرب ماتریسها 

 جابجایی دلخواه گرفته شوند، اغلب آنها از حلقه اعداد حقیقی یا حلقه اعداد صحیح گرفته می شوند.

عنصر غیر بدیهی :  گروه آبلی مقدماتی یك گروه آبلی متناهی است، که هر  تعریف   8-8-28

 یك عدد اول است. pباشد، که pآن دارای مرتبه

طور متناهی تولید شده، هر گروه آبلی مقدماتی باید به شكل ه بنا به طبقه بندی گروههای آبلی ب

 np  باشد، کهn اغلب ح نامنفی استیك عدد صحی (n را رتبه گروه می نامند) . در

اینجا p گروه دوری از مرتبه ،p  یا بطور معادل اعداد صحیح به همنهشتی (p را نشان )   

 می دهد.

با  G گروه باشد، رتبه-pیك  Gاگر تعریف :    8-8-22 Gm  نشان داده می شود، که

 است. Gرتبه ماکسیمم بین زیرگروههای آبلی مقدماتی

 است اگر،  Bو  Aزیرگروههای حاصلضرب مرکزی  Gتعریف :       8-8-28

                                                 
82 Heisenberg Groups 



 

 11 

 .  BAGوBA , 

، در حالدت اخیدر  مدی نویسدیم  BAو این حاصلضرب مستقیم اسدت اگدر داشدته باشدیم، 

BAG  . 

    تعمیم  Gحاصلضربهای متناهی از زیرگروههای  طور طبیعی بهه این مفاهیم و علامتگذاریها ب

 می یابد.

دو گروه باشند و Bو  Aاگرتعریف :    8-8-24 BAutA:  ك همریختی باشد، ی

 .با عمل زیر یك گروه است  BAآنگاه 

                            .        kkhhkhkhhkhkh h   ,,,, 

 نامیم. می Bو  Aخارجیکه آنرا حاصلضرب نیم مستقیم 

BAXاگر تعریف :    8-8-25   کهXA  1وBA  آنگاهX حاصلضرب نیم مستقیم 

 می گوییم.  A را متمم Bاست ، همچنین  Bو A داخلی

زیرگروه موضعی عبارتست از نرمالساز زیرگروه حل پذیر غیرهمانی. تعریف :    8-8-26

 می باشد. Gسیلو در گروه زیرگروه  -pزیرگروه موضعی، یك نرمال کننده برای یك همچنین

      یم.زیرگروه غیر همانی تعریف می کن-pموضعی را نرمالساز-p، زیرگروه pبرای عدد اول

نرمال کننده  Lموضعی است اگر - GL،pمی گوییم زیرگروه  PNG  باشد، کهP  زیرگروه

 است. pتوانی از عدد اولPو  Pطوری که ه است، ب Gسره 

می باشد، اگر  Gمتمم نرمال-pزیرگروه Gدر Cزیرگروه نرمال تعریف :    8-8-27

pC  و CG  باشد . p توانی از :

 عبارتی اگره ب  GSylP p باشد و GOPG p'  ،می گوییمG دارای یكp- متمم نرمال

 .است
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اگر تعریف :    8-8-21  1GOp كه ، فشرده گوییم در صورتی-p را Gآنگاه  '

    GOGOC ppG .در حالت کلیG ،p- فشرده است اگر GOG p     چنین باشد. '

) توجه کنید که    1GOGO pp ''.) 

از مرتبه  Pگروه مانند -pیك  کلاس واضح است که کلاساز تعریف تعریف :    8-8-29

np حداکثر ،n  است و اگر تساوی برقرار باشد، می گوییمP  سیمال است.ماک کلاساز 

از  Gآبلی مقدماتی باشد یا  Gاست اگر یا  88، خاصGگروه -pیك تعریف :    8-8-81

بوده و  2 کلاس   GZGG   آبلی مقدماتی باشد. توجه کنید که در هر مورد GG  

 است. 2یا  8 کلاسدارای  Gو 

pGخاص ناآبلی بوده و  Gنامیم اگر  81را فوق العاده خاص Gبعلاوه گروه    بعبارتی .

pGه و بود 2 کلاسدارای   Gاگر . 

و  89کامل Gگوییم اگر  85را شبه ساده G:   تعریف   8-8-88 GZG .ساده باشد 

:  اگر  مثال   8-8-82 qLSG ,2  کهq  فرد است وq  آنگاهG  شبه ساده است اما

ساده نیست. GZ  وسیله ه است و ب 2از مرتبه
















تولید می شود. )   ,SL  حل پذیر

 است اما این کافی نیست(.

یك حاصلضرب مرکزی از گروههای  Gگوییم اگر یا  87نیم ساده را Gتعریف :    8-8-88

دقیقاً مجموعه  Gنیم ساده باشد، عاملهای شبه ساده  G. اگر Gشبه ساده باشد یا 

                                                 
88 Special 

81 Special -Extra 

85 Quasisimple 

89 Perfect 

87 Semisimple 
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نامیده  Gمؤلفه های و  هستند که نسبت به حل ناپذیری مینیمال می باشند Gزیرگروههای نرمال 

 می شوند.

را زیرگروه  Gفرد ه ب توان نرمال منحصربزرگترین زیرگروه پوچ : تعریف   8-8-84

  Gتوان نرمال وسط اجتماع تمام زیرگروههای پوچ، که زیرگروه تولید شده تگوییم  G 81فیتینگ

با  آنرا می باشد و GF .نشان می دهیم 

گوییم که یكی  Gرا زیرگروه فراتینی  Gمقطع زیرگروههای ماکسیمال  : تعریف   8-85- 8

می باشد و با  Gای مشخص مهم از زیرگروهه G  نشان می دهیم .همچنین GG  را گروه

 می نامیم. Gفاکتور فراتینی 

 تعریف می کنیم: Gدر  Bو  Aبرای زیرمجموعه های دلخواه : تعریف   8-86- 8

 . BbAababAB   ,1 

GGرا کامل گوییم اگر  G : تعریف   8-87- 8  وهمواره داریم   GchGGG ,. 

بخش  Gکه بر  pبالاترین توان عدد اول p ،pGرای هر عدد اولب  : تعریف  8-81- 8

 پذیر است را نشان می دهد.

 

دارای یك زیرگروه نیم ساده نرمال ماکسیمال  Gگروه متناهی تعریف :    8-8-89

گوییم و با  G 86منحصربفرد است، که آنرا لایه GL  ،نمایش می دهیم. بنا به تعریف GL  با

 GF .جابجا می شود 

 صورت زیر تعریف می کنیم:ه را ب Gگروه فیتینگ تعمیم یافته زیرتعریف :    8-8-41

     GFGLGF *. 

                                                 
81 Fiting Subgroup 

86 Layer 
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سیلو زیرگروه  -pیك  Pیك عدد اول، pیك گروه باشد، Gفرض کنیدتعریف :    8-8-48

G  وk  عدد صحیح مثبتی باشد که Pmk  :آنگاه تعریف می کنیم 

      kQmPQQNG GkP  ,,. 

 GkP ,  راp-چنبرهk- تولیدشدهG  می نامیم. اگرp  از چنبرهk-شده صحبت  یدتول

 می کنیم.

را که با  Gیك عدد اول، رتبه نرمال   pگروه باشد و-pیك  Gاگر تعریف :    8-8-42

 Gn ه نرمال آبلی در نمایش می دهیم عبارتست از رتبه ماکسیمم یك زیرگروGوضوح ه ، که ب

   GmGn  . 

گوییم اگر   pرا از نوع مشخصه Gگروه تعریف :    8-8-48 HF*  برای هر زیرگروهp-

 گروه باشد.-pیك  G در Hموضعی 

که عناصرش جایگشتهای  Gگروه جایگشت عبارتست از یك گروهتعریف :    8-8-44

صورت ه می باشد و اغلب آنرا ب Gهستند و عمل گروه ترکیب جایگشتها در  Mمجموعه GM , 

 نشان می دهند.

 Sعمل می کند را روی  Sکه روی مجموعه  Gیك گروه جایگشت تعریف :    8-8-45

ssانتقالی گوییم، در صورتیكه برای  ,  درS  یكx  درG طوری که ه موجود باشد ب  'sxs  . 

انتقالی مضاعف گوییم، در صورتیكه برای هر مجموعه از جفتهای  21 ss و  , 21 ss  که  ,

212121  issss طوریكهه موجود باشد ب Gدر  xعنصر  ',,  ii sxsi  ,21 . 

 صورت مشابه تعریف می شود.ه تایی ب-nطور کلی ه و انتقالی سه تایی و ب

عمل می کند، عدد صحیح  Sکه روی مجموعه  Gدر هرگروه جایگشت تعریف :    8-8-46

S  را درجهG .می نامیم 
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: گروه فروبنیوس یك گروه جایگشت انتقالی  21تعریف گروه فروبنيوس   8-8-47

بیش از یك نقطه را ثابت  كه هیچ عنصر غیرهمانیه طوری)متعدی( روی یك مجموعه متناهی است، ب

 نگه ندارد و عنصری غیربدیهی موجود باشد که یك نقطه را ثابت نگه دارد.

را ثابت نگه می دارد را متمم  Xاز یك گروه فروبنیوس که یك نقطه از مجموعه  Hزیرگروه 

عبارتی آن ه مزدوج نیستند )ب Hمه عناصری که با فروبنیوس می نامیم. عنصر همانی همراه با ه

از مرتبه  Gدر  Kعناصری که هیچ علامتی را ثابت نگه نمی دارند( تشكیل یك زیرگروه نرمال 

HG: امیم. لذا گروه فروبنیوس را می دهند، که آنرا هسته فروبنیوس می نG  حاصلضرب نیم

 است. Hو  Kمستقیم 

را هاسدورف گوییم اگر برای  Xفضای توپولوژیك تعریف فضای هاسدورف :     8-8-41

12هر  xx 21که  , xx   1همسایگی هایU  از


x  و


U  2ازx  موجود باشند، که21 UU  . 

د، یك جداساز یك فضای توپولوژیك باش Xفرض کنیم تعریف فضای همبند :    8-8-49

 باشد. Xعبارتست از دو مجموعه باز ناتهی و مجزا از هم که اجتماع آنها برابر  Xاز 

را ناهمبند گوییم اگر برای آن چنین جداسازی موجود باشد، در غیر این  Xتوپولوژیك فضای 

 وییم.را همبند گ Xصورت 

گردایه  تعریف فضای فشرده :   8-8-51  IV   از زیرمجموعه هایX  را یك

نامیم اگر  Xپوشش برای فضای 



VX

I




اگر برای هر . ,V  درX گردایه باز باشد ، V 

 گوییم. Xرا یك پوشش باز برای 

حاوی یك زیر پوشش متناهی  Xرا فشرده گوییم هرگاه هر پوشش باز از  X توپولوژیك فضای

 باشد.

                                                 
26 Frobenius group 
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عبارتست از، یك فضای  Gولوژیك : یك گروه توپ تعریف گروه توپولوژیك   8-8-58

كه عمل دوتایی گروه یعنی ه طوریتوپولوژیك و یك گروه. ب  yxyxGGG ,:  و تابع

1وارون گروه یعنی  xxGG :  توابعی پیوسته باشند. در اینجاGG  با استفاده از

 همانند یك فضای توپولوژیك می باشد.توپولوژی ضربی 

گروه فشرده ، همبند ، هاسدورف وگسسته گروهی است که توپولوژی تعریف :    8-8-52

 وابسته به آن بترتیب فشرده ، همبند ، هاسدورف وگسسته باشد.

ت یك نگاش Vیك فرم دو خطی روی فضای برداری  تعریف فرم دو خطی  :   8-8-58

FVVدو خطی   می باشد کهF  میدان اسكالر است. یعنی یك فرم دو خطی تابع

FVVB : .است که در هر مؤلفه به تفكیك زیر خطی است 

8 )     vuBvuBvuuB ,,, . 

2 )     vuBvuBvvuB  ,,,. 

8 )     vuBvuBvuB ,,,  . 

FVVBفرم دو خطی  :  انعكاسی است اگر 

  .      vwBwvB ,, 

داشته باشیم، Vvرا متناوب نامیم اگر برای هر  Bفرم دو خطی  vvB ,. 

Vvuاگربرای تمام ,  ،داشته باشیم   uvBvuB ,,  آنگاه B .متقارن است 

B را نامنفرد نامیم اگر برای تمامVv  عبارت  vuB ه . بu، نتیجه دهد که ,

یك فرم دو خطی  Uبه B( است اگر تحدید Bنامنفرد )نسبت به Vدر Uطورمشابه زیرفضای

 باشد. Uنامنفرد روی
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 28هاسدورف -کامبل –فرمول بيکر    8-8-54

   هاسدورف ، معادله زیر  -کامبل -در جبر لی، فرمول بیكر  Zدر گروه لی و  Yو Xبرای هر

 جا نمی شوند .ه ب با هم جا Yو Xمی باشد. که 

 YX eeLogZ.  

عنوان یك عنصر ه وسیله بیان لگاریتم ضرب دو عنصر گروه لی، به این معادله، گروههای لی را ب

 جبر لی در مختصات متعارف به جبرهای لی پیوند می زند.

       21و فلیكس هاسدورف 28، جان ادوارد کامبل 22این فرمول مشهور به هنری فردریك بیكر 

ملاحظه قرار گرفت، سپس ( جهت چاپ و انتشار مورد 8167وسیله کامبل ) ه می باشد ، که در ابتدا ب

طور هندسی اسلوب ه ( شرح داده شد و ب8662( و بیكر )8166) 25ره وسیله هنری پوینكااستادانه ب

 ( به اتحاد ژاکوبی پیوند داده شد. 8669وسیله هاسدورف )ه بندی گردید. و در نهایت ب

العه جبر لی یك ساختار جبری است، که استفاده اصلی آن در مطجبر لی :    8-8-55

موضوعات هندسی مانند گروههای لی و منیفلدهای تشخیص پذیر می باشد. مطالعه جبرهای لی، 

 مفهوم تبدیلات بینهایت کوچك را مطرح نمود.

طوریكه در متون قدیمی ه مطرح گردید، ب 8686در سال  29توسط هرمن ویل "جبر لی" واژه

 شد.استفاده می   " 27گروه بینهایت کوچك "برای آن از عبارت 

 Fمیدان  روی Vیك میدان است. یعنی یك فضای برداری  رویجبر لی یك نوع جبر  تعریف:

همراه با عمل دوتایی  , طوریكه ه می باشد ب   VVV :, . 

 , یم، که قواعد زیر برایش برقرار است:را براکت لی می نام 

                                                 
21 Hausdorff formula–Campbell–Baker 
22 Henry Frederick Baker 
23 John Edward Campbell 
24 Felix Hausdorff 
25 Henri Poincaré 
26 Hermann Weyl 
27 nfinitesimal groupI 

http://en.wikipedia.org/wiki/Henry_Frederick_Baker
http://en.wikipedia.org/wiki/John_Edward_Campbell
http://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Hausdorff
http://en.wikipedia.org/wiki/Henri_PoincarÃ©
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 خاصیت دو خطی -8

           yzbxzaybxazzybzxazybxa ,,,,,,,  

 .Vدر  zو  x  ،yو عناصر  Fدر  bو  aبرای اسكالرهای 

 Vخاصیت تناوبی روی  -2

  .  xx  Vدر  xبرای هر   ,

در  ,xyبرای هر  جایی یا متقارن کج را نتیجه می دهد. یعنی ،ه ب که این رابطه خاصیت ضد جا

V  ،داریم   xyyx ,, . 

می تواند یك جبر لی  با عمل ضرب  Aهر جبر شرکت پذیر  AL  .ایجاد نمایدد AL ه بد

است. براکت لی دو عنصر از  Aعنوان یك فضای برداری شبیه  AL وسیله جابجاگرشدان در ه بA 

می شود ، یعنی   تعریف  abbaba ,. 

، اتحاد ژاکوبی جابجاگر در Aدر  خاصیت شرکت پذیری عمل ضرب  AL  .را نتیجه می دهد

، جبر لی خطی عمومی Fمیدان  روی nnویژه جبر شرکت پذیر از ماتریسهای ه ب FLG n  را

 ایجاد می نماید.

 همریختی ها، زیرجبرها و ایده آلها در جبر لی

ی یك عمل شرکت پذیر نیست، یعنی در حالت کلی براکت ل  zyx لزوماً با  ,,  zyx ,, 

مساوی نیست ، با این حال بسیاری از اصطلاحاتی که به تئوری حلقه ها یا جبرهای شرکت پذیر 

 کار گرفته شده اند.ه تعمیم یافته است، معمولاً در جبرهای لی ب

VWزیرفضای    که تحت براکت لی بسته است را یك زیرجبر لی می نامیم، اگر برای

شرط قوی  VIزیرفضای   IIV ,  ،برقرار باشدI  را یك ایده آل در جبر لیV  .می نامیم 

 هیچ ایده آلی نداشته باشد را ساده نامیم.یك جبر لی جابجایی غیرصفر که 

یك میدان واحد( عبارتست از یك نگاشت خطی که با  روییك همریختی بین دو جبر لی، )

 جابجاگرها همساز می باشد. یعنی 



 

 19 

Vyx  ,,               yfxfyxfVVf ,,,: .  

 هسته های همریختی ها هستند. همچنین در تئوری حلقه های شرکت پذیر، ایده آلها دقیقاًٌ 

را ایجاد می کنند و اولین قضیه  IVدر آن جبر خارج قسمت  Iو ایده آل  Vجبر لی

 یكریختی برای جبرهای لی برقرار است.

 لدهایجبر هایزنبرگ  یك جبر لی سه بعدی با مومثال :    8-8-56







































































zyx ,, 

طوری که :            ه است ب        zyzxzyx ,,,,, 

 بالا مثلثی را نشان می دهد. که دقیقاً فضای ماتریسهای 

 در کتگوری جبرهای لی یك مجموعه Xفرض کنید  تعریف جبرلی آزاد :    8-8-57

LXi باشد و :  از  تابعیكX  به توی جبر لیL  باشد. جبر لیL  را رویX  آزاد گوییم اگر

AXfبا نگاشت  Aبرای هر جبر لی  :فرد ه ب ختی جبر لی منحصر، ریALg :  موجود باشد

iogf داشته باشیم :           ه طوریكهب . 

را منظم گوییم اگر، هر یك از  Gگروه متناهی -p:  گروه منظم-pتعریف    8-8-51

 ر باشد:شرایط معادل زیر برقرا

ab( برای هر 8 G ،GHدر  ,    وbaH , عنصر ،c درH  كه ه طوریموجود باشد، ب

  pppp cbaba ..  . 

ab( برای هر 2 G ،GHدر  ,   وbaH , عناصر ،ic درH   ،كهه طوریبموجود باشند

    p
k

pppp ccbaba ..... 1 . 

ab( برای هر 8 n ،GHعدد صحیح مثبت  و هر Gدر  ,    وbaH , عناصر  ،ic درH  

كه ه طوریبموجود باشد،   q
k

qqqq ccbaba ..... 1  کهnpq. 



 

 21 

گروه پرومتناهی گروه توپولوژی هاسدورف فشرده :  21متناهیپروگروه تعریف    8-8-59

عبارتی هر ه است که زیرگروههای باز آن، برای همسایگی های همانی تشكیل یك پایه دهند، یا ب

 ، شامل یك زیرگروه باز باشد.  8مجموعه باز شامل 

گروه پرومتناهی یك گروه توپولوژی کاملاً همبند ، فشرده و هاسدورف است، یعنی یك گروه 

 توپولوژی که یك فضای استون است. 

 ( گروههای متناهی، پرومتناهی اند اگر توپولوژی آنها گسسته باشد.8مثال :    8-8-61

 ( گروه گسسته پرومتناهی است اگر متناهی باشد.2

  Gیك گروه پرومتناهی ( pگروه ) برای عدد اول-pپروگروه : - pتعریف پرو    8-8-68

 -pیك NGگروه خارجی قسمتی  GNطوری که برای هر زیرگروه نرمال باز ه می باشد، ب

 گروه باشد.

اید از اندیس متناهی توجه کنید که گروههای پرومتناهی فشرده هستند. لذا زیرگروه باز آن ب

 طوریكه گروه خارج قسمتی گسسته، متناهی است.ه باشد، ب

 گروه است.-pگروه متناهی یك پرو-pهرمثال :    8-8-62

ترین مباحث  مهمآپ یكی از قابل توجه و -پوشینگ:  29آپ-پوشينگ تعریف   8-8-68

فشرده را نمایش می دهد. و غالباً -pضعی است، که مسائل رده بندی گروههایدر قضایای آنالیز مو

 می باشد. 2پایه ای برای طبقه بندی گروههای ساده از نوع مشخصه 

محدود می کنیم، اما با این وجود تمام مسائل می توانند برای  2در اینجا خود را به عدد اول 

 دلخواه فرمول بندی شوند. pفشرده به ازای هر-pگروههای

فشرده با -G ،2موضعی -2را در نظر می گیریم. بنابراین هر زیرگروه  2از نوع مشخصه  Gگروه 

 چنبره بدیهی است.
                                                 

28 Profinite group 
29 up–ushing P 
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 رت زیر بیان شود:صوه آپ اصلی می تواند ب-مسئله پوشینگ 

 Gسیلو زیرگروه -2باشد که شامل  Gموضعی -2یك زیرگروه  Hاگر 

 G در Hموضعی -2مشمول در یك زیرگروه  Hنیست، تحت چه شرایطی 

 Hزیرگروهها دارای مرتبه بزرگتری نسبت به مرتبه  سیلو-2است. در حالیكه

                                                                              هستند؟ 

فرض کنید  HSylT


  وT  را به GSylS


 طوریكه ه بسط دهید بST   لذا لازم است

 بپرسیم :

 وجود دارد که : Tدر  Rآیا زیرگروه غیر بدیهی 

HR )الف(  . 

 )ب(  TRNS                             .                                                        (8-2) 

قرار می دهیم  RNH G توجه کنید که .  TTNS  طوریكه اگر ه بTchR  آنگاه

    TTNRN SS . 

 بدیل می شود:( به مسئله زیر ت2-8لذا برای زیرگروه مشخص ، عبارت )

 (8-8نرمال باشد؟                ) Hوجود دارد که در  Tدر  Rآیا زیرگروه مشخص غیر بدیهی 

 صورت دیگری عنوان می شود:ه آپ اغلب در جملات منفی ب-مسئله پوشینگ

نباشد که در  Rدارای هیچ زیرگروه  Tباید تحمیل شود، اگر  Hچه محدودیتهایی روی ساختار 

 ( صدق کند؟2-8( یا )8-8عبارات )

 صورت زیر تغییر می دهیم:ه ( را ب8-8اکنون عبارت )

سیلو زیرگروه -2دارای یك  Gموضعی در -2زیرگروه دو  Kو  Hاگر 

 Gموضعی واحد در -2باشند، تحت چه شرایطی یك زیرگروه  Tمشترک 

 Tدر  Rوه غیر بدیهی ویژه چه موقع زیرگره وجود دارد؟ ب Kو  Hشامل 

 نرمال باشد؟       Kو هم در  Hوجود دارد که هم در 

(8-8)  

(8-1) 
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به عنوان مثال : فرض کنید  GSylS


  وS  ضعی ماکسیمال مو-2مشمول در یك زیرگروه

 باشد. Gدر  Mفرد ه ب منحصر

آیا می توان ادعا کرد که   MRNG   برای هرSR  طور معادل آیا ه ؟ ب 

(8-5 .                                         )  MGS 
, 

 Gدر  Xموضعی -2( نادرست باشد. لذا بلافاصله می توان یك زیرگروه 5-8رض کنید عبارت )ف

 با شرایط زیر تولید نمود:

MX )الف( . 

)ب( XSylXST


                                                  .                     (8-9) 

THSطوریكه ه باشد، ب Gموضعی -2یك زیرگروه  Hاگر  )ج(   آنگاهMH   .     

  ( صدق 9-8که در ) Xموضعی -2( باید برای وجود زیرگروه 5-8برای پاسخ مثبت دادن به )

 محدود می شود. Xطور مستقیم به ساختار ه می کند به تناقض برسیم. که این شرایط ب

 آپ برای مطالعه گروههای ساده.-بحث فوق اشاره کوتاهی است به مفهوم بنیادی مسئله پوشینگ

 آنگاهگروه آبلی متناهی -pیك  Gاگر  :  تعریف   8-8-64 Gn  مجموعهعبارتست از 

{1
npgGg }. 

 بردیرچند قضيه کا  8-2

است ،  Gمقسوم علیهی از مرتبه  Gدر گروه  Hمرتبه زیرگروه   قضيه )لاگرانژ(.   8-2-8

        Gدر  Hنشان می دهیم و آنرا اندیس  :HGیك عدد صحیح است که با  HGلذا 

 است. Gدر  H تعداد هم مجموعه های راست )یا چپ( :HGمی گوییم. 

 باشند آنگاه  Gزیرگروههای  Yو   Xاگرقضيه.     8-2-2

 .YXYXXYXY   

 زیرگروه باشد. YXاست اگر و تنها اگر  Gیك زیرگروه  XYعلاوه ه ب
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 ، در این صورت داریم: GKباشند و  Gزیرگروههای Kو Hفرض کنید قضيه.    8-2-8

 است. Gزیرگروه  KH)الف(  

)(با  KHK)ب(  HKH  .یكریخت است 

قضیه بعدی، نتیجه ساده ای از قضیه سیلو است که گاهی آنرا استدلال  :81استدلال فراتينی

 فراتینی گویند.

 این قضیه با وجود سادگی اش ، دارای اهمیت بنیادی می باشد.

که  Pو GHاگر  قضيه.   8-2-4 HSylP p آنگاه ، HPNG G . 

واضح است که برهان :  GHPNG  برای .x  درG  چونGH اریم:د 

.HxHxHP xx   

PPxاز طرفی    لذا)(HSylP p
x  ،و بنا به قضیه سیلوxP وسیله عنصر ه بy  درH  با

P  مزدوج است. لذاyx PP  پس .PP yx   و از آنجا PNyx G1  چون ،yyxx )(  

 دلخواه است لذا حكم قضیه نتیجه می شود. xو 

 (88زیرگروه –قضيه )لم سه    8-2-5

 باشند آنگاه داریم: Gزیرگروههای  Lو H ،Kباشند و  Gعناصری از  zو ,xyفرض کنید 

(8 )1111  xzy yxzxzyzyx ],,[],,[],,[. 

(  اگر 2)    11  LKHHLK آنگاه  ,,,,,  1KHL ,,. 

 داریم :برهان: 

yzyxyxzxyxyyyzyxyxyzyx y )()(],[],,[ 1111111111         

yzyxyxzxyx 11111                                                                  

                                                 
31 rattini argumentF 
31 Subgroup Lemma-Three 
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xyxzxaقرار می دهیم،  1      ،yzyxybوzxzyzc 11   . 

دست می آیند، و ه ب aاز   zو ,xyوسیله جایگشت دوری عناصر ه ب cو  bو توجه کنید که

 داریم: 

bazyx 11  ],,[.  

 داریم : zو ,xyهمچنین با جایگشت دوری 

acyxzcbxzy xz 1111   ],,[,],,[.  

چون     1111  accbba. 

 ( برقرار است.8لذا نتیجه می گیریم )

حال فرض کنیم     1 HLKLKH Hxky. آنگاه برای تمام  ,,,,   Lzو  ,

111داریم    ],,[],,[ xzyzyx( داریم :8.  لذا بنا به ) 11  ],,[ yxz. 

اما  KHL ],,[وسیله مجموعه تمام جابجاگرهای به شكل ه ب ,, 1 yxz   و مزدوجهای آن

تولید می شود در نتیجه   1,, KHL. 

 خود ریختی های خودتوان از جبرها  8-8

 فرضها   8-8-8

(8 )n ح مثبت است.یك عدد صحی 

(2 )R طوریكه :ه یك حلقه آرتینی است ب 

nqبرای هر عدد اول  1qالف( 2)   عنصر همانی در  8وارون پذیر است، کهR .می باشد 

 ، یك ایده آل دو طرفه است. Rب(   هر ایده آل راست ماکسیمال 2)

(8 )L  یكR-طور متناهی تولید شده است )لذا دارای یك ه مدول راست بR- سری ترکیبی

 است(.

L ، در Mزیرمدول -Rبرای هر    (1) MC  طول سری ترکیبیM .را نمایش می دهد 
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(5 )   یك خودریختیR- مدولی ازL .است 

(9)  درونریختی ،R- 1مدولی  ازL  است. )یعنی برای هرLx    ،داریم

    xxx  ). 

(7  )0n. 

(1   )  ii
n

i

i  






1

1

11. 

ب( همواره 2جایی یا یك حلقه تقسیم باشد آنگاه شرط )ه ب لقه جایك ح Rتوجه کنید که اگر 

چون  . 0nبرقرار است. همچنین   nn    داریم : ]8[ مرجع با علامتگذاریلذا  01








1

0

n

i

i

i
ExpLog

!
,


.   

برای درونریختی های    گزاره.   8-8-2  ریم :دا ,

  










n

i

i

i
ExpLogxpE

!


.    

  مراجعه شود. ]8[از مرجع  2-8به قضیه  برهان:

باشد و  Rیك متغیر حول  tفرض کنید  توجه: tL مدول ، tRL R حلقه      روی

چندجمله ای  tR  باشد. همواره نشاندن معمولیR  به توی tR  را داریم، و اکنونL وسیله ه را ب

با  Lxیكی کردن  tLx 1  توی tL  .می نشانیم 

در مرکز  uبرای هر عنصر  tR  نگاشت ،   tLtLu : صورت زیر تعریفه را ب       

.    کنیم: می      x
i

u
xuExpx i

n

i

i

u  






1

0
!

)( 

یك درونریختی  uتوجه کنید که  tR- مدولی از tL است که 

 .1  Exp 
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1قرار می دهیم     فرض کنیم .f  عنصر غیرصفری از tL طوریكهه باشد، ب 

.



k

i

i
i tcf



 

Lcccو  kبرای عدد صحیح نامنفی  k ,...,,  ، قرار می دهیم:kcکه  10

  .kfegd      و  kcfc  

فرض کنید  Lاز  Mزیرمدول -Rبرای هر    MStR , زیرمدول از tLه ، تولید شده ب

وسیله عناصر  xMx ,  باشد ، یعنی    MxxxMS  , . 

 قرار می دهیم ،

  .      MSffcM  00  

 است. Lزیرمدول  -Rیك  M*لذا 

-Rیك  Mو علامتگذاری فوق برقرار باشد و 8-8-8ی فرض کنید فرضها قضيه.   8-8-8

 باشد. Lزیرمدول 

 دارای خواص زیر است: Lاز  Mزیرمدول -Rآنگاه  

 ثابت است. تحت  M)الف( 

MMثابت باشد آنگاه  تحت  M)ب( اگر  *. 

دارای طول ترکیبی یكسانی هستند یعنی  Mو  M)ج(    )( *MCMC . 

**داریم،  Mاز    Nزیرمدول-R)د(  برای هر  MN . 

LLLL(  اگر د)ه m  ...


  یك سری افزایشی ازR- زیرمدولهایL باشد که 

miبرای  ,...,,:داریم 

 . 
 ii LL 

 خواهیم داشت: mi1آنگاه برای 

  .ii LMLM  * 
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 ثابت باشد. تحت  Mمگر اینكه  

ثابت باشد، آنگاه  تحت  Mگر قسمت )د( بدیهی است. ا:  8-8-8خلاصه سازی قضيه 

    MMtMMS   لذا )ب( از )ج( نتیجه می شود. ,*

وسیله استقراء روی طول ترکیبی ه قسمت )ج( را ب : )ج(8-8-8 برهان قضيه MC 

وضوح داریم ه ب اثبات می کنیم.  1MC. 

 " نیست Mشامل  X" رابطهرا در نظر می گیریم که تحت  Lدر  Xثابت مدول -Rیك 

روی  درونریختی پوچتوان -Rیك  لذا  n. از طرفی چون XLماکسیمال باشد. آنگاه 

XL  القاء می کند. هسته  غیرصفر است و بنابراین شامل یكR- زیرمدول ساده نشدنی

XX


MX، داریم، X خاصیت ماکسیمال می باشد. بنا به XLدر   


. همچنین 

XXMX 


XXو  


 ساده نشدنی است و 

 .XMX 


 

MXNفرض کنیم    و قرار می دهیمNMc   آنگاهRcNM   وNM  ساده

 همریختی می باشد داریم:-Rیك  نشدنی است. چون 

(8-8-8)                    NStRctRNtRctRMMS    

**وضوح ه ب NM   ، بنا به استقراء . NCNC )(  بنابراین *

(8-8-2 .                )     MCNCNCMC )()( ** 

 است لذا  Lثابت از زیرمدول -Rیك   Xچون 

.      XXNوXXni ii  110 ,...,, 

 بنابراین 

.    




i

itXtRXNS  

XMNهمچنین    وNMc \  پسXc. 
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 یادآور می شویم که

 . 
  i

n

i

i

t
i

c
cc 










!


 

صورت ه برا  fاکنون چندجمله ای دلخواه   gtcf k   کهk  و NSg  در

bcعبارتست از  fدر  ktباشد. آنگاه ضریب  gدر  ktضریب  bمی گیریم. فرض کنید نظر    که

 غیرصفر می باشد چون 

 . Xdmocbc 0 

kfegdلذا   چندجمله ای .

f  را همانند بالا طوری انتخاب می کنیم که  kfegd 


 

 مینیمال باشد. فرض کنید

(8-8-8.            )  



d

i

i
i

k tafوfegdd،tcfg

0

0000  

اکنون   *

0 Mfcad   فرض کنیمda در*N  .قرار بگیرد NSh  را طوری در نظر  

می گیریم که   dahc   و فرض کنیمhegde   اگرed  :قرار می دهیم 

   edked thgtcthff  


*.  

ffدارای شكلی همانند بالاست. )تعریف شده برای  f*آنگاه  ,


 داریم : همچنین( 

  kfegdkfegdوfegdfegd  00
**.  

edمی باشد لذا باید  0fکه برخلاف انتخاب  دست ه . در این حالت نیز تناقضی مشابه ب

 خواهیم آورد اگر قرار دهیم:

.   htgtchtff dedekde  


*

  

 چون 

.          kfegddekdefegddekfegd 
00 

**قرار ندارد، لذا  N*در daاین نشان می دهد که  NM  ( داریم.2-8-2). بنا به رابطه 
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(8-8-1        )      . MCNCMC  )()( ** 

)ج(، باید نشان دهیم که 8-8-2برای کامل کردن برهان قضیه  MCMC )( طور ه یا ب *

**معادل  NM  .ساده نشدنی است 

اکنون 

fk  ( در نظر می گیریم. قرار دهید 8-8-2مانند رابطه )را ه daو  ,

(8-8-5  .            ) NcrRrAوNRaM d  *
1 

cRNMچون    وNM  ، ساده نشدنی استA  یك ایده آل راست ماکسیمال درR  است

در واقع یك   Aب(،2)8-8-8 یكریخت است. بنا به فرض  ARمدول با -Rعنوان یك ه ب NMو 

 م:( داری8-8-8و از رابطه ) Ncr، داریم Arایده آل دوطرفه است، برای 

.     NSrgtcrrfوtrarf k
d

i

i

i 







 

Nrad*این نشان می دهد که یا    یا  *Nrfcrad 


Nrad*. در هر دو مورد   .

NAad*بنابراین  همچنین .da در** \ NM ( ن5-8-8واقع است، رابطه ) تیجه می دهد که

*
NM1  ساده نشدنی است و 

(8-8-9.                             )ArNraRr d  *, 

MM*بنابراین کافیست نشان دهیم که  1. 

0f  را در MS یم در نظر می گیریم.  باید نشان ده fc  1درM       واقع است. از رابطه

 ( داریم:8-8-8)

  .   NShوtRg              ،  hgcf  

 ( داریم:8-8-8از رابطه )

 .  htgggfhtgtctf kkkk  00 

که 

fg, وk ویژه ه همانند بالا هستند. ب NSg 


 . لذا 

(8-8-7.                                    ) NShtgg k ,
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iمجموعی از جملات به شكل  gاکنون 
i tb  است کهib  درR .واقع است 

iمجموعه ای از جملات  1gفرض کنید 
i tb  باشد کهARbi \ اگر وجود داشته باشد، در غیر ،

12و قرار دهید  01gاین صورت فرض کنید  ggg   آنگاه 

 AMSgfhtgggfgftf kk  2002010 ,. 

( داریم، 8-8-8از رابطه )       NStRcMS همچنین .NcAAAR   و ,

  .               NSNStRAcNStAcAMSgf  20 

 ( داریم:7-8-8بنابراین از رابطه )

(8-8-1)                   . NSgggftf k  ** ,10 

توجه کنید که  fctfc k )(. 

)(*یا  01gاگر  gegdgfegd 10 :آنگاه 

 .  1

*)()( MNgctfcfc k   

 که همان مطلوب ماست.

)(* ,01gبنابراین فرض می کنیم  gegdgfegd 10 قرار می دهیم . 1gcr   لذا

ARr \ ( 9-8-8( و )8-8-8. بنا به روابط ،)  dafc 0  و*Nrad  ویژه ه . بrad  هرگاه 

.  *Nragfc d 10 

1Mrad(، 5-8-8بنا به رابطه )  یادآور می شویم که .*)( gegdgfegd 10   لذا بنا به رابطه .

(8-8-1 ، )**)( Ngc  و 

 

 

 













gegdgfegd،NMgcrafcاگر

gegdgfegd،Mratfcاگر

fc

d

d

k

*

10

*

1

*

*

101

)(\)(

)(

 

 

در هر دو حالت   1Mfc  ج( را کامل      8-8-8که همان مطلوب ماست. و این برهان قضیه(

 می نماید.
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 را ثابت می کنیم. 8-8-8( قضیه داکنون قسمتهای )الف( و )ه

یادآور می شویم که  )الف(:8-8-8برهان قضيه  ,,R درونریختی هایL  .هستند

عنوان یك ه ب وسیله تعیین ه ابتدا ب tR درونریختی از tL دامنه ،  را به تمام tL 

وسیله ضرب با هر عنصر ه ب گسترش می دهیم ، لذا  tRویژه با ه ، بtجا می شود.ه ب ، جا 

اکنون تابع مشتق روی  tR  و روی tL  را برای هر




i

i
i taf با فرمول معمول زیر ،

 ی کنیم :تعریف م

 . 




0

11

i

i
i taif 

 داریم: Mxیادآور می شویم که برای 

. 
  i

n

i

i

t
i

x
x 










!


 

 بنابراین 

.  
 

  













n

i

i
i

xt
i

x
x 




!
 

)یعنی   tt ee  


 همچنان که انتظار می رفت(. 

در  fعنصر  MS  را در نظر می گیریم. فرض کنیدfegdd  آنگاهMxLc ij  و  ,

 tRfi    :داریم 

 . 




i

ii

d

j

j
j fxtcf 



 

یك  چون  tR درونریختی است، لذا برای هرi : 

   .         iiiiii fxfxfx


  

 داریم: iبنابراین برای هر 
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(8-8-6 .         )        




 i

ii

i

ii

d

j

j
j fxfxtcf 



  

بنا به خواص مشتق می دانیم،        






iiiiii fxfxfx : لذا داریم . 

(8-8-86 .          )        







i i

iiii gffxfxf  

به طوریكه  MSg. 

)(**برای نشان دادن  MM   کافیست نشان دهیم که**)( MM  . 

)(چون  Exp ،برای اینكار نیاز است که در پاراگراف قبل داشته باشدیم  ،  *Mcd  .

اگر   dc ( داریم: 6-8-8یم چنین نباشد. آنگاه از رابطه )این بدیهی است. پس فرض می کن 

.      fccdfegd d   , 

1بوضوح،  dfegd  چون    dfegdgfegd  ( داریم:86-8-8. از رابطه ) 

     *,)( MgCfCdgegd  . 

 که همان مطلوب ماست.

در اینجا از استقراء روی :  )هی(8-8-8برهان قضيه  LC  .استفاده می کنیم 

00توجه کنید که   0 LMLM  * اکنون عدد صحیح .i  به اندازه کافی بزرگ را طوری

 اختیار می کنیم که :

(8-8-88  .              )jj LMLM،ij  *,...,,  10 

 و  miآنگاه 

(8-8-82    )                   .11   ii LMLM  * 

WNXقرار می دهیم  ،     NNNWوLMN n
i

12
1


   .... 

ثابت هستند و  تحت  Xو  Wآنگاه  XW ( و تعریف1)8-8-8 . از فرض*N  برای

 داریم: Nزیرمدول 
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(8-8-88.       )    XWNNNNN n   ...* 

اکنون 
 iLX  و    ii LLXW   لذا . 

.      WLMWLLMWN iii   1 

 ( داریم:88-8-8آنگاه از رابطه )

WMWLMWN i  ** )( .  

 ثابت است. لذا بنا به قسمتهای )ب( و )د( این قضیه داریم: که تحت 

  WNWNWNWN  ****
 

WNWMWLM i   
**)(


.                     

 وضوح باید تساوی در همه جا برقرار باشد و ه ب

(8-8-81.                                )WNWN  * 

 ( داریم:81-8-8)از 

 WNNWNNWWN  **** )()( .  

بنا به قسمت )ج( این قضیه،   )( *NCNC بنابراین . 

       WNNCWNNCWWNC   ** )( 

             .    WXCWWNC                             

XN(، 88-8-8بنا به رابطه ) *  لذاXWN * :پس داریم 

(8-8-85                 )  .XWN * 

,*چون  NXوW  تحت ( نتیجه می دهد که :85-8-8ثابت هستند، رابطه ) 

      ****** NXNXNNWNNX  . 

 توان است و داریم :پوچ همچنین 

.*NX       و*NX 

 آنگاه بنا به قسمتهای )ب( و )د( داریم:
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  . 
 


  iiii LMLMLMNXNLM  ****   

( ، 82-8-8در نتیجه بنا به رابطه )
   ii LMLM  ( را نتیجه می دهد و د. که این )ه*

 د.کامل می شو 8-8-8برهان قضیه 

 Lدر  Xثابت -زیرمدول -R، برای هر 8-8-8با علامتگذاری قضیه   نتيجه.   8-8-4 

 داریم:

    )( ***
XMCXMCوXMXM  .  

 Lجایی، ه ب یك حلقه جا R، فرض کنید  8-8-8با علامتگذاری قضیه قضيه.     8-8-5

 باشد. Mیك ایده آل  N و  Lیك زیرجبر  L ،Mخودریختی -Rیك  R ، روییك جبر لی 

Myxهمچنین برای هر  , هرگاه ،ij njiاعداد طبیعی باشند که  , ،فرض کنید ، 

  .    0],[ yx ji  

 آنگاه :

 است. Lیك زیرجبر M*)الف( 

)ب(  *** ,],[ NMNM . 

)ج(    )( **
MZMZ . 

 نیز چنین است. M*باشد، آنگاه  kپوچتوان از رده حداکثر  Mیك عدد طبیعی و k)د( اگر

 . *bMآنگاه  Mbو  Rbاگر  (د)ه

كه ه طوریاست ب Lزیرجبر-Rیك  Lدر Nمعمولاً، ایده آل  توجه:  NLN ,. 

ویژه  ه برقرار باشند. ب 8-8-8حال فرض کنیم فرضها و علامتگذاری قضیه   n ,   ، 

 

 

  











1
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1
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xpE،

i
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   x
i

t
x،Lx i

n

i

i

 






1

0
!

. 

برای هر عنصر غیرصفر 



k

i

i
i tcf



. قرار می دهیم، kcکه    fegdkcfC k  ,. 

 فرضها.     8-8-6

(8   ) LnR ,,,,  و  صدق کنند. 8-8-8در فرضهای 

(2 )R جایی و ه ب حلقه جاL  رویجبر لی R .باشد 

(8 )  یك خودریختی جبر لیL .باشد 

(1 )M  یك زیرجبرL روی R .باشد 

Mvu(  برای هر5) , و اعداد طبیعیiوj کهnji    ، داریم ،    ],[ vu ji . 

 ویژه:ه برقرار باشد ب 8-8-8و علامتگذاری قضیه  9-8-8ض کنید فرضهای فرگزاره.   8-8-7

    






1

0

n

i

i
i

x
i

t
x،Lx 

!
. 

 آنگاه :

 ، Mدر  vو  uو هر  k)الف( برای هر عدد طبیعی 

 .         vuvu iki
k

i

k
i

k 



  ,,



 

Mدر  vو  u)ب( برای هر         ،vuvu  ,, . 

برقرار است. قرار می دهیم  9-8-8در اینجا فرضهای :  5-8-8برهان قضيه  NMP ,  و

چندجمله ایهای  N*و M*مخالف صفر باشند. بنا به تعریف Ny*و Mx*فرض کنید

   MSfوNSg  طوری که ه موجودند بx  ضریب پیشروf  وy  ضریب پیشروg  است

 یعنی،

(8-8-89)                         .    ygCxfC  , 



 

 36 

  و عناصر  r  ،sهمچنین اعداد طبیعی 

 tRggffNvvوMuu srsr  ,...,,,...,,,...,,..., 1111 

 طوریكه ه موجودند ب

(8-8-87)          .           



s

j

jj

r

i

ii tgvtgوtfutf



 

 داریم: jوi)ب( برای هر 7-8-8بنا به گزاره 

 .       PSvuvu jiji  ],[],[        
 

بنابراین    PSgf ,  چون .x  وy ترتیب ضرایب پیشرو ه بf  وg  هستند، لذا یا

  yx یا  , yx ضریب پیشرو  , gf است، بنابراین  ,  *, Pyx   ًو قطعا

  ],[],[ ** MN.این )ب( را نتیجه می دهد . 

MNقسمت )الف( با قرار دادن    در )ب( و قسمت )ج( با قرار دادن MZN   )در )ب

( را دبدست می آیند. یك استدلال استقرائی بدیهی با شروع از )ب(، قسمت )د( را نتیجه می دهد و )ه

 ثابت می کنیم، 

آنگاه  bMتوجه کنید که اگر   bMS. 

 گروهها-pکاربرد  قضیه ای از جبر در   1-4

 pاز مشخصه  Fیك جبر)نه لزوماً شرکت پذیر( روی میدان  Lفرض کنید  تعریف.  8-4-8

را روی  است.( ترتیب جزئی پوچتوان  1باشد، )لذا  Lیك خودریختی خودتوان  از  باشد، 

BBصورت زیر تعریف می کنیم. قرار می دهیم ه ب dبا دامنه L مجموعه زیرجبرهای آبلی  به  اگر

 داشته باشیم: Lعنوان زیرجبر آبلی ه ب iLازای هر 

.   ii LBimdLBimd          ،0i 

   jj LBimdLBimd            ،0 j 
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ثابت است، در -B ،ماکسیمال باشد آنگاه  تحت ترتیب جزئی  Bاگر قضيه.   8-4-2

 صورتیكه شرایط زیر برقرار باشند.

(8 )   
p . 

pjiکه  ,jiو  Bدر  vوu( به ازای هر 2)   :داشته باشیم 

  .        vu
ji  

که یك نتیجه در  7-1-8، که یك نتیجه در مورد جبرهاست را، به قضیه  2-1-8اکنون قضیه 

 گروهها می باشد تبدیل می کنیم. -pمورد

ورف هاسد -کامپبل -گروهها، فرمول بیكر-pدر 2-1-8کارگیری قضیه ه ابزار اصلی ما برای ب

 است.

با تعریف زیر به یك گروه  Lاز مشخصه صفر شروع می کنیم و  Fمیدان  روی L با جبر لی

Lyxتبدیل می شود که برای  , : 

(8-1-8 )                            .  ...,  yxyxxy


 

 همچنین لازارد نشان داد که :

 باشد، pحداکثر  ردهپوچتوان از  L و  pدارای مشخصه اول  p به ازای هر  F( اگر8)

 گروه مفید باشد. ( می تواند برای تعریف یك8-1-8معادله )

را به  G (، 8-1-8شروع کنیم که وارون معادله )  G( در بسیاری موارد، ممكن است با گروه2)

 یك جبر لی تبدیل می کند.

که ثابت می کند یك  2-1-8( است و آنگاه استفاده از قضیه 2خط مشی ما در اینجا کاربرد )

   ثابت  G نرمال است، یا تحت بعضی از گروه خودریختی های  G در  G وه آبلی خاص از زیرگر

 می باشد. 

شرایط زیر را روی سه تایی .  فرضها   8-4-8 ARQ  :در نظر می گیریم ,,
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 است. Qزیرگروه آبلی مقدماتی  Aو  RQگروه است و -pیك  R)الف(  

 صورت زیر وجود دارده ب Q)ب(  یك سری مرکزی از 

        QsQQQ  ....  

یك زیرگروه آبلی  Bطوریكه هرگاه ه گسترش یابد ، ب R به یك سری مرکزی  که می تواند

 ، داشته باشیم : siکه  iباشد و به ازای هر  Qمقدماتی 

   iQAiQB  ,  وAB  

i ،و برای یك  si  ،   iQAiQB   . 

فرض کنید برای سه تایی   گزاره.   8-4-4 0ARQ  )الف( برقرار باشد. آنگاه:8-1-8فرض  ,,

گسترش یابد یك زیرگروه  Rمی تواند به یك سری مرکزی  که Q)الف( برای هر سری مرکزی 

وجود دارد که   Qاز  A آبلی مقدماتی


AA   و برای ARQ  برقرار است. 8-1-8فرضهای   ,,

در  Aو  Q )ب( برای انتخاب سری مرکزی a  ،RAA


 . 

از مرتبه  Q)الف( مجموعه تمام زیرگروههای آبلی مقدماتی  برهان:


A  .را در نظر بگیرید

)با جایگزینی مرتبه به جای بعد( یك ترتیب جزئی 2-1-8رتب قضیه طور جزئی مه همانند رابطه ب

AAرا در نظر بگیرید که  A روی این مجموعه در نظر بگیرید. آنگاه یك عنصر ماکسیمال 


یا  

AA 


. 

RQAR)ب( سری  


 زی برای را به یك سری مرکR  تا  8گسترش دهید. و قسمت

Q ب( در نظر بگیرید. آنگاه8-1-8 را به عنوان سری مرکزی در فرض( A  در نظر )را همانند )الف

 گرفته، داریم :

.AAAAAA RR 


 

RAAلذا 


برهان کامل می شود. . و 

 اکنون حالت خاصی از نتایج لازارد را شرح می دهیم که به قضیه زیر نیاز داریم :
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 1pو از رده پوچتوانی حداکثر  p یا 8دارای توان  Pفرض کنید گروه   قضيه.   8-4-5

در نظر  pF رویمی تواند به عنوان جبر لی  P( ، 8-1-8ه وارون سازی فرمول )وسیله باشد، آنگاه ب

 گرفته شود. در این نمادگذاری، زیرگروه و زیرگروه نرمال به ترتیب بر زیرجبر و ایده آل منطبق اند.

Pyxهمچنین، برای  , و هر عدد صحیح n  ،nx  در گروه مساوی باnx  در جبر است. توجه

ه عنوان یك جبر لی است و به ب  Pعنوان یك گروه، یك خودریختیه ب P کنید که هر خودریختی

 می باشد.  Pویژه یك تبدیل خطی از

Pyxبرای  گذاری :نماد ,  فرض کنید  yxyxyx 11 , :حال تعریف می کنیم 

.    xixyixyi ,;,;,,...,,  و       1321   xyxy ,;, 1 

 

PQفرض کنید   لم.   8-4-6   وPg و Q  یا  8دارای توانp  و از رده پوچتوانی حداکثر

1p باشد و g ، Q  را نرمال کند. فرض کنید  یك خودریختی رویQ وسیله ه داده شده ب

باشد . یعنی  P در گروه  g مزدوج  gxgx 1 . 

 عنوان تبدیل خطی ه را بQ عنوان یك جبر لی( در نظر بگیرید. آنگاه :ه )ب 

)الف( gQ  نرمال می شود. Qوسیله ه ب ,

)ب(  Q1  مشمول در gQ, .است 

Qyx)الف(  برای  برهان: , :داریم 

     gygxyyyxxyyxxygxy
ygggg ,,,   . 

 لذا

        gQgygyxgx
y

,,,, 


. 

gxxyرا در نظر می گیریم و فرض می کنیم  Qx)ب(      آنگاه gQy , و 

  yxxxxxgxgx gg   .  
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، 1-1-8بنا به )الف( و قضیه  gQ (، به مدول 8-1-8است. لذا بنا به ) Qیك ایده آل جبر لی  ,

 هشتی های زیر را داریم:این ایده آل همن

     xyxyxyxx  ...,
2

1
.   

        xxx .   

  در نتیجه    gQx ,1. 

دارای رده  Qبرقرار باشند. و فرض کنیم  8-1-8فرض کنید فرضهای   قضيه.   8-4-7

 باشد که: gاز عناصر  Sوسیله مجموعه ه تولید شده ب Rو باشد 1pپوچتوانی حداکثر 

(8-1-2 .                   )pg  باA  جابجا شود    یا   1pg؛A, 

Avuو برای هر  , و اعداد صحیح مثبتi وj کهpji  : داریم 

(8-1-8                  )            .     1i؛gvi؛gu ,,, 

 .RAآنگاه  

فرض کنید برهان:  10  pxQxQ  چون .Q  1دارای رده پوچتوانی حداکثرp 

گروه منظم است هرگاه -pیك  Qاست، 


Q  یك زیرگروهQ می توان  5-1-8 باشد. بنا به قضیه


Q 

 و فرض می کنیم: Sgتبدیل نمود. قرار  می دهیم  pFرویرا به یك جبر لی 

gARوiAQ
ig ,


. 

آنگاه 


Q  یك زیرگروه


Q  فرض کنیم  9-1-8است. مانند لم  خودریختی


Q ه داده شده  ب

 جا شود، آنگاه ه ب جا A با  pgباشد. اگر  gوسیله مزدوج 

     AAو ppp
  .  

 تقرائی داریم:و استدلال اس 9-1-8( ، لم 2-1-8در غیر این صورت بنا به رابطه )

      p؛gAA
p

,.  

لذا در این مورد هم داریم     A
p. 
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 حال فرض کنیم،

       AAAAQ
p 12

2 111


  ....  

 نیز ثابت است. yو مزدوج  ثابت است ، لذا تحت  1تحت   2Qآنگاه 

12چون  QQA   12داریم QQ  بنابراین .   
p اکنون از قضیه قبل به ازای هر .

Avu ,  و اعداد صحیح مثبتij pjiکه  , :داریم ، 

(8-1-1)                     .]     vu
ji

   ,[ 

اکنون زیرگروههای    01 Q،Q ،   2QوsQ یداد آوریدد. بدا ه را ب 8-1-8از فرضهای  ...,

را با جایگزینی  2-1-8( ، قضیه 1-1-8استفاده از رابطه  )


Q و A بده ترتیدب بدا L   و


B کدار     ه بد 

siمی بریم که به ازای هر  ,...,, : داریم 

   


QiQLi .  

ین قضیه ماکسیمال است. طور جزئی مرتب در اه نسبت به رابطه ب A ،8-1-8بنا بر فرضهای 

 Sیك عنصر دلخواه از  gثابت است. چون   gثابت است، یعنی تحت مزدوج تحت   A بنابراین

 لوب ماست.، که همان مطRAاست لذا 

   82گروه نوتینگهام   1-5

R ،برای حلقه   tR صوری روی متغیر  حلقه سری توانیt  حولR   .را نشان می دهد 

جایی با عضو همانی باشد. گروه نوتینگهام ه ب یك حلقه جا R فرض کنید  تعریف.   8-5-8

را با   R حول  R  نشان می دهیم و عبارتست از گروهی از سری های توانی صوری به شكل 

  tRttf

k

k
k  





)(

1

1 .  

تحت جانشانی صوری برای  Rg  : قرار می دهیم)( 






1

1

k

k
k gggf . 
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طور معادل می توان ه ب R  را به عنوان یك گروه از خودریختی های حلقه  tR  در نظر

 گرفت.

وسیله نشاندن ه ب  fft :  تعریف می کنیم   tRutAf   و عملf  را به کل

  tR تعمیم می دهیم. با محاسبه ای ساده داریم  gfgft   لذا R  به عنوان یك زیرگروه از

   tRutA .می باشد 

qFRدر اینجا خود را به گروه نوتینگهام کلاسیك یعنی   ن متناهی، محدود      عنوان یك میداه ب

یعنی  می کنیم و سراسر این پایان نامه  qF  و عناصر  همان خودریختی های  tFq       

 می باشند.

qFRفرض کنیم   یك میدان متناهی از مشخصهp  باشد کهepq . 

 qFA            : را گروه سری توانی صوری به شكل زیر تحت جانشانی تعریف می کنیم 

   
   ,tFtF q

k
k.   

 qFA  رویرا گروه کامل سری توانی صوری qF تحت جانشانی می نامیم. همچنین ، qFA 

را می توان همانند یك زیرگروه از خودریختی های   tFq .در نظر گرفت 

 حال توجه کنید که

 .   













 



n

k

qk
k

kqn FtftfFAو




`,::  

یك زیرگروه از       tFttFAut q
n

q
1  از مرتبه  


 nqq اشد. نگاشت طبیعی می ب

 زیر را در نظر می گیریم.

   qnqn FAFA  : 

):():( 






n

i

i
in

i

i
i ttfttf
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قرار دهید  nn erk  آنگاه .1  و بدینگونه، یك زنجیر از زیرگروههای نرمال بسته

qnnگروه نوتینگهام تعریف می کنیم که رابطه   : .برقرار باشد 

تشكیل یك پایه        برای همسایگی های همانی در  nگروه است و -pیك پرو همچنین

می دهند. توجه کنید که    1 qFA q :. 

qF  ،و   1n برای تعریف.   8-5-2  nne  صورت زیر تعریف می کنیم :ه را ب 

.    )( n
n ttet    

 که داریم:

 .        )()( 121  nn
nn todmtteet  

 داریم: kو در نتیجه برای همه اعداد صحیح  

 .    )()( 121  nnk
n todmtktet  

qiنوناک F  برایei  را طوری انتخاب می کنیم کهqF وسیله مجموعه ه بطور جمعی ب

 e ,...,,  تولید شود، آنگاه نتیجه می دهد که، 21

  .      1112111   nnnennnnn eee،n  ,...,, 

  لذا

 .  ejnie njin  111 , 

وسیله مجموعه ه طور توپولوژی به ب ه در نتیج  ejie ji  11 ,][  .تولید می شود 

طوریكه ه وجود دارد ب nآنگاه عدد صحیح  gاگر  تعریف.  8-5-8

1 nng عدد ،n 88ایرا ژرف g  می نامیم و با gD  نشان می دهیم. همچنین ژرفای همانی

 می کنیم. تعریف را 

hgفرض کنید    گزاره.   8-5-4 که  ,    mgDnhD   آنگاه : ,

                                                 
33 Depth 
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podmnm  ، اگر     nmhgD , 

podmnm  ، اگر      nmhgD , 

qjiطور دقیق اگر برایه ب F nmو  ,   : داشته باشیم 

 .  )( 






mi

i
i ttgt 1               و  )( 







nj

j
j ttht 1 

 آنگاه:

(8-5-8 .    )2nmtodm             )(, nm
nm tnmthgt  1      

     داریم: برهان:

                         ))(()( ij
j

mi

i
i

nm

nj

j
j ttttght  









 111 

          .2nmtodm     )( 










nm

mi

nm
nm

i
i

nm

nj

j
j tmttt  11  

 به طور مشابه،

 .    211 









  nm
nm

nj

nm
mn

i
j

nm

mi

i
i todmtnttthgt )(  

 صورت زیر تعریف می کنیم ،ه برا  sاکنون 

 .    )( nm
nm tnmtst  1 

 آنگاه داریم:

 .    2 nmtodmghthgst 

 و نتیجه حاصل می شود.

qF، برای 1-5-8گزاره   نتیجه می دهد که، ,

(8-5-2 .               )       nmnm
nm

nmnm odmeee 


  22 , 
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 داریم: 2pبرای    قضيه.   8-5-5
















،podmsrاگر

،podmsrاگر

sr

sr

1

  ],[, srsr   

srnفرض کنیدبرهان:    اگرpodmsr  و در غیر اینصورتsrn  چون .p  ،

nvuو  podmvuلذا برای  عناصر ،  rue 1  و  sve 1 طوریكه از ه وجود دارند ب

 ( داریم :2-5-2معادله  )

   


   nnnvju ejee ,.  

],[لذا نتیجه برای  sr  .بدست می آید 

گروه متناهیاً تولید شده است. لذا نتیجه می گیریم که -pیك پرو nاما این نتیجه می دهد که 

زیرگروه  sr   بسته است. در نتیجه برهان کامل می شود. ,

 گزاره زیر، ساختار زیرگروههای نرمال در گروه نوتینگهام را شرح می دهد.

ت. یعنی هر زیرگروه نرمال بسته اس 81ویژه نشان می دهد که گروه نوتینگهام عیناً نامتناهیه ب

 غیر بدیهی آن، دارای اندیس متناهی است. 

که  Ngو  2pفرض کنید   گزاره.   8-5-6  ngD  آنگاه 

















podmngاگر

podmngاگر
gg

n

n

1

1

2

1

,,

,,
 

 عیناً نامتناهی است. لذا 

qpید که اگر توجه کن   و  ngD   آنگاهnng  ,. 
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 آپ در گروههای متناهی-زیرگروههای مشخص برای پوشینگ   1-6

 شرایط زیر را در نظر بگیرید: . فرضها   8-6-8

 (8 )G .یك گروه متناهی غیرهمانی باشد 

 (2) p .یك عدد اول است 

 (8 )S  یكp- سیلو زیرگروهG است.  

 (1 )    GOGOC ppG ). 

  (5 )S زیرگروههای نرمال فرد است و برای بعضی ه ب مشمول یك زیرگروه ماکسیمال منحصر

K  درG  و بعضی اعداد طبیعیn   ،داریم npPSLKG ,2. 

 شرایط زیر را در نظر بگیرید:. فرضها   8-6-2

(1 )   GZSZ . 

(2) GOM p . 

(3)      GSJSJZCS 
~

 . 

 سیلو زیرگروه -pیك  S یك عدد طبیعی و nیك عدد اول  pفرض کنید    لم.   8-6-8

G   وK   یك'pزیرگروه نرمال G .باشد و فرض کنید 

(8 )S  فرده ب مشمول یك زیرگروه ماکسیمال منحصر G .باشد 

(2)  npPSLKG ,2. 

 آنگاه :

)الف(   GK . 

)ب(  اگر  npSLLG ,2  کهL   یك زیرگروه نرمال درG   ،آنگاه  استKL. 

qKGS. توجه کنید که npqفرض کنیم برهان: 
p
. 
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)الف( به برهان خلف فرض کنیم  GK روه ماکسیمال. آنگاه یك زیرگH در G  موجود

GHK، لذا  HKH. چون HKاست که  همچنین . K  یكpگروه است وH  شامل 

 می باشد. G سیلو زیرگروه-pیك 

SHطوریكه ه ب Ggقرار می دهیم  g  ( 8بنا به ،)gH فرد ه ب زیرگروه ماکسیمال منحصر

G  است که شاملS ( 2می باشد و بنا به)  ،GSK.  لذا 

.HKKSKH gg  , 

این تناقض است، در نتیجه  GK   که همان مطلوب ماست، از طرفی چون  1 KG 

 دست می آید .ه لذا )الف( ب

 و GL)ب( فرض کنیم qSLLG ,2  قرار می دهیمGK 1 به طوری کهLK 1  و 

 LGZLK 1. آنگاه  KGqPSLKG  KK . لذا21, 1که بر،p  بخش پذیر

نیست. در نتیجه، فرض لم برای 


K جای ه بK .برقرار است 

(، الفو بنا به )  KGK 1    آنگاهKKL  1 . 

 Hگروه نرمال گروه زیرp'یك  Kیك عدد طبیعی باشد،  nفرض کنید    لم.   8-6-4

   عمل  Hگروه آبلی مقدماتی باشد که روی -pیك  Vو Hزیرگروه غیرهمانی -pیك Aباشد.

 فرض کنید شرایط زیر برقرار باشند. می کند.

(8  ) npPSLKH ,2. 

 قرار دارند.  Hفرد ه ب در یك زیرگروه ماکسیمال منحصر Hسیلو زیرگروه های -pبعضی از( 2)

(8  )  AAV ,,. 

(1  )      AACVHCAC VVV  ,. 

 :آنگاه 

 است. Hسیلو زیرگروه -pیك  A)الف( 
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)ب(   n
H pSLVCH ,2 . 

)ج(  HCV V  یك مدول استاندارد برای VCH H .است 

باشد، آنگاه   1nفرد یا  p)د( اگر   HCHVV V ,. 

آنگاه  1nعدد اول فرد باشد یا  pفقط قسمت )د( را ثابت می کنیم. اگر برهان: 

   1VCHO Hp'چون . VCH H  طور باوفا عمل می کند و ه استانداردش بروی مدولهای

چون    ))((]))((,[ VCHOCVCHOVV HpVHp  . 

 لذا )د( بدست می آید.

 برقرار باشد. آنگاه : 8-9-8فرض کنید فرضهای    لم.   8-6-5

 گروه است.pیك  MK)الف( 

 )ب( KSNG فرده ب منحصر زیرگروه ماکسیمالG   است که شاملS .می باشد 

ST)ج(  هرگاه    و SNTMT G,  آنگاهMTS . 

MSx)د( برای هر    داریمMxG G. 

( برای هر د)ه SKNGy G  داریمySSG , . 

 است. Sباشد که شامل  Gفرد ه ب زیرگروه ماکسیمال منحصر H: فرض کنید برهان

چون  npLSKGGKS ,, 2 لذا .HSKK  پس هرگاه GGS  و *

*GKG   : آنگاه 

(8-9-8.                                    )GG * 

 قسمت )ب( بدست می آید. KGبنا به ساختار 

بنا به استدلال فراتینی،  SKNKG G چون .  SSKNG ( 8-9-8، از رابطه )

داریم،   GSKNG  لذا 

.  MGOSK p    وGSK  
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 که این )الف( را ثابت می کند. 

همچنین باز بنا به استدلال فراتینی،     KSNSKN GG لذا  . 

.    KKSNKSKN GKG  

پس بنا به ساختار   KGSNG وسیله تزویج ه طور تقلیلی )ساده نشدنی( به ب KSKروی  ,

 :عمل  می کند و بنا به )الف( داریم

    KSKMSSMSSMSM   

لذا SNG طور ساده نشدنی روی ه بMMS می دهد که  عمل می کند. این نتیجه

MTS  در قسمت )ج( قرار می دهیم .MSx   و فرض می کنیمMxN G  آنگاه

GN   ،)و بنا به )الفKSx  لذا ،KKN  یك زیرگروه نرمالKG امل یكاست، که شp-

عنصر غیرهمانی می باشد. چون  npPSLKG ,2  وKGKNK   لذاKNG  بنا به .

 داریم: )الف(

  .  1
pppp

MKNKKNNKNG    

GN(، 28-2-8. لذا بنا به رابطه )SNدر نتیجه  .این )د( را ثابت می کند . 

، KGدلیل ساختار ه ( شبیه برهان )د( است و وابسته به این حقیقت می باشد که، بدبرهان )ه

KSSGداریم  y,. 

برقرار باشند و  8-9-8فرض کنید فرضهای   لم.   8-6-6  GSZ  2-9-8ضهای آنگاه فر  

برقرار است اگر و فقط اگر    GSJ  . 

فرض کنیم  برهان :  GSJ  چون .    SJJSJ
~

  داریم  GSJ 
علاوه ه . ب~

   GZSZ   چون  GSZ  . 

حال فرض کنیم   GSJ   به برهان خلف( . و فرض کنیم(H ه ب زیرگروه ماکسیمال منحصر

است. چون  Sباشد که شامل  Gفرد      GSZGSZCS G   لذا ,
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 .     SJZCSZCH GG  

چون   GSJ  :داریم 

.    GMJSJ      و     MGOSJ p  

لذا    GSJZCG  اکنون .    SJZCSJ S
~ . 

اگر   MSJ 
 )د( داریم:86-2-8آنگاه بنا به لم  ~

      GHMSJZCMSJG G
G


~

.  

که تناقض است. لذا   MSJ 
، آنگاه  ~    GMJSJ 

~~
 . 

 که با فرض لم در تناقض است. لذا فرض خلف باطل و حكم ثابت می شود.

برقرار باشند. و  2-9-8فرض کنید فرضهای   لم.   8-6-7   MZZZCL G   آنگاه: ,

 )الف(   GZSZZ   وKL. 

 )ب(   npSLLGوGZZ ,2  استاندارد برای یك مدولLG .است 

چون  برهان :  MMCG  لذا .M  شامل SZ  و GZ  می باشد. بنابراین GZ    یك

p-گروه است. لذا 

(8-9-2)                         .      ZMZGZGZ  

 داریم: 2-9-8بنا به فرضهای  

(8-9-8  .                  )      GSJوGZSZ 
~ 

وضوح ه ب      GOSZCGOSG p
G

p   بنابراین GOp  با SZ جاه ب جا     

 ( ، 2-9-8ه )نمی شود و بنا به رابط

 GOp  باZ (1-9-8جا نمی شود .                                )ه ب جا 

فرض کنید  ZV 1  و VCL G*  آنگاهGL *  وMLL *. 
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LL* طور باوفا رویه ب Z  عمل می کند و با Z1 جا می شود. چون ه ب جاZ  ، آبلی است

LLگروه است. لذا اگر -pیك  *LLخواهیم داشت  * آنگاه ،MSLSL  *  و بنا به

**)د(، 5-9-8لم  )( LMSLG G  . 

  در این حالت داریم:

 .     ZCLLOGO G
pp  * 

LL( در تناقض است. لذا 8-9-8که با رابطه ) *  یعنی 

(8-9-5  .                            )   ZCLVC GG  

MSLبااستدلالی مشابه داریم لذا . 

ML یك'p-(                                     .9-9-8گروه است) 

( نشان می دهند که 8-9-8( و )2-9-8. پس روابط )GSG(، د)ه5-9-8بنا به لم    

  GSZ   9-9-8و بنا به لم  ،  GSJ  لذا . SAA طوریكه ه موجود است بMA  و

  AAZ ,,. 

چون  MZV   گروه خارج قسمت ،MG وسیله تزویج روی ه بV وماً عمل می کند )نه لز

MGHطور باوفا(. فرض کنید ه ب  برای  1-9-8. ادعا می کنیم، فرض لمH،MK 

،MMA  وV جای ه بH ،K ،A وV .برقرار است 

 داریم: 2-9-8گروه است. بنا به فرضهای -p'یك  MK)الف(، 5-9-8بنا به لم  

 .   MKHKGPPSL n ,2 

 است. Hیعنی در  MGفرد در ه ب مشمول در یك زیرگروه ماکسیمال منحصر MSو 

خواهیم داشت،           Aلذا بنا به انتخاب  ZVچون      AAZAAV ,,,,. 

 را بررسی کنیم. 1-9-8( از لم 1اکنون کافیست فرض )

فرض کنید  ZMAB   آنگاهB آبلی است بنابراین 
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 ACVMA

ACZMA

MAZZMABA

V

Z













 

MALA(،  9-2-8بنا به رابطه )   لذا 

       MAAMABACZACV ZV   

(8-9-7                   )                                  LALLAAMMA  .

       

فرض کنیم    HCAC VV   آنگاهA  با HCV V د( 5-9-8جا می شود. بنا به لم ه ب جا(

 داریم: 

 .  HCVCMAG VG
G  

آنگاه   GO p  زنجیر   HCV V را پایا می سازد. لذا باV جا می شود. اما این بنا ه ب جا

( غیرممكن است. بنابراین باید 5-9-8( و ) 1-9-8به روابط )   HCAC VV . 

 را برقرار کردیم و این لم نتیجه می دهد که  1-9-8اکنون تمام شرایط لم 

(8-9-1 .                                 )MSMMA  

(8-9-6          )        .   n
H PSLVCHLG ,2 

 GCV V  یك مدول استاندارد برایLG (                                   .86-9-8است) 

باشد، آنگاه 1nفرد یا  pاگر    GCGVV V ,          .                 (8-9-88) 

 بنا به ساختار مدول استاندارد داریم :

(8-9-82 .          )        ACVACGCVp VGCVV
n

V
 

( قسمت )الف( را 2-9-8. بنابراین رابطه ) KL)ب( ، 8-9-8( و لم 88-9-8به رابطه ) بنا

 ( داریم :1-9-8نتیجه می دهد. از رابطه )

(8-9-88 )                                  .SAM                             
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 ( داریم:6-9-8آنگاه از رابطه )

.npLSLLMLAALA  

 ( داریم:82-9-8( و )7-9-8بنابراین از روابط )

(8-9-81 .           )    BAوACZACVp ZV
n  

آنگاه  SAB ( خواهیم داشت :82-9-8و از ) 

(8-9-85.                     )       GCACAC VVGCV V
 

قرار می دهیم  KSNGy G( و لم 88-9-8. بنا به )( داریم:د)ه5-1-8 

   .MAASSG yy ,,,  

( ،2-9-8از رابطه )    ZMZGZ  لذا .     y
ZZ ACACGZ . 

  آنگاه :

      y
ZZ ACACZGZZ  

                                   
   

  ACZ

ACZACZ

Z

y
ZZ




     

 ( داریم :86-9-8( و )81-9-8از روابط )

.          GZZGZVVGCVpGZZ V
n  2 

 این نتیجه می دهد که :

(8-9-89 .                                     ) GZVZ  

 ( قسمت )ب( را نتیجه می گیریم.86-9-8( و )6-9-8( و )89-9-8از روابط )

برقرار باشند و  2-9-8فرض کنید فرضهای  لم.   8-6-1 MZZ  آنگاه 

.   GZZZ 1 

فرض کنید  برهان:   GZWوZCL G  داریم: 7-9-8.  بنا به لم 
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 npSLLG ,2   وWZ یك مدول استاندارد برایLG (            .87-9-8است) 

(8-9-81.                            )   WSCWSZ WZ 

در نتیجه  GOp  رویZ  بطور غیربدیهی عمل می کند. لذا روی Z1 طدور غیدره نیدز بد 

بدیهی عمل می کند. بنابراین   WZ 1  چون .  WGWWZ 1( 87-9-8، لدذا رابطده  )

می دهد که نتیجه    GZZZ 1.همان مطلوب ماست ، 

 حلقه لی وابسته   1-7

ویژه سؤالاتی در مورد خودریختی های آنها می تواند ه ا، بگروهه-pبسیاری از مشكلات در مورد 

 به مسائلی مشابه در مورد حلقه لی وابسته که اغلب رفتار ساده تری دارند، تبدیل گردد.

 اکنون باید این حلقه را شرح داده و سپس تعدادی از کاربردهای این تكنیك را ارائه دهیم.

همراه با دو عمل دوتایی است، جمع و ضرب لی  R. حلقه لی یك مجموعه تعریف   8-7-8  

yxرا به ترتیب با  و yx  شرایط زیر برقرار است. Rدر  ,yxنمایش می دهیم و برای  ,

(8-7-8     )R ك گروه آبلی تحت جمع می باشد.ی 

(8-7-2     )           zyzxzyxzxyxzyx ,,,,,,, . 

(8-7-8     )  0xx,. 

(8-7-1    )         0 yxzxzyzyx ,,,,,,. 

Rzyxبرای تمام  ,,  طور معمول ه )صفر( عنصر همانی در جمع است و ب 6. در اینجاx 

 ( به اتحاد ژاکوبی معروف است.1-7-8را نشان می دهد. فرمول ) xوس جمعی معك

می تواند با تعریف ضرب لی بصورت  Rهر حلقه شرکت پذیر   xyyxyx ,   به یك

                       حلقه لی تبدیل شود.                                             

نسبت  Rطوریكه ه عمل کند، ب Rروی  Fنامیم اگر Fمیدان رویرا یك جبر لی  Rحلقه لی 

 باشد.  F روی به عمل جمع فوق و ضرب اسكالر زیر یك فضای برداری
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(8-7-5  )      FaRyxyaxyxayxa  ,,.,,, 

برای هر گروه، یك روش طبیعی برای مرتبط کردن یك حلقه لی با این گروه وجود دارد که 

فقط توان ( بسیار با ارزش  است. به این دلیل آنرا گروهها ) وگروههای پوچ-pعمدتاً برای مطالعه 

تعریف می کنیم. فرض کنیم  Pگروه -pبرای 

 nPPP سری مرکزی پائینی  ...

P ه باشد، ب( ،طوریكهi ) فاکتور   PPPPPPLP iii ,...,,],[ 1   این ساختار به لم ذیل .

ت، که در اینجا علامت  وابسته اس Hodmyx   برایHyx   استفاده می شود. قبل از

 بیان این لم، چند قضیه کاربردی را عنوان می کنیم.

xyفرض کنید قضيه.     8-7-2 زیرگروههای آن  Lو H ،Kو  Gعناصری در گروه  zو,

 باشند. آنگاه

(8 )     zyzxzxy
y

,,,  . 

(2)      zyxzxyzx ,,, .  

(8 ) KH  است. ,KHیك زیرگروه نرمال در  ,

(1 )   HKKH ,, . 

(5  )H ،K را نرمال می کند اگر و فقط اگر  KKH ,. 

(9 )K  درG  و  نرمالKG  آبلی است اگر و تنها اگرKG . 

HK( اگر 7)   و ،K  درG : نرمال باشد، آنگاه 

  KGZKH   اگر و تنها اگر  KGH ,. 

نرمال باشند، آنگاه  Gدر  Lو H،K( اگر1)     LKKHLHK ,,, . 

باشد، آنگاه  Gیك درونریختی از  ( اگر 6)   
KHKH ,, . 

ال باشند آنگاه نرم Gهر دو در  Kو  Hویژه، اگر ه ب KH  نرمال است. Gدر  ,

xyاگر  قضيه.    8-7-8  باشند، آنگاه Gعناصری در  zو,
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(8 )       zyyzxzxzxy ,,,,, . 

(2 )       zyxyxzxyzx ,,,,, . 

(8 )   xyyx ,, 
. 

باشد که  Pگروه -pگروه از خودریختی های-pیك  Aفرض کنید قضيه.    8-7-4

 .Aاست. آنگاه  Pپایاساز بعضی از سریهای نرمال 

ijفرض کنید   لم.   8-7-5 PxxPy،Py   . آنگاه داریم :kPzو  ',,'

(8  )  jiPyx ,. 

)()((  اگر  2) 11   ij PodmxxوPodmyy  آنگاه ، 

             1 jiPodmyxyx ,,. 

(8  )     )(,,, 1 jiPodmyxyxyxx   و 

            )(,,, 1 jiPodmyxyxyyx  . 

(1  )     10  kjiPodmyxzxzyzyx ,,,,,,. 

 داریم:  a(  برای هر عدد صحیح نامنفی 5)

    1 ji
aaa

Podmyxyxyx ],[],[,. 

jijiثابت کنیم که  jوسیله استقراء رویه باید ببرهان:  PPP ],[ ( را برقرار 8و این )    

و قرار می دهیم،  1jبلافاصله از تعریف نتیجه می شود. سپس فرض می کنیم  1jبرای می کند. 

],,[],,[

PPPPPPH jiji طور مستقیم از فرض استقراء نتیجه می شود که ه . ب

jiPH  حال فقط کافیست نشان دهیم که .HPP ji ],[ ( ، 6)2 -7-8. اما بنا به قضیه

PH می توانیم لم سه زیرگروه را در مورد. لذاHP کار بریم که نشان میدهد، ه ب

HPPP ij  ],,[


. 
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],,[]],[,[],[ازطرفدددی   jiijij PPPPPPPP   
. لدددذا  نتیجددده پایدددانی کددده 

HPP ji ],[ صل می شود. حا 

uxxPu( را ثابت می کنیم. فرض کنید 2اکنون ) i    ( داریم:8)8-7-8. آنگاه بنا به لم  1,

 .         yuuyxyxyuxyx ,,,,,,  

(، 8اما بنا به )   uyxوyu هر دو در  ,,,
 jiP  قرار دارند. لذا 

.     1 jiPodmyxyx ,, 

ابه طورمشه ب      1 jiPodmyxyx  ( نتیجه می شود.2و ) ,,

 ( این لم داریم:8( وقسمت )8)8-7-8باز هم بنا به لم 

         ',,,,' xyxyxyxx . و       1 jiPodmyxyxyx ,,,     

( 8از )  aوسیله استقراء رویه ( ب5( نتیجه می شود. همچنین )8طور مشابه دومین رابطه در )ه ب

 نتیجه می شود.

 (  از تساوی زیر استفاده می کنیم.1برای اثبات )

(8-7-9  .                  )
  xzy yxzxzyzyx ],,[],,[],,[ 

],,[قرار می دهیم  zyxw   (8)آنگاه بنا به  ،
 jiPw  چون . ywwwy ,  ،

د که ( نتیجه می ده8دوباره ) 1 ji
y Podmwwعلاوه چون ه . ب

 jiji PP  ،آبلی است

عناصر    yxyx  دارای تصاویر یكسانی در گروه خارج قسمت هستند. لذا ],[,,

 . 1
1


 kji

y Podmzyxw ],],[[ 

 : تیجه( برقرار است. درن9-7-8بنا به تقارن، نتیجه مشابهی برای دو جمله دیگر رابطه )

(8-7-7  .         )       1
111

1 


 kjiPodmyxzxzyzyx ,,,,,, 

 دست می آوریم.ه ( را ب1( ، )7-7-8در پایان، با در نظر گرفتن معكوس رابطه )
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اکنون قرار می دهیم 


  iii PPL،ni  آنگاه هرiL ه یك گروه آبلی است که ب

iL،niجمع مستقیم گروههای  Lفرض کنیم  عنوان یك گروه جمعی در نظر می گیریم. 1  ،

به یك  Lوسیله معرفی یك ضرب لی روی ه را ب Lیك گروه آبلی است. اکنون  Lطوریكه ه باشد ب

در  yو  iLدر  xبرای  می کنیم. ابتداحلقه لی تبدیل   jL،yx صورت تصویر ه را ب , yx, 

jiLدر    تعریف می کنیم. کهxوy  نماینده هایxوy  به ترتیب درij PوP  می باشند. بنا به

( از این لم،2)( و 8قسمت ) yx طور ه تعریف می باشد یعنی ب موجود است و این عمل خوش ,

 kLمعین می شود. )بدیهی است که  yوxمستقل از انتخاب نماینده های هم مجموعه های 

nkاگر   برای .)x  درiL  ،y  درjL  وz  درkL ( و 8( از قسمت )2-7-8شرط خطی بودن )

دست می آیند. چون ه ( لم ب1( از قسمت )1-7-8اتحاد ژاکوبی )  xx  iLدر  x، لذا برای هر  ,

داریم،   xx ,. 

نكار تعمیم می دهیم. هرگاه ای Lوسیله خاصیت خطی بودن به تمام ه اکنون ضرب لی را ب

برقرار  Lدلخواه در  zوx،y( برای هر1-7-8( و )8-7-8( ، )2-7-8صورت پذیرد، شرایط )

 یك حلقه لی است. Lخواهند بود، لذا 

L  را حلقه لی وابسته بهP و آنرا با  می نامیم PL  نشان می دهیم. اگر هرiL  از توانp 

باشد ، آنگاه  PL  دقیقاً یك جبر لی رویpZ  خواهد بود. در واقع در این حالتL یك فضای 

 ( این لم نتیجه می شود.5( از قسمت )5-7-8می باشد. همچنین شرط ) pZ رویبرداری 

nLLLLبشكل  Lحلقه لی   می نامیم، که  pرا یك حلقه لی همگن از مشخصه  21...

jijiدر آن  LLL ],[ ر و هiL  یكp-  گروه است، و می توان نشان داد چنین حلقه های لی که

به شكل  PL  به ازای(p- گروهP. نیستند وجود دارند ) 

یك خودریختی از هر  ، لذا PchPiباشد. چون  Pیك خودریختی  اکنون فرض کنیم 

iL  و همچنین از PL عنوان گروه آبلی( را القاء می کند.ه ) ب 
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اگر  PL ل یك جبر لی حوpZ  باشد و  خودریختی ای باشد که یك تبدیل خطی از PL 

، Pدر  ,yxاست، آنگاه چون برای هر  pZرا القاء می کند که یك فضای برداری روی 

    yxyx ,,    بلافاصله از تعریف PL : داریم 

.    yxyx ,,  

ضرب لی  لذا  PL  ، را حفظ می کند و همچنین بنا به تعریف  یك خودریختی PL     

باشد و  Pخودریختی pیك  علاوه اگر ه ( می باشد. بpZ رویعنوان حلقه لی یا جبر لی ه )ب

h  خودریختی همانی PL  را القاء کند. آنگاهh طور بدیهی روی هر ه ب
 iii PPL  عمل     

روی  h،  8-7-8را پایا می سازد. اما آنگاه بنا به قضیه  P، سری مرکزی پایینی  hمی کند. لذا 

P انی است. لذا هم  دارای مرتبه یكسانی روی PL  وP .می باشد 
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2    CL- زیرگروهها 

 نتایج اساسی     2-8

این بخش را با بعضی نتایج اساسی در مورد عناصر SF    ، S  A  و S1F  شروع می

کنیم، ابتدا دو نتیجه سرمك و دلگادو که موارد خیلی خاص هستند را بیان می کنیم و برای آنها 

 برهان هایی زیبا و کوتاه می آوریم.

فرض کنید  قضيه.   2-8-8 S1FRQ,  : آنگاه 

QRRQ  )الف(   و S1FRQRQ ,. 

 )ب(     RCQCRQC SSS    . 

RQزیرگروه  Tفرض کنید  برهان:  RQر می شویم که کاردینال زیرمجموعه باشد. یادآو ,

 صورت زیر است.ه ب Sاز 

RQRQRQ . 

 : در نتیجه

       TCRQTCTSfQCQ SSS 


 

       (2-8-8.                     )    RQRCQCRQ SS                         

     

 بنابراین

(2-8-2)      RQRRCQCQC SSS  .                      

وضوح ه ب     RCQCRQC SSS  ( داریم:2-8-2و بنا به رابطه ) 

             RCQCRCQCRCQCRQC SSSSSSS   

(2-8-8 )                              RQRCR S                                 

 آنگاه داریم:
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       SfRCRRQCRQSf SS 
 .  

( و        2-8-2طور مشابه در روابط )ه ( و ب8-8-2این نتیجه می دهد که همه نامساویها در رابطه )

RQT(  تساویند. و در نتیجه 2-8-8)     .لذا )الف( و )ب( برقرار است . 

مجموعه  نتيجه.   2-8-2 S1F است  منحصر به فرد دارای بزرگترین و کوچكترین عنصر

 )تحت شمول(.

 بدست می آید.  ]8[درمرجع  8-2و  8-8گزاره بعدی از لمهای       

فرض کنید گزاره.    2-8-8 S1FQ آنگاه 

.  QCCQ SS,      S1F QCS 

فرض کنید  برهان:   QCRRCT SS  TQآنگاه   ,  :و داریم 

.     SfRRCRTRQSf S 
 

 و نتیجه حاصل می شود. 

 شرایط زیر برقرار هستند:   گزاره.   2-8-4

الف( )   SfSf 1  . 

)ب(   SF      زیرمجموعه S1F  .است 

)ج(  برای  S1FQ  ،Q  یكCL- زیرگروهS  است )یعنی SQF  

 QCQ S.) 

 منحصر به فرد بزرگترین عنصر  CLS)د( SF     و S1F .)است )تحت شمول 

برابر  CLSبه یاد آورید که  برهان:  SF     1، 2-8-2می باشد. بنا به نتیجهF S    دارای

، 8-8-2می نامیم. آنگاه بنا به گزاره  Rاست، که آنرا بزرگترین عنصر   RRCS وضوح ه ، ب

   RZRCS  پس 

 .       SfRCRRZRSf S 
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در  Qاز طرف دیگر برای هر زیرگروه  SF      :داریم 

       SfQCQQZQSf S 
. 

که این )الف( ، )ب( و )ج( را نتیجه می دهد. بنا به )ج( داریم  SRF     در نتیجه .CLSR  

 و قسمت )د( نتیجه می شود. 

فرض کنید  گزاره.   2-8-5 S1FQ  آنگاه QCQ S  یكCL- زیرگروهS  است و

 :داریم 

      QZQCZQCQ SS . 

فرض کنید  برهان: QCC S :بوضوح داریم . 

    QCZCQQZ S . 

،   8-8-2بنا به گزاره   QCCQ SS  لذا    QZCQQCZ S    و این

 تساوی را نتیجه می دهد.

CQQفرض کنیم  *  آنگاه  **)( QCQQZQCS    چون S1FQنا به . ب

داریم،  8-8-2و قضیه  8-8-2گزاره  S1F*,QC  1-8-2و بنا به گزاره  ،*Q  یكCL-

 است. Sزیرگروه 

باشد آنگاه  Sزیرگروه -CLیك  Qاگر   نتيجه.   2-8-6   QZQCS . 

 )الف( و )ب( نتیجه حاصل می شود.1-8-2با استفاده از گزاره  برهان:

 آبلی باشد. به آسانی می توان نتیجه گرفت که  Sفرض کنید   مثال.   2-8-7

 S S1F  SF      وS  تنهاCL- زیرگروهS .است 

 یك گروه  Sاول باشد و یك عدد  pیك عدد طبیعی مثبت و  nفرض کنیم  مثال.   2-8-1

12فوق العاده خاص از مرتبه  np  از  نگاشتیباشد. آنگاهSSSS   بر رویS   یك فرم متناوب
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SSنامنفرد روی    مانند یك فضای برداری روی(را نتیجه می دهدpF با استفاده از خواص .)

 استاندارد فرمهای متناوب به آسانی می بینیم .

        nn pSfpSd ,.  

  S1F  شامل تمام زیرگروههایS  است که شاملS   .هستند 

  SF      شامل تمام زیرگروههایS  است که شامل عنصری از SA    .اند 

و  می باشند Sزیرگروههای مینیمال -CLهمان  Sویژه ، زیرگروههای آبلی بزرگ ه ب 

SSCL  در فصل بعد نتیجه می شود که  2-8)الف( و نتیجه 8-8. )همچنین از قضیه  SSJ ) 

طوره سره شامل ه که ب Sاز  Aفرض کنید برای هر زیرگروه آبلی نرمال   لم.   2-8-9

 SZ داشته باشیم: ،است 

 .   SZSACA S  

 زیرگروه مینیمال خودش است.-CLیك  Sآنگاه

-CLباشد، که یك  Tدارای یك زیرگروه سره  Sبه برهان خلف فرض می کنیم  برهان:

 می باشد. فرض کنیم Sزیرگروه 

)( ** TZAوSgTTT gS . 

STآنگاه  *  وST *  در نتیجه .SA  1-8-2و گزاره  8-8-2. بنا به قضیه  ،*T  یك

CL- داریم:  9-8-2و نتیجه  8-8-2زیرگروه است. لذا از گزاره 

     ACTCCTSZTCA SSSS  )(,)( ***. 

 و 

      SSZSfTfTAACA S  )( **
. 

چون SZA   و   STACS  لذا  * SZA  ،و بنا به فرض داریم .

    SSZACA S  .که یك تناقض است 
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یك عدد اول فرد باشد. مثالی ارائه می دهیم )پیشنهاد شده  pفرض کنید    مثال.    2-8-81

در نتیجه یك زیرگروه خودش است )-CLو تنها  pپوچتوانی ردهاز  S( که 85وسیله اسكاپولاه ب

CL- 3زیرگروه مینیمال خودش است(. قرار دهید pS که ،  8گروه نوتینگهام )تعریف-

.  است و pF( برای میدان متناهی 5-8 . .   یك سری نزولی از زیرگروههای نرمال  21

 داده شده است داریم: 5-5-8که در قضیه می باشد و همانند شرحی 

(2-8-1.        )   1      برای هر عدد صحیح مثبت   وi      ،pii  1 

(2-8-5  )       















،podmsrاگر

،podmsrاگر

sr

sr

sr

1

,.  

1در  gبرای   9-5-8قضیه  وبنا به nn : داریم 

(2-8-9)
















podmn،gاگر

podmn،gاگر
g

n

nn

1

1

2

1

,

,
              

                                        

فرض کنید به ازای   pi ,....,,  ،3 piiS آنگاه یك سری نزولی از زیرگروههای .

 بدست می آوریم ، Sنرمال 

1321  pSSSS ....  

 ( داریم:5-8-2و ) ( 1-8-2از روابط )

(2-8-7             )    .pSS،pi ii  1221 ,...,, 

21و برای   pji :داریم 

(2-8-1  .     ) 
 




















   ,

,

,

,

ji

i

ji

S

pjياpjiاگر

pjiSاگر

SS 311

2112

 

که شامل  Sو تنها زیرگروههای نرمال 
pS می باشند عبارتند از 

                                                 
35 C.Scoppola 

 در غیر اینصورت
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 451 SSS p ,,...,  و زیرگروههایی ازS  3که شاملS (                           .6-8-2هستند) 

 لذا                 

ip
i pS،pi  3321 ,...,,.  

 رت  زیر بدست می آید:بصو Sو سری مرکزی کاهشی 

(2-8-86 .                           )131431   pp SSSSSS ...  

 pو رده پوچتوانی  ppگروه از مرتبه -pیك 1pSS(، 86-8-2( و )7-8-2بنا به روابط )

در مرجع  89ماکسیمال می باشد، این مثال شبیه مثالهای شپرد کلاساست و لذا از  31  87کواکسو 

 می باشد. در نتیجه: ]87 [ در مرجع 81گرین-و لیدهام

(2-8-88.               )    111   pppp SSZSSSSZ ,  

فرض کنید   23 prدرمی ( به آسانی 88-8-2( و )6-8-2( و )1-8-2وسیله روابط )ه ، ب

rrpیابیم که،  S،S،وS 11  هستند که شامل  Sتنها زیرگروههای آبلی نرمال  ... SZ  می

prriباشند و برای  ,...,,  :داریم 

   ipiS SSC  و        .3  33   piip
iSi pppSCS  

 ( خواهیم داشت .88-8-2و از رابطه )

42  ppSpSSZ )(. 

 زیرگروه مینیمال خودش است.-CLیك  S،   6-8-2لذا بنا به لم  

 

2-2  .CL- زیرگروهها و زیرگروههای آبلی بزرگ 

 

-CLویژه هر ه ی آبلی بزرگ وجود دارد. بزیرگروهها و زیرگروهها-CLیك رابطه نزدیكی بین 

 زیرگروه یك زیرگروه آبلی بزرگ است که اکنون نشان خواهیم داد.

                                                 
36 hepherdS 
37 ovacsC 
38 Gerin-Leedham 
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 Sرگروه آبلی بزرگ از یك زی Aو  Sزیرگروه -CLیك  Qفرض کنید    قضيه.   2-2-8

 باشد آنگاه :

)الف(    QZAQ  یك زیرگروه آبلی بزرگS  .است  

 . AQQA)ب(

 است. Sزیرگروه -CLیك  AQ)ج( 

)د(   AQZAQCQA  . 

 فرض کنید برهان:

.  AQZz    و QZz،QAAk،AQR  :, 

داریم   9-8-2آنگاه بنا به نتیجه    QZQCS   و  AACS بنابراین . 

.      AQZRZRCS  

چون    QZQA :آبلی است داریم 

   QZQAAQAk         

(2-2-8)                         .    zzQAAQZQZQA        

zzkلذا   :اکنون داریم .                        

     zQQAAzQQRRZRSf  :: 

(2-2-2)                      . SfzQzkQ     

 ویژه ،ه ( هر دو تساوی می باشند. ب2-2-2)( و 8-2-2بنابراین روابط )

QAAQR ::        و       RZRSfQZQAA  ,  

 و این )الف( تا )ج( را نتیجه می دهد.

حال قرار دهید AQCC QA  آنگاه . AQCAQCC  . 

 :بنا به )الف( داریم 
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      QZAQCAQCCQ QQ   

      AQQZQZAQ  .                                                     

 لذا   AQZAQCC   ثابت می شود )د(. در نتیجه . 

 )ج( قضیه قبل بلافاصله نتیجه زیر بدست می آید.از قسمت        

شامل  CLSگروه    نتيجه.   2-2-2 SJ .است 

 باشد بطوریكه، Rدارای زیرگروه  Sفرض کنید   نتيجه.   2-2-8

   RCSSZR S:  آنگاه SJSS CL . 

 داریم : برهان:

.       SfSfRCRSZS S 


 

 زیرگروه خودش نیست.-CLیك  Sبنابراین 

ممكن است در حالت خاص برای  8-2-2نتیجه  تذکر.   2-2-4 SZR 2 کار برده ه ب

شود اگر       SZCSSZSZ S 22 . 

 حال مثالی ارائه می دهیم.

 L. فرض کنید nك عدد طبیعی است که ی nو  pفرض کنید  مثال.   2-2-5

xnو،1xمولد  nبا  pFمیدان اول  روی 8جبر لی نسبتاً آزاد از رده پوچتوانی  باشد و فرض  ...

کنید  LLL ,2  ، LLL ,23   32به آسانی می توان دید LL  دارای یك پایه شامل تصاویر

],[حاصلضربهای  ji xx  است کهnji  و 

 LZL 3.  ، 332 LLZLL   و  022  xLLxL , 

 طوریكه ه یكی می گیریم ب pاز توان  Sرا با گروه  L( 8-5بنابر قضیه لازارد )قضیه 

        22223 LLCSZSSLSZL S  ,,,. 
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اکنون   npLS 2 و   dpSZL 2  که  nnnd  . لذا برای این 22

گروهها  SJSS CL . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سومفصل 

 

CL-زیرگروههای مينيمال 
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8  .-CL زیرگروههای مينيمال 

ویژه نشان می ه زیرگروههای مینیمال را ثابت می کنیم، ب-CLدر این فصل، بعضی از خواص 

 و دارای زیرگروه مشتق یكسانی هستند( 9-8زیرگروه مینیمال هم مرتبه اند )نتیجه -CLدهیم دو 

 سیلو زیرگروه-pیك Sاست و در بعضی مواقع که  S(. بنابراین یك زیرگروه مشخص 2-8)نتیجه 

G  است این زیرگروه مشخص درG (6-8)تذکر  مال استنر. 

و  Sزیرگروه  -CLیك  Qفرض کنید   قضيه.   8-8 S1FR باشد و 

     RCQZRQQ Q*.  

 :آنگاه  

 است. Sزیرگروه -CLیك  Q*)الف(

باشد آنگاه  Sزیرگروه -CLیك  R)ب(  اگر    QZRQQ *. 

 باشند آنگاه : Sزیرگروههای مینیمال -R ،CLو  Q)ج(  اگر 

      RRQQ،QZRQQ 


  

 و

.         RQCRQRZQZRQRQ S   
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 فرض کنید برهان:

.RQP ,    و RQCC S    ،CRQP ,*  

 داریم:  8-8-2و گزاره  8-8-2از قضیه 

  . S1F** ,,,, PQPPCRQ     و CRQP،RQP  *   

 و

(8-8                       )       RCQZRCQCC SSS . 

 لذا               

                                     CQRQCRQQPQ  * 

               QRCQZRQRCQZQRQ QS .     

بنابراین  S1F ** PQQ   داریم :  8-8-2، بنا به گزاره 

      

     RQZRQRQC

RQCCCCCRQCPC

S

SSSSS







)( *

 

 ، داریم: 8-8-2لذا از  قضیه 

       **** )()()( QRQZQZPCQCPQCQC SSSS  .   

 است که )الف( را نتیجه  می دهد. Sزیرگروه -CLیك  Q*، )ج(1-8-2بنا به گزاره 

،  9-8-2باشد، بنا به نتیجه  Sزیرگروه -CLیك  Rحال فرض کنید    RZRCS  لذا .

    RQRZQRCQ   دهد( از )الف( نتیجه می و )ب . 

شامل  Qوضوح ه باشند، ب Sزیرگروههای مینیمال -CLهر دو  Rو  Qدر پایان فرض کنیم 

*Q .است 

( ، بنا به )الف( و )ب   QZRQQQ  تقارن  . و بنا به*   RZRQR   این

 ( قسمت )ج( نتیجه می شود.8-8تساویها به همراه تساوی )
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دارای گروه مشتق یكسانی هستند که یك  Sزیرگروههای مینیمال -CLتمام    نتيجه.   8-2

 است. S زیرگروه مشخص

 بلافاصله نتیجه می شود.  8-8از قضیه  برهان:

فرض کنید   لم.   8-8    SLK،LKS،LCK،KCL SS , و K 

-CLمام باشد. آنگاه یك دو سویی بین مجموعه ت Sزیرگروه مینیمال-CLمشمول در تعدادی 

که  Lاز  Q* زیرگروههای مینیمال-CLو مجموعه تمام Kشامل  Sاز  Qزیرگروههای مینیمال 

LQQ * و*QKQ   .برقرار است ، 

QZKQ*در این دو سویی    که     LZKZSZZ . 

فرض کنید  برهان: SZZ : آنگاه ، 

       KZKKCKLLCKCZ SSS  . 

بطور مشابه  LZZ : پس ، 

(8-2     )                      .   LZKZLKZ   

 (8-8)                   می باشد.    Lو  Sزیرگروه -CLمشمول در هر  Zبنابراین 

ZTTفرض کنیم    برای هر زیرگروهT از S  که شامل خود(S  بنا به رابطه ،)می باشد

(8-2  ،)LKS  وضوح یك دوسویی بین مجموعه تمام زیرگروههای ه . بT  ازS  که شاملK 

 طوریكهه هستند وجود دارد. ب Zکه شامل  Lاز  T*موعه تمام زیرگروههای هستند و مج

. LTTTKTTKT  *** ,, 

ZKLKTدر این دو سویی   * ( داریم:2-8و بنا به رابطه ) 

(8-1    )              . TZKTKTKTKT ***  

 و

       )()()( *** TCTKCTCKCTKCTZ TSTTT   
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(8-5)                                  .)()()( **** TZTCTTCTL TT   

 بنابراین                                                   

   .  )( ** TZTZKTZT  

های مینیمال هزیرگرو-CLاکنون واضح است که، این دو سویی به دو سویی مورد نظر برای 

 محدود می شود.

فرض کنید   قضيه.   8-4 S1FT  وQ  یكCL- زیرگروه مینیمالS  باشد که شامل

T :است آنگاه 

)الف(    TCTQTC QQ ,  یكCL- زیرگروه مینیمال TCS .است 

از  Q*زیرگروه مینیمال -CL)ب( برای هر  TCS  گروه ،*QT  یكCL- زیرگروه مینیمال

است ،   Sدر  TCQ
QT * و  ** QTZTQT . 

فرض کنید برهان: TCC S 8-8-2وگزاره  8-8-2، بنا بر قضیه ، CCT S  و S1F 

می باشد. چون TCو Cشامل     CTCTCCTC SS   ج( نتیجه می 1-8-2لذا گزاره(

زیرگروه مینیمال -CLشامل  TCاست.  اکنون  Sزیرگروه -CLیك  TCدهد که 


Q  درS  است و

    CTCQZ S  داریم:8-8. از قضیه  ، 

    CTQZQQQ  0.   

آنگاه   TCTCQTCTQQ Q  وسیله ه ، ب8-8. اکنون می بینیم که نتیجه از لم

-CLدست می آید. )توجه کنید که ه ب TCو  T،Cبه ترتیب با  Sو  L،Kجا کردن ه ب جا

 می باشند.( TCهستند که مشمول در  Sوههای زیرگر-CLدقیقاً  TCزیرگروههای 

باشند و  Sزیرگروههای مینیمال -R ،CLوQفرض کنید قضيه.    8-5 RQCC S  

 : آنگاه

)الف(  C        RQCQZ،QZRQQو Q   QZ A . 
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هر گاه  )ب(  CRQURQ    آنگاهU  یكCL- زیرگروه مینیمالS  است اگر و

تنها اگر  CCU A. 

)ج(      RQوRZQZ . 

،  8-8و  8-8-2بندا بدر قضدایای  برهان: S1F     RQQZRQQ  . بندابراین ,

   RQCQZ Q  فددرض کنیددد .RQT   1-8، از قضددیه ، QZ  یددكCL- زیرگددروه

 داریم:    Cاز  Aاست. بنابراین برای هر زیرگروه آبلی  Cمینیمال 

          22
QZQZZQZCfAZAA . 

لذا QZA این نشان می دهد که . C QZ A   .و برهان )الف( را کامل می کند 

،  نتیجه می دهد که 8-8قضیه  Cدر  Pزیرگروه مینیمال -CLبرای هر   1 QZP ،

راف قبل نشان می دهد کهآبلی است و پاراگ Pلذا  CP A این نتیجه می دهد که . CA  

را نتیجه  ، قسمت )ب(1-8می باشد. اکنون قضیه  Cزیرگروههای مینیمال -CLدقیقاً مجموعه تمام 

می دهد و    QZTZTQ . 

داریم،  Rو Qهمچنین بنا به تقارن بین  C RZ A پس .   RZQZ  و 

         QQZTZTRZTZTR .   

 باشد و  Sزیرگروه -CLیك  Tفرض کنید    نتيجه.    8-6

Q  یكCL- زیرگروه ازS است. Qinmm 

 آنگاه شرایط زیر هم ارزند. 

mT)الف(   .   

 است. Sزیرگروه مینیمال -CLیك  T)ب(  

 زیرگروه مینیمال خودش است. -CLیك  T)ج(  
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زیرگروه -CLیك  Qوضوح ه باشد. ب mاز مرتبه  Sزیر گروه -CLیك  Qفرض کنید  برهان:

زیرگروه )ب( و -CL، می بینیم )الف( و )ب(  هم ارزند. از تعریف  5-8است. بنا بر قضیه  Sمینیمال 

 )ج(  نیز هم ارزند.

زیرگروه -CLیك  Qباشد و  Sیك زیرگروه نرمال سره  Tفرض کنید  قضيه.   8-7

 ار باشد:باشد و فرض کنید شرایط زیر برقر Sمینیمال 

(8 )TS   .آبلی است 

(2  )   TZSZ   و    TSSZTZ . 

(  برای هر 8)     SZTZxTxCS  ,. 

(1  )Q  مشمول درT   نیست. یعنیTQ. 

فرض کنید    TZTQQ * : آنگاه 

)الف(  TQZTQS   و   SZTZQ . 

 است. Sزیرگروه مینیمال -CLیك  Q*)ب(  

TchQQ)ج(  


 *. 

QTQتوجه کنید که  برهان:   و  )( *QZTZ  ( 8بنا به ،)  TSZ .  پس

   TZQSZ  فرض کنید .TSq :آنگاه 

(8-9 .                    )qTSTQQQQ   

ابتدا فرض کنید    SZTZQ  ( داریم:8، لذا از ) 

(8-7 .      )     SZTZQZ      و     *QTQTZQCQZ Q   

بنابراین   )( *QZQZ  ( داریم:2و از ) 

 .             qSZTZQZTZTZQZQZ  )( * 

 ( داریم:9-8در نتیجه از رابطه )
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 .        SfQZQQZqqQQZQ )( **  

ویددژه ه تمددام روابددط فددوق تسدداوی خواهنددد بددود، بدداسددت و  Sزیرگددروه -CLیددك  Q*پددس 

QqQQ *  تناقض دارد. این تناقض نشان می دهد : 9-8،که این با نتیجه 

(1-1                                )   SZTZQ . 

 ( داریم:2( و )1-8از رابطه )

            QTZTZTQTZTQTQQ  * 

     TQQTSqSZTZ     .                       

QQلذا  *،  همچنین . 

           TZQZTZQZQZQZTQZQZ   )()()( *** 

        TQZQZTSqSZTZ          

لذا  QZQZ )(  و دوباره خواهیم داشت :*

 .   SfQZQQZQ )( ** 

 ویژه ه است، تمام نامساویهای فوق تساوی هستند ب Sزیرگروه -CLیك  Q*چون 

.    TQZQZTSوQQ  * 

 )ج( گزاره های )الف(  تا )ج(  بدست می آیند.8-8و قضیه  9-8(، نتیجه 1-8اکنون از رابطه )

 باشد و فرض کنید. Sزیرگروه نرمال سره  Tفرض کنید   نتيجه.   8-1

(8  )TS  .آبلی است 

(2  )   TZSZ   و    TSSZTZ . 

(  برای هر 8)     SZTZxTxCS \, . 

 آنگاه باشد ، Sزیرگروه -CLیك  Qفرض کنید 
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 است . Tو یك زیرگروه مشخص  Sزیرگروه مشخص  Q*)الف( 

نباشند، آنگاه   Tمشمول در  Sزیرگروههای مینیمال -CL)ب(  اگر بعضی از  QCTS S . 

 ا بهباشد، آنگاه بن Tمشمول در  Qطور مشابه اگر ه و ب SchQ،  2-8بنا بر نتیجه  برهان:

 .TchQ،   7-1قضیه 

نتیجه  نیست، بنا به Tباشد که مشمول در  Sزیرگروه مینیمال -CLیك  Rحال فرض کنیم 

 داریم: 7-1و قضیه  8-2

 .QR          و TRZTRS   

پس    TQCTRCS SS  . 

است و  Gسیلو زیرگروه در گروه متناهی -pیك  Sآپ -در مسائل پوشینگ  تذکر.   8-9

، مخصوصاً زیرگروههای Sوسیله مطالعه نرمالسازهای زیرگروههای غیرهمانی ه را ب Gساختار 

 د. در بسیاری مواقع این موضوع به مورد خاص زیر ساده می شود: مشخص، مورد بررسی قرار می ده

S  یكp- سیلو زیرگروه یك گروه متناهیG است ؛ 

T  بزرگترینp- زیرگروه نرمالG است ؛ 

  TTCG ؛ 

S  از  منحصر به فردمشمول در یك زیرگروه ماکسیمالG است؛ 

),( npPSLKG 2  برای بعضی زیرگروههای نرمالK  درG و عدد طبیعیn؛ 

       GZSZوSJZCS   درG (                      .6-8نرمال نیست) 

MT)برای   7-9-8وسیله لم ه در اینجا ب  برقرار است و  1-8( فرض نتیجه 

(8-86 .                           )      SZTZTZ 1 

 نرمال است. G،  در 1-8(، مذکور در نتیجه T) و  Sدر  Qزیرگروه مشخص  بنابراین

 قرار می دهیم :
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. Q  یكCL-مال زیرگروه مینیS است.   QZaxmm 1 { 

 در نظر می گیریم، Sدر  Qو شرط زیر را روی یك زیرگروه 

(M  .         )Q  یكCL- زیرگروه مینیمالS است     و      QZm 1 

فرض کنید  Sدر  Qبرای هر زیرگروه  Q  زیرگروه فراتینیQ   باشد و 

. Q ف( رضMرا برقرار کند ) QSM . 

( و کمی 86-8طور مشابه تعریف می کنیم. بنا به )ه را ب MRنیز  Sدر  Rبرای هر زیرگروه 

 دست می آید و داریم:ب  6-8موضوع در شرط   7-8تغییرات در برهان قضیه 

   .GTS MM   

وجود دارد که  S( برقرار باشد، آنگاه یك زیرگروه مشخص غیرهمانی در 6-8بنابراین اگر رابطه )

زیرگروه -CL، یا  9-8و  2-8 ، که در این حالت بنا به نتایجMSنرمال است، مگر اینكه  Gدر 

منطبقند یا آبلی مقدماتی هستند. همچنین در حالت اخیر،  Sبر زیرگروههای آبلی بزرگ  Sهای 

داریم،  Sدر  BوAنتیجه می دهد که برای تمام زیرگروههای آبلی بزرگ  8-8-2قضیه 

 BACABBA S  در فصلهای بعد( زیرگروه آبلی  86-5و نتیجه  7-1قضیه  و )بنا به

وسیله ه ب Sبزرگ  SJ  و هر زیرگروه نرمالS چتوانی حداکثر از رده پوp .نرمال می شود 
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CL- زیرگروه اکسترمال 
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4 .CL- زیرگروه اکسترمال 

ت به رابطه شمول و بنا به زیرگروههای مینیمال بنا به تعریف نسب-CLزیرگروهها، -CLدر میان 

وسیله مقایسه زیرگروهها، نوع ه نسبت به کاردینال مینیمال هستند. در این فصل باز هم ب 9-8نتیجه 

ارائه      Sزیرگروه مینیمال در -CLدیگری از ترتیب جزئی را معرفی می کنیم و با استفاده از آن یك 

وسیله ه هیم که بمی د SJ  و تمامCL- زیرگروههای مینیمالS  نرمال می شود. در این فصل

از رده پوچتوانی حداکثر  Sوسیله هر زیرگروه نرمال ه نشان می دهیم که این زیرگروه همچنین ب

p .نرمال می شود 

TTTTسری مرکزی و Sیك زیرگروه Tفرض کنید  تعریف. 4-8 k  ...101 

 صورت زیر تعریف می کنیم،ه ب Tای را روی مجموعه تمام زیرگروهه باشد. ترتیب جزئی  Tاز 

BA   اگرBA  و 

ii)الف(   TBTA،ki   ,...,1. 

ii)ب(   TBTA،kii   1, . 

باشد آنگاه  Tزیرگروه مینیمال -CLیك  Qو  Sیك زیرگروه  Tفرض کنید  تعریف.   4-2

Q  یكCL-( زیرگروه اکسترمالECL- زیرگروهT است اگر یك سری مرکزی )  ازT  موجود

باشد که  QZ  یك عنصر مینیمال مجموعه 

 .R  یكCL- زیرگروه مینیمالT  .است  RZ 

 اکسترمال است. با رابطه  Qباشد. در این حالت می گوییم  ی تحت ترتیب جزئ

باشد،  Sدر  Tمشمول در یك زیرگروه  Sاز  Qزیرگروه اکسترمال -CLتوجه کنید که اگر یك 

 است. Tزیرگروه اکسترمال از -CLیك  Qآنگاه 

زیرگروه -CLنرمال می باشد، یك  Sکه در  Sاز  Qزیرگروه مینیمال -CLهمچنین هر 

دارد که شامل  Sاست. چون این زیرگروه یك سری مرکزی از  Sاکسترمال از  QZ .است 
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 داریم.اکنون به دو قضیه مهم زیر نیاز 

ABBAزیرگروههای آبلی در یك گروه باشند و  Bو Aفرض کنید  قضيه.   4-8   آنگاه

 BA .آبلی است 

 مراجعه شود. ]971 ص 2[به  برهان:

 ،Sxباشد ،  Sرگروه آبلی یك زی Aفرض کنید قضيه.    4-4

   MCMBوAaaxaxAxM A  11, 

 آبلی باشد آنگاه : Mو فرض کنید  

S  ،NANBاز  N)الف(  برای هر زیرگروه نرمال   . 

SSSSر )ب(  اگ k   آنگاه ABباشد و  Sیك سری مرکزی  101...

 .ii SASB،i   

 مراجعه شود. ]86 ص 8[به  برهان:

و فرض کنید  Sxباشد ، Sزیرگروه مینیمال -CLیك  Qفرض کنید   قضيه.   4-5

  QZx  آبلی باشد و  ,

 .     QZZوZxMMCMYYQQT Z
x  ,,,)(  

 آنگاه ،

 است.  Sزیرگروه مینیمال -CLیك   T)الف( 

)ب(     TZYYCT S  ,. 

xQاگر    )ج( YZداریم،  Sاز  را نرمال نكند، آنگاه به ازای هر سری مرکزی  , . 

و  xQRفرض کنید  برهان: RQCC S   آنگاه RZZ x  و 

(5-8  ) .    CRQCZZZwzwzxzxMCMY S
x

Z   ,,,11 
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 نیز آبلی است. چون Yآبلی است. همچنین  Mبنا به فرض، 

. YRQT   وCY   و  CTTZY  

CTبنابراین    باY ، RQ  و همچنینT جا می شود. بنابراینه ب جا 

(1-2  .                                )  CTTZY  

 داریم: Sاز  Nبرای هر زیرگروه نرمال   1-1بنا به قضیه 

(1-8          )                          .NZNY   

ZYاگر و    آنگاه برای هر سری مرکزی  ازS :داریم 

(1-1 .                          )UZUY؛U    

در  Z،  5-8بنا به قضیه  CA   ( با 8-1قرار می گیرد، بنا به( )SN ( و )داریم:2-1 ) 

 .  CCTTZY    وYZ  

 بنابراین 

(1-5   .           )  CTTZY       و CYA       ،ZY  

 ، 8-2-2است. و بنا به گزاره  Sزیرگروه مینیمال -CLیك  T)ب(  ، 5-1بنا به  قضیه 

       YCTZCTCCT SSSS . 

 این )الف(  و )ب(  را ثابت می کند. 

را نرمال نكند، چون  x ،Qحال فرض کنید  ZCQ S  ایدن نتیجده مدی دهدد کدهx ،Z  را

 نیسدتند. پدس بندا بده  Zمشمول در  Yو   Mنیست. لذا  Zمشمول در  xZنرمال نمی کند. آنگاه

S  ،YZاز  ( داریم : به ازای هر سری نرمال 1-1( و )1-8(، )1-5) )را می دهد. . و این )ج 

 صله نتیجه زیر بدست می آید.بلافا 5-1از قضیه       

و  Sxباشد،  Sزیرگروه اکسترمال -CLیك  Qفرض کنید  نتيجه.    4-6  QZx , 

 را نرمال می کند. x  ،Qآبلی باشد. آنگاه 

 باشد آنگاه  Sزیرگروه اکسترمال-CLیك  Qفرض کنید  قضيه.   4-7
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و  Sیك زیرگروه آبلی  B)الف(  اگر  QZB  یا( BQZ زیرگروه )S باشد آنگاهB  ،Q 

 را نرمال می کند.

وسیله ه ب Q)ب(   SJ  و هرCL- زیرگره مینیمالS .نرمال می شود 

فرض کنید  برهان: QZZ . 

BZZB)الف(  در اینجا     8-1پس بنا به قضیه ،  ZB آبلی است، همچنین  , Zx برای  ,

 را بكار می گیریم.  9-1آبلی است، اکنون نتیجه  Bxهر 

را عضوی از Aب(  ابتدا ) S A  8-2-2در نظر بگیرید بنا به قضیه  ،  AZAQC AQ . 

را نرمال می کند. چون عناصر  A   ،Qبنا به )الف( ،  SA   ، SJ  را تولید می کنند، لذا

 SJ  ،Q .را نرمال می کند 

در نظر بگیرید و فرض کنید Sزیرگروه مینیمال -CLرا  Rسپس  RZY  ه بنا به قضی   

 )ج(  داریم:1-8-2و گزاره  2-8-8

 .      YZRCQCRQC SSS  

 )ج(  داریم :8-8را نرمال می کند ، لذا بنا به قضیه  Y  ،Qبنا به )الف(  ،

   QNYRQR S .   

 را نرمال می کند. R  ،Qو لذا 

وسیله هر زیرگروه آبلی ه ب Sاز  Qزیرگروه اکسترمال -CLنشان می دهد که یك  7-1قضیه 

وسیله هر زیرگروه ه ب Qنشان می دهد که  5، نرمال می شود. نتیجه اصلی ما در فصل  Sنرمال 

نرمال می شود. در ادامه این فصل چندین نتیجه مقدماتی  pاز رده پوچتوانی حداکثر  Sنرمال 

 در جهت این هدف ثابت خواهیم نمود.

 باشد و Sیك زیرگروه آبلی  Aفرض کنید  لم.   4-1

.  TAوTNxST S  , 
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فرض کنید   1pxA ijو برای تمام اعداد طبیعی ,; pjiکه،  ,  ،داشته باشیم ،

     jxAixA  آنگاه: ,;,,;

Ayxxآنگاه  p)الف(  اگر   yA  .آبلی است 

 فرد باشد، آنگاه رده پوچتوانی  p)ب(  اگر 

 .i  .عدد صحیح است
ixA 

 است. pحداکثر 

xASگروه است. فرض کنید، -2یك  Sیست فرض کنید )الف( در اینجا نیاز ن برهان: ,*  

AxUو  : آنگاه . 

  . SxAU ,    )و  )بنا به فرض  1,, xxA 

 داریم: Aدر  gبنابراین، برای هر  

x  باxgxg 11   و همچنین باgg xوx )(  .جابجا می شود 

جا می شود و در ه ب جا Uبا  xلذا  UZ  قرار دارد. همچنینSU  ، 

 .   UZxUSUZ A  ,  

 آبلی است.  Uیعنی 

 مراجعه شود. ]81[در مرجع   5-2)ب(  به لم  

و  Sxباشد،  Sزیرگروه اکسترمال -CLیك  Qفرض کنید  لم.   4-9 QZZ  ،

 همچنین فرض کنید: 

 (8  )  1p؛xZ , . 

ij(  به ازای هر عدد صحیح2)  که   ,     pji،jxzixz   فرض کنید ,;,,;1

 . ICC S   و  i  .عدد صحیح است
ixQI   
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 آنگاه : 

i  ،CZ)الف(  برای هر عدد صحیح 
ix  و  

ixZC. 

 است. pدارای رده پوچتوانی حداکثر  Cفرد باشد، آنگاه  p)ب(  اگر

هستند، به توی      Iکه شامل  Sزیرگروههای مینیمال -CLمجموعه تمام  )ج(  یك دو سویی از

 صورت زیر داده شده است:ه وجود دارد، که ب Cزیرگروههای مینیمال -CLمجموعه تمام 

 .      )(,)(, **** RZRZRIRRICCRRR R  1  

 اکسترمال باشد را در نظر بگیرید، و فرض کنید ، با رابطه  Qکه  Sاز  )د(  سری مرکزی 

 .   TCT    

است و  Cرکزی از یك سری م  آنگاه  ICQ  با رابطه   .اکسترمال است ، 

i،Q)الف( برای هر عدد صحیح  برهان:
ix  یكCL- زیرگروه اکسترمالS  است و همچنین

متعلق به  S1F می باشد و 

(1-9   .                       )
iii xxx

S ZQZQC  )()( 

ij)ب(  به ازای هر عدد صحیح7-1بنا به قضیه   داریم:  ,

ixQ  ،
jxQ            .(7-1)                         را نرمال می کند 

 داریم: k( و مقدمه، برای هر عدد مثبت 9-1، رابطه ) 8-8-2بنا به قضیه 

 . SFQQQ
kxx

1 ...   

  .
kk xxxx

S ZZZQQQC ...... 





  

، jوi(، به ازای هر عدد صحیح7-1بنا به )
ij xx Z،Z رمال می کند. بنابراین را نI  متعلق به

 S1F .است . پس )الف(  را بدست می آوریم 

 بدست می آید.  1-1)ب(  با استفاده از )الف(  و لم 
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 Rمانند  Sزیرگروه مینیمال -CLاستفاده می کنیم. فرض کنید  برای هر  1-8)ج(  از قضیه 

I  ،شامل    ICCRR R  الف(، 1-8. بنا به قضیه( ICR  یكCL- زیرگروه

است و  Cمینیمال  ICIR R21. )این نشان می دهد که برای RR   ،   21 RR   .)

همان دوسویی  این برقرار است. بنابر Cزیرگروه مینیمال -CL)ب( این برای هر 1-8و بنا به قضیه 

داریم،  R*مانند  Cزیرگروه مینیمال -CLعلاوه برای هر ه ت. بخواسته شده اس

)()( ** RZRCC لذا ، 

 .  )()()()( ****** RIZRCICRIRCRIRZ SSC   

 و نتیجه حاصل می شود.

باشد  C زیرگروه-CLیك  R*است. حال فرض کنید  Cیك سری مرکزی وضوح ه )د(  ب 

است و Sزیرگروه مینیمال -CLیك  R. بنا به )ج( ،RIR*و ICQ  یكCL- زیرگروه

 است. Cمینیمال 

(1-1    ) .       CRZRZوCICZQZ Q  )( * 

اکنون فرض کنید  *RICQ ( و ب1-1.  بنا به ) وسیله تعریف ه به ازای هر ،N   در 

 داریم:

       NRZNCRZNCICZNQZ Q   )( *
. 

 وجود دارد که ، Nطور مشابه یك ه و ب

.    NRZNQZ   

RQبنابراین    اما ،Q  یكCL-زیرگروه اکسترمال S  با رابطه  می باشد، که یك

 تناقض است.
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 . نتيجه گيری 5

وسیله ه ب Qباشد. در فصل قبل نشان دادیم که  Sزیرگروه اکسترمال -CLیك  Qفرض کنید 

 SJ  و هرCL- زیرگروه مینیمالS  نرمال می شود، در این فصل نشان می دهیمQ وسیله هر ه ب

 نرمال می شود. pثر از رده پوچتوانی حداک Sزیرگروه نرمال 

 نیاز داریم. ]6[برای آن، به نقل قضیه قوی لازارد و بعضی کاربردهای گرفته شده از مرجع 

ا استفاده باشد، آنگاه ب pگروه از رده پوچتوانی حداکثر -pیك  Tفرض کنید .8-5قضيه 

عنوان یك حلقه لی در نظر می گیریم. که در ه را ب Tهاسدورف،  -از وارون سازی فرمول بیكر کامبل

 T ترتیب با زیرحلقه و ایده آل یكی هستند. و جایگشته این حالت، مفهوم زیرگروه و زیرگروه نرمال ب

Tyxاگر و فقط اگر خودریختی یك حلقه باشد. بنابراین فرض کنید یك خودریختی گروه است  , 

xyyx، آنگاه    در گروه( اگر و فقط اگر(  yx )در گروه(  xy)در حلقه لی( و در این حالت  ,

yxمساوی با   خصوص برای هر عدد صحیح ه لی( است. ب )در حلقهnxn )در  nx)در گروه( با  ,

 حلقه لی( برابر است.

است  T، یك زیرگروه جمعی Tاز یك حلقه لی  Uطور معمول یك ایده آل ه توجه کنید که ب

که   UTU , . 

 فرض کنید ::  فرضها   5-2

(8 )e یك عدد صحیح مثبت وR   حلقهZpZ e .است 

(2)L  یك  R-.مدول متناهی است 

(8 )  یك خودریختی L .است 

(1  ) ریختی درون  از L  است. )یعنی    xxx   برای هرLx. ) 

(5  )p . 
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-Rفقط یك گروه جمعی است. بنابراین یك  Lمدول -Lpe ،Rتوجه کنید که چون 

Mpcاست، اگر  L فقط یك زیرگروه Lاز  Mزیرمدول آنگاه طول ترکیب ،M عنوان یك ه ب

R- مدول برابرc  است. همچنین هر درونریختیL   یك درونریختیR- مدولی L .است 

ZpZ رویعنوان یك جبر لی ه ممكن است ب  T، گروه 8-5ضیه طور مشابه در قه ب e  در نظر

Tx  ،1طوریكه به ازای هر ه گرفته شود، ب
epx . 

pnاست. )که در اینجا می گیریم  8-8-8حالت خاص فرضهای  2-5فرضهای  وسیله ه ( و ب

     دسته می برد، ب M*مانند Lرا به یك زیرگروه  Mمانند Lتعریف یك نگاشت که هر زیرگروه 

 ارای خواص زیر است. د این نگاشت 5-8-8و قضیه  1-8-8، نتیجه  8-8-8می آید. بنا به قضیه 

 Mو علامتگذاری فوق برقرار باشد و فرض کنید 2-5فرض کنید فرضهای  قضيه.   5-8

  دارای خواص زیر است. L در M*باشد. آنگاه زیرگروه   Lزیرگروهی در 

 ثابت است.  تحت  M*)الف(

MMثابت باشد آنگاه  تحت  M)ب(  اگر  * . 

MM)ج(   *. 

**داریم   Nمانند M )د(  برای هر زیرگروه  MN . 

 :داریم Xمانند  L ثابت -(  برای هر زیرگروه د)ه

  XMXMXMXM  ***
, . 

 (   اگر و)

LLLL m  ...100 

 شد کهبا  Lیك سری صعودی از زیرگروههای 

 


  ii LL،mi ,...,,.   

i ،miآنگاه وجود دارد    طوریكهه ب 
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ii LMLM  *. 

 ثابت باشد. تحت  M مگر اینكه 

 باشدد و R یك جبر لی تحدت  L ، فرض کنید که 8-5با نمادگذاری قضیه   قضيه.   5-4

و فدرض کنیدد بدرای باشد.  Mیك ایده آل Nو  L یك زیرگروه  Mباشد. L یك خودریختی

Myxتمام  ,، 

    ],[ yx ii  

njiاعداد صحیحی باشند که  ,ijهرگاه  :آنگاه 

 است.  Lیك زیرگروه  M*)الف( 

)ب(  *** ,],[ NMNM . 

)ج(    )( **
MZMZ  . 

 نیز اینگونه است. M*باشد. آنگاه  kحداکثر  ردهپوچتوان از  Mیك عدد طبیعی و kاگر  )د( 

 .*bMآنگاه  bMو  Rbاگر  ( د)ه

، اهی به کار می گیریم. در نتایج زیرگروههای متن-pاکنون نتایج خود روی جبرهای لی را برای

عنوان جبر لی مطرح می شود. در جایی که ممكن است این دو ه عنوان گروه و هم به هم ب Hگروه 

را  Hیعنی  LHعنوان گروه در نظر می گیریم و نماد ه را ب H یعنی GHبا هم اشتباه شوند، نماد 

 عنوان جبر لی در نظر می گیریم.ه ب

. و Sgباشند و  Sزیرگروههای  Rو  Qناهی باشد، گروه مت -pیك S فرض کنید لم.   5-5

RQباشد،  pدارای رده پوچتوانی حداکثر   Rفرض کنید   وg ،R  را نرمال کند، فرض کنید

  خودریختیR وسیله مزدوج ه داده شده بg  در گروهS  باشد . یعنی  gxgx . 

 LRعنوان خودریختی )و یك درونریختی( ه را ب و  LRعنوان یك حلقه لی ه را ب  Rهمچنین

 در نظر می گیریم، آنگاه:
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)الف(   gQG  نرمال می شود. GQوسیله ه ب ,

i ،حیح مثبت )ب(  برای هر عدد ص  L
i
Q  مشمول در i؛gQG  است. ,

هستند. اکنون برهان را  5-1-8حالت خاص لم  iقسمت )الف(  و )ب(  برای حالت  برهان:

 گسترش می دهیم.

GQyx)الف(  برای  , :داریم 

     gygxyxyyxxygyx yggg ,,,   1111.  

  بنابراین

.       gQgygyxgx G
y

,,,, 
1 

 و  Qxعنوان یك گروه در نظر می گیریم. فرض کنیم ه را ب R ، ابتدا  i)ب(  فرض کنید 

.gxxzzxT     و  ,, gQTT G ,0 

متعلق به  zآنگاه 


T :است و بنا به )الف(  داریم 

.  zxxgxgxxTTT g  1
00 ,, 

 دوری و همچنین آبلی است. 0TTپس 

یك ایده آل در حلقه  0T،  8-5عنوان حلقه لی در نظر می گیریم، بنا به قضیه ه را ب Rاکنون 

 گروه آبلی است(. 0TT) چون  همنهشتی های زیر را داریم 0Tو به پیمانه است  Tلی 

  .      01  xxxxzxx  , 

پس  x  متعلق به gQG  كه خواسته شده است.طوری است همان ,

kiبرای  )ب(و  kحال فرض کنید    برقرار باشد. فرض کنید kgQP G ;,  آنگاه

  PQL
k

  چون )ب(  برایi :برقرار است داریم 

            11111
1




kgQgPPQQ LLLL
k

L
k

;,, 

 را بنا به استقراء کامل می کند.  و این برهان )ب(
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فرد باشد، رابطه شمول می تواند یك رابطه سره باشد. برای   pاگر 5-5در لم  نتيجه.   5-6

 این منظور مثال زیر را در نظر بگیرید.

 با پایه  pFبعدی روی میدان اول  9یك حلقه لی  Mمثال : فرض کنید

 kji wv که     .,  i  و  kj 

323121باشد و ضرب   www واقع شوند و برای  Mدر مرکز ,,  ji ،ijji wvv ],[ 

 وجود دارد(. Mچنین)به آسانی می توان دید که 

 باشد بطوری که pFروی  M تبدیل خطی فرض کنید 

33 vv       322211و vvv،vvv      

      3232 ww      32313132312121 و www،wwww  
     

 است و  Lیك خودریختی  وضوح ه ب

(5-8   )                                   01
3

 M 

 هاسدورف،  -کامبل -، فرمول بیكر pاست.  چون  2یك جبر لی پوچتوان از رده  M اکنون

 Mرا به یكp- 6گروه متناهی از مرتبهp تبدیل می کند ،که  یك تبدیل جبر لی اصلیM  بوسیله

 می باشد. GMیك خودریختی گروه  قضیه لازارد است . آنگاه 

 باشد.  GMو حاصلضرب نیم مسقیم گروههای  Sفرض کنید  

211322چون  vvvvvv   . لذا برای گروه جابجاگر , ,GM:داریم 

     GGG MZvvMZM ,,, 32 . 

چون  ,GM  درGM  داریم : 5-5نرمال است، بنا به لم 

         

.,,

,,],,[,,,

323121

32

www

MvvMMZMMMM GGGGGGG



 

 

 بنابراین 
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 .  13 323231323121  wwwwwwMG ],,[],,,,[;,  

( ، 8-5اگرچه بنا به )    01
3

 LM . 

 ها را توضیح می دهیم.گروه -p، در  1-5و  8-5کارگیری قضایای ه اکنون فرض اساسی ب      

 فرضها.    5-7

(8  ) S  یكp-  .گروه متناهی است 

(2  )Q  یك زیرگروه S  از رده پوچتوانی حداکثرp .است 

(8  )g  عنصرS  است کهQ .را نرمال می کند 

(1 )  خودریختیQ مزدوجوسیله ه است که ب g .القاء می شود 

 گرفته شده است داریم: عنوان یك حلقه لی در نظره ب Qچون   (5)

      Q
p 

pjiکه  ,ijو برای هر عدد صحیح     ،          ],[ QQ
ji  

 

برقرار باشد. آنگاه یك نگاشت وجود دارد که هر  7-5فرض کنید فرضهای  قضيه.   5-1

 Q در Tمی برد و با شرایط زیر برای هر زیرگروه  Qدر  T*را به یك زیرگروه  Q در Tزیرگروه 

 برقرار است.

(8 )*T وسیله ه بg شود. نرمال می 

TT*را نرمال کند آنگاه  g ،T( اگر 2)  . 

(8 )*TT . 

**داریم  Uمانند  T (  برای هر زیرگروه1) TU . 

 نرمال می شود و  gوسیله ه ،  ب Qدر   W ( هر زیرگروه5)

 .  WTWTWTWT  *** ,  
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QQQQ( اگر 9) m  ه باشد که ب Qیك سری صعودی از زیرگروههای  101...

miمی شود و برای  نرمال gوسیله  ,...,,  ، 
 ii QgQ miآنگاه برای  .,  ،

ii QTQT  *،مگر آنكه .T وسیلهه بg .نرمال شود 

U  ،مانند  T( برای هر زیرگروه نرمال7) *** ,],[ UTUT . 

(1 )   )(
*  TZTZ. 

 است. Tبزرگتر یا مساوی رده پوچتوانی  T*( رده پوچتوانی 6)

 است. Tبزرگتر یا مساوی توان T*(  توان 86)

ه ، بk عدد صحیح مثبت کوچكترینباشد، یعنی  Qتوان  epو Qفرض می کنیم  برهان:

القاء  gوسیله مزدوج ه باشد که ب Qدریختی خو . فرض کنیم Qx  ،kxطوریكه برای هر 

عنوان یك حلقه لی در نظر می گیریم. می خواهیم ه را ب Q( 8-5می شود بنا به قضیه لازارد )قضیه 

 بررسی می کنیم. 2-5 را بكار گیریم. پس ابتدا شرایط را برای فرضهای 1-5و  8-5قضایای 

در نظر گرفته شده است(  Qعنوان یك درونریختی جمعی ه ب ) چون فرض کنیم 

ZPZRآنگاه چون  e  وQL  را نتیجه( 5جز )ه ب 2-5، لذا قضیه لازارد، تمام فرضهای        

(، 5)7-5در نظر می گیریم. بنا به فرض  Rعنوان یك جبر لی روی ه را ب Qویژه ه می دهد. ب

چون  Qp لذا ،p ( را نیز نتیجه می دهد. پس فرضهای 5که این )بنا برقرار هستند.  2-5

pjiکه  ,ij(، برای تمام اعداد صحیح 5)2-5به فرض   :داریم ، 

(5-2  .                               )    ],[ gx gi  

است اگر و فقط اگر یك زیرجبر  GQیك زیرگروه  Qدر  Tبنا به قضیه لازارد، یك زیرمجموعه 

            1-5( و قضیه 2-5است. در این حالت بنا به ) LQباشد، یعنی یك زیرگروه جمعی  LQلی 

TM)با  زیرگروه جمعی )*T  درLQ  یك زیرجبر لی است. در نتیجه بنا به قضیه لازارد یك

 شرایط این قضیه را تفسیر می کند. 1-5و  8-5است. اکنون شرایط قضایای  GQزیرگروه 



 

 96 

 در اینجا نتیجه اصلی را بیان می کنیم.       

، Sxباشددد ،   S زیرگددروه اکسددترمال-CLیددك   Qفددرض کنیددد   قضییيه.   5-9

   1pxQZ pjiکه  ,ijو برای تمام اعداد صحیح  ,;  ،رابطه زیر برقرار باشد 

         1jxQZixQZ ;,,;,.  

 را نرمال می کند. x ،Qآنگاه ،  

فرض کنید  برهان: QZZ   فرض کنید  6-1. همانند لم 

 . ICC S     {     وi .عدد صحیح استI= { 
ixQ  

دهید،  را نرمال می کند. قرار Cو x ،Iد که توجه کنی  CQICR Q     آنگاه بنا به لم .

 ، داریم:1-6

R  یكCL- زیرگروه مینیمالC  .و     است  ZRZ                          (5-8) 

را  Z  ،Zx، آبلی است. چون Zx 1-5بنا به لم  . آنگاه 1Sیا 2pابتدا فرض کنیم 

 xوسیله ه نرمال می شود لذا ب Zxوسیله ه ب  Z، نشان می دهد که 7-5نرمال می کند. قضیه 

 که خواسته شده بود. طور نیز نرمال می شود. همان

از روند  باشد. Sتوان  epکنیم  . فرضSفرد باشد و pبرهان، فرض کنیم تكمیلبرای 

 pحداکثر   Cرده پوچتوان،  6-1و  1-5بنا به لمهای  .، استفاده می کنیم 7-1-8برهان قضیه 

 داریم : i به ازای هر عدد صحیحاست و 

(5-1    )    
ixZC                        وCZ

ix  

i ، به ازای هدر عددد صدحیح باشد، آنگاه Qخودریختی  فرض کنید  
ixi ZZ ه. بندا بد   

ZPZعنوان یك جبر لی روی ه را ب C( و قضیه لازارد، 5-1) e برای  وCi،  Zi عنوانه را ب 
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i ،  بده ازای هدر عددد صدحیح گیریم. فدرض کنیدددر نظر می   Cایده آل  ZD i . چدون


epx داریم

ep  داریم:. با استفاده از استقراء  

(5-5)                 .      
 



10 10

1
e ePi pi

ii
DZZ  

چون هر  Zi  یك ایده آلC است. زیرمجموعهD   یك زیرگروه جمعی جبرلیC  است و

  DCD ,بنابراین . D یك ایده آل C  و در نتیجه یك زیرگروه درC برای هر است. چونi، D 

شامل   )(
ixi ZZ  ( نشان می دهد که 1-5، لذا )CD.  داریم: 5-5بنا به فرض و لم 

 .           ],[ ZZZ
jip

1101    

pjiکه  ( 5-5. بنا به)،    








pi

i
ZDC  .  در نتیجه 

  .    ])()([, CC،ji jp
    

xg، برای  7-5ابراین فرضهای بن  و  C جای ه بQ  1-5. اکنون همانند قضیه هستندبرقرار 

در  (86)تا  (8)می برد و شرایط  Cدر  T* را به زیرگروه Cدر  Tیك نگاشت داریم که هر زیرگروه 

ویژه چون ه این قضیه برقرار است. ب  ZRZ  ( (8-5) بنا به )، :داریم 

   )(,, ***** RZRZZZZRR .  

 لذا داریم: ( (،8-9) بنا به ) است Cزیرگروه -CLیك  Rچون 

  ZRZRRZRRZRZR  **** )(.  

)(**است چون C زیرگروه-CL یك R*، تساوی خواهند بود وبنابراین تمام نامساویها ZRZ  .

 ،xچون  در نظر می گیریم. C و Sرا به ترتیب از   و  ، سریهای مرکزی  6-1اکنون همانند لم 

 Cلذا را نرمال می کند  یك سری مرکزی S  است، و   NCN . 

xg) با  1-5در قضیه  (9)فرض   این نتیجه می دهد که را برقرار می کند، بنابراین از ) 

 داریم: (9)و  (5)1-5قضیه 
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  .WZWZ  *          ،W 

       : نرمال شود آنگاه  x  وسیلهه ب  Zو اگر 

.   WZWZ  *    ،     W 

با   R ، 6-1نرمال شود. اما بنا به لم  x وسیلهه ب Z اگر RR*ن معنی است که ، ه آاین ب

 را نرمال می کند. x  ،Zاکسترمال است، در نتیجه  رابطه 

نرمال شده با  S زیرگروه B و Sزیرگروه اکسترمال -CLیك  Qفرض کنید   نتيجه.   5-81

 QZ  باشد. فرض کنیمB  پوچتوانی حداکثر ردهدارایp باشد، آنگاهB ،Q  می کند.را نرمال 

 را برقرار می کند. 6-5فرض قضیه  Bدر  xهر عضو  برهان:

وسيله هر ه ب Q "را که توضیح می دهد، 7-5، آن قسمت از قضیه  86-5توجه کنید که نتیجه 

وسيله ه نرمال شده ب Sزیرگروه آبلی  QZتعمیم می دهد. ". ، نرمال می شود 
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 p.................................................................................................................................................... عدد اول 
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  S1F................................................................................    SfRCRSR S 1 

    SJ................................................................................................................................ SA    
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Abstract 

 

Let S  be a finite p -group. We say that an abelian subgroup A  of S  is a large abelian 

subgroup of S  if *AA   for every abelian subgroup *A  of S . We say that a 

subgroup Q  of S  is a centrally large subgroup, or CL-subgroup, of S  if 

   ** QZQQZQ   for every subgroup *Q  of S  . 

 The study of large abelian subgroups and variations on them began in 1964 with 

Thompson’s second normal p -complement theorem [J.G. Thompson, Normal p -

complements for finite groups, J. Algebra 1 (1964) 43–46]. Centrally large subgroups 

possess some similar properties. 

 In 1989, A. Chermak and A. Delgado [A. Chermak, A. Delgado, A measuring 

argument for finite groups, Proc. Amer. Math. Soc. 107 (1989) 907–914] studied 

several families of subgroups that include centrally large  subgroups as a special case. 

A. Chermak and A. Delgado generalized the concept of a counting argument for finite 

groups to a “measuring argument” for a finite group G  acting on a finite group H . 

 In this thesis, we extend their work to prove some further properties of centrally large 

subgroups. The proof uses an analogue for finite p -groups of an application of Borel’s 

Fixed Point Theorem for algebraic groups. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


