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ণپاسච໋اری:
ͳهمنشین به و کرد دانشرهنمودمان و علم طریق به و بخشید هست�ͳمان که را ی΋تا پروردگار ب�ͳکران سپاس
استاد از سپاس با ساخت روزیمان را معرفت و علم از ͳچین خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان
ͳ΋کم Ϳهی از ͳفروتن و خلق حسن صدر، سعه کمال در که حجازی دکتر آفای جناب گرانقدر، و شایسته
جناب صبور استاد از سپاس گرفتند عهده بر را رساله این ͳراهنمای زحمت و ننمودند دری΅ من از امر این در
آبادی حسن دکتر آقای جناب از پایان در گرفتند. برعهده را رساله این مشاوره زحمت که ͳهاشم دکتر آقاب

دارم. را تش΋ر کمال نمودند تقبل را رساله این داوری و مطالعه زحمت که پسندیده دکتر آقای و

جلاฮی ۱۳۹۴/۰۵/۰۵آ૞ঃه



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشΎاه ͳریاض علوم دانش΋ده ریاضͳمحض رشته ارشد ͳکارشناس دانشجوی ͳجلال اینجانبآمنه
ازتقارن�هایمعادلات بعدمتناهͳمنت;شده دستΎاه�هایهمیلتونͳبا عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،

م�ͳشوم: متعهد حجازی رضا سید دکتر ͳراهنمای تحت دیفرانسیل،

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرج΄ به پژوهش�گران، دیΎر پژوهش�های نتای; از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع Ϳهی دریافت برای دیΎری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هی�Ϳجا در

شاهرود دانشΎاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشΎاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “University of Shahrood “ یا “

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه ͳاصل نتای; آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
م�ͳگردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳاخلاق اصول و ضوابط است،

(یا یافته ͳدسترس افراد ͳشخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳانسان اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده)

جلاฮی ۱۳۹۴/۰۵/۰۵آ૞ঃه

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
نحو به باید مطلب این م�ͳباشد. شاهرود دانشΎاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه ͳعلم تولیدات در ،ͳمقتض

نم�ͳباشد. مجاز منب΄ ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتای; و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
،ΈکلاسیΈانی΋م چون ͳمباحث در دیفرانسیل معادلات توسط شده تولید ͳهمیلتون دستΎاه�های ͳاصل مفهوم
دستΎاه�های نیز اخیرا همچنین م�ͳیابد. تبلور و... ͳآسمان اجرام حرکت Έانی΋م اجسام، حرکت معادلات
است. شده تبدیل و... پلاسما ها، شاره Έانی΋م پیوسته، Έانی΋م در ͳاصل مفاهیم از ͳ΋ی به ͳهمیلتون
این از ͳ΋ی به پایان�نامه این در م�ͳباشند، محاسبه قابل ͳمختلف روش�های به ͳهمیلتون دستΎاه�های معادلات
روش این است. شده اشاره است مفروض دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی تقارن�های از برگرفته که روش�ها
(PDE) ͳجزئ معادلات خواه دیفرانسیل معادلات دستΎاه هرگونه برای و است مختصات دستΎاه از مستقل

کاربردیست. (ODE) ͳمعمول معادلات یا
دستΎاه پواسون، کروشه تقارن�ها، دادن، امتداد ،ͳدیفرانسیل فرم�های دیفرانسیل، معادلات کلیدی: کلمات

ͳهمیلتون



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
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٨-۶ تبریز، دانشΎاه ،١٣-١٣٩۵ ،ͳ΋دینامی سیستم�های و دیفرانسیل معادلات سمینار دوازدهمین

.١٣٩۴ خرداد
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٢ مطالب فهرست

پذیر، ͳجدای معادلات مانند ͳمعمول دیفرانسیل معادلات به�خصوص دیفرانسیل معادلات حل روش
دیفرانسیل معادلات از انتΎرال�گیری به�نام ͳکل روش Έی از ͳخاص حالت�های ͳΎهم... و دقیق همΎن،
شد. گذاری پایه ١ͳل سوفوس توسط نوزدهم قرن میانه در بار اولین که هستند ͳدیفرانسیل ناورداهای به�وسیله
شده یاد ͳل گروه�های عنوان به� آن از بعدها که جبری گروه�های از ͳخاص دسته از بهره�گیری پایه بر روش این
ͳمهندس ،Έفیزی ریاضیات، در گسترده�ای بسیار کاربرد گروه�ها این دید م�ͳتوان چنان�چه م�ͳباشد. است،

دارند. و...
نظریه دیفرانسیل، هندسه جبری، توپولوژی در که م�ͳباشد ͳتقارن گروه�های گروه�ها، این ترین ͳاساس از ͳ΋ی
ابزارها مهمترین از ͳ΋ی گروه�ها این م�ͳشوند. دیده فراوان و...بسیار پیوسته Έانی΋م عددی، آنالیز ناورداها،
ͳتقارن گروه از ͳاجمال تعریف Έی بخواهبم اگر م�ͳباشند دیفرانسیل معادلات دستΎاه��های ͳهندس تحلیل در
معادلات دستΎاه Έی از شده داده جواب�های گروه�ها این بΎوییم باید باشیم داشته دیفرانسیل معادلات
دیفرانسیل معادله دستΎاه Έی از جواب Έی اگر که معنا �این به م�ͳنΎارند جواب�ها بقیه به را دیفرانسیل
آورد. بدست را دیΎر جواب�های از ͳوسیع دسته اولیه جواب این و تقارن گروه داشتن با م�ͳتوان باشیم داشته
و کرده عمل وابسته و مستقل متغیرهای تمام فضای روی که هستند ͳتبدیلات گروه�ها این بΎوییم تر دقیق
فراوان کاربرد تقارن�ها این همچنین م�ͳکنند، تبدیل ی΋دیΎر به را فضا این در موجود جواب�های گراف�های
از که ͳناوردای تواب΄ هستیم مواجه پیچیده ͳخط غیر دستΎاه Έی با که ͳامΎهن این΋ه جمله از دارند دیΎری
و ͳخط دستΎاه Έی به شد خواهد ͳبررس پایان�نامه در که فرآیندی Έکم به م�ͳشوند استخراج تقارن�ها این
ساده��تر بسیار آن با کار و است اولیه پیچیده دستΎاه همان هم�ارز مذکور دستΎاه که م�ͳشوند تبدیل ساده�تر یا

بود. خواهد
فصل در م�ͳپردازیم بود، نیازخواهد ادامه در که ͳمهم وقضایای مفهوم چند ارائه به پایان�نامه این اول فصل در
ابتدا فصل این در ، م�ͳکنیم بیان دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی از ͳهندس جام΄ تعریف Έی ابتدا دوم
م�ͳکنیم ͳمعرف کرده عمل دستΎاه متغیرهای فضای روی که تبدیلات از گروه Έی عنوان به را تقارن گروه
Έی که کرد خواهیم ارائه را آن با متناظر Έکوچ ب�ͳنهایت مولد و موردنظر گروه عمل امتداد مفهوم سپس و
گروه�های کاربرد از مثال چندین با فصل این است. موردنظر ͳتقارن گروه ͳل جبر محاسبه در ͳمحاسبات روش
ͳاصل بخش که سوم فصل م�ͳرسد. پایان به دیفرانسیل معادلات جواب�های ͳکل صورت یافتن در ͳتقارن
دیفرانسیل معادله دستΎاه Έی ͳهمیلتون دستΎاه یافتن برای تقارن گروه�های کاربرد به م�ͳباشد پایان�نامه این
ͳیاب دست برای ͳمتفاوت روش�های و دارند ͳفراوان کاربرد Έانی΋م و Έفیزی در دستΎاه�ها این م�ͳپردازد.

م�ͳباشد. ͳاصل دستΎاه تقارن�های ͳل جبر از استفاده روش�ها این بهترین از ͳ΋ی اما دارد. وجود آن�ها به
Έکم به سپس شده تعریف منیفلد Έی روی لͳ-پواسون ساختار که است لازم دستΎاه�ها این مطالعه برای

آوریم. به�دست ساختار این Έکم به را نظر مورد ͳهمیلتون دستΎاه خاص فرمول�بندی Έی

١Sophus Lie



فصل١

نیازها پیش و اولیه مفاهیم

٣



منیفلدها هندسۀ بنیادی مفاهیم ١.١

است. شده داده ΀توضی بعد فصل�های در نیاز مورد مفاهیم فصل این در

n-بعدی ͳ΋توپولوژی منیفلد Έی Mرا باشد، Έتوپولوژی فضای ΈیM م�ͳکنیم فرض تعریف١.١.١.
کند: صدق زیر شرایط در هر�گاه گوییم

U, V مانند هم از جدا باز زیرمجموعه�های p, q ∈ M نقطه دو هر برای ͳیعن باشد، سدورف Mها •
.q ∈ V و p ∈ U به�طوری΋ه باشد داشته ازMوجود

باشد. داشته شمارا پایه ͳیعن باشد، دوم نوع Mشمارای •

Έی با همئومورف ͳΎهمسای Έی در مشمول آن نقطه هر ͳیعن باشد، n بعد از ͳاقلیدس موضعا M •
باشد. Rn از باز زیرمجموعه

هرگاه گویند دیفرانسیل�پذیر) یا C∞) هموار را F : U ⊂ Rn −→ V ⊂ Rm نΎاشت تعریف٢.١.١.
باشد. پیوسته و موجود مرتبه�ای هر از آن مشتقات

را F باشند هموار ͳاشتΎن F : M → Nو باشند هموار منیفلد دو N Mو کنیم فرض تعریف٣.١.١.
باشند. هموار F−١ و F و باشد ͳدوسوئ F هرگاه گوییم دیفئو�مورفیسم

گوییم هموار ͳاشتΎن را F : M → N نΎاشت باشند، هموار ͳمنیفلدهای N و M اگر تعریف١.١.۴.
ψβ : Ũα → Ṽβ ⊂ Rm چارت هر Mو روی ϕα : Uα → Vα ⊂ Rm ͳمختصات چارت هر برای هرگاه

باشد. هموار ͳاشتΎن ψβ ◦ F ◦ ϕ−١
α : Rm → Rn مرکب نΎاشت N روی

�Vαها Mو منیفلد باز زیرمجموعه�های از را شما گردایه�ای {Uα}α م�ͳکنیم فرض تعریف١.١.۵.
آن�گاه باشد همئومورفیسم ϕα : Uα −→ Vα و

∪
α Uα = M اگر باشند. Rn از باز زیرمجموعه�های

M منیفلد روی چارت دو (V, ψ) و (U, ϕ) اگر Mم�ͳنامیم. منیفلد روی ͳمختصات چارت را (Uα،ϕα)
نΎاشت باشند

ψ ◦ ϕ−١ : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ).

ψ ◦ ϕ−١ هرگاه م�ͳنامیم سازگار هموار به�طور را فوق دوچارت م�ͳنامیم. ψ به ϕ از گذر نΎاشت را
باشد. دیفئومورفیسم

دوبدو A اعضای هرگاه م�ͳنامیم M روی اطلس Έی را A = {(Uα, ϕα)}α مجموعه .۶.١.١ تعریف
دامنه و نباشد دیΎری اطلس Ϳهی در مشمول هرگاه است ماکسیمال A اطلس باشند. سازگار هموار به�طور

بپوشانند. Mرا چارت�ها

هر است. هموار ماکسیمال اطلس Έی ،M ͳ΋توپولوژی منیفلد روی هموار ساختار Έی تعریف٧.١.١.
م�ͳدهیم. نشان (M,A) با و نامیده هموار منیفلد Έی را �A هموار ساختار Έی به مجهز ͳ΋توپولوژی منیفلد



۵ منیفلدها هندسۀ بنیادی مفاهیم .١.١

بعدی -n هموار منیفلد Sn = {x ∈ Rn+١ :∥ x ∥= ١} n-بعدی واحد کره • .٨.١.١ مثال
است.

است. -بعدی n هموار منیفلد Έی V = spanR{e١, · · · , en} مانند -بعدی n برداری فضای هر •

M(m × n,C) ماتریس�های و -بعدی (mn) هموار منیفلد M(m × n,R) ماتریس�های کلیه •
است. -بعدی ٢mn هموار منیفلد

Έی دارای p ∈ M نقطه هر اگر است، ͳموضع دیفئومورفیسم F : M → N نΎاشت تعریف٩.١.١.
باشد. دیفئومورفیسم F |U : U → F (U) و باز F (U) ⊂ N که باشد U مانند باز ͳΎهمسای

هر ازای به این�صورت در باشد، ͳسوئ دو و ͳموضع دیفئومورفیسم Έی F : M → N اگر .١٠.١.١ لم
دیفئومورفیسم F : U → V که است موجود F (p) شامل V و p شامل U مانند باز ͳΎهمسای Έی p ∈M

است.

.[١٢] برهان.

σ :M −→ M̃ مانند پیوسته�ای نΎاشت π : M̃ −→M پیوسته نΎاشت از برش Έی تعریف١١.١.١.
Έی σ کند صدق π ◦ σ = IdU شرط در σ : U −→ M̃ و باشد U ⊂M اگر .π ◦ σ = IdM که است

است. ͳموضع برش

در برداری v = (v١, · · · , vn) و استاندارد پایه�ای ei = (٠, · · · ,١, · · · ,٠) اگر .١٢.١.١ تعریف
م�ͳدهیم نمایش زیر به�صورت را a نقطه در مماس بردار باشد. Rn

va =
n∑

i=١
viei
∣∣
a
.

به�صورت a نقطه در را مماس بردارهای مجموعه ، a ∈ Rn کنید فرض تعریف١٣.١.١.
است: برقرار بردارها این بین زیر روابط م�ͳگیریم، نظر در Rn

a = {va : v ∈ Rn}
va +wa = (v +w)a , k(va) = (kv)a.

است. n-بعدی برداری فضای Έی Rn
a فوق روابط به توجه با

ازای به هرگاه م�ͳنامیم a نقطه در مشتق Έی را X : C∞(Rn) −→ R ͳخط نΎاشت تعریف١.١.١۴.
هر

f.g ∈ C∞(Rn)

X(fg)(a) = Xf.g(a) + f(a)X(g)

با را a نقطه در مشتق عملΎرهای تمام فضای
TaRn = {X : C∞(Rn) −→ R است| مشتق عملΎر X},

گوییم. a نقطه در Rnͳمماس فضای آن به و م�ͳدهیم نشان
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داریم: باشند a ∈ Rn نقطه در مشتق عملΎر دو Y و X اگر .١۵.١.١ لم

(X + Y )f = Xf + Y f, C(Xf) = (CX)f.

است. برداری فضای Έی TaRn بالا ͳویژگ دو طبق

.[١٧] برهان.

م�ͳکنیم: تعریف زیر ش΋ل به را Dv|a : C∞(Rn) −→ R ͳخط عملΎر vaباشد ∈ Rn
a کنیم فرض

Dv|af = Dvf(a) =
d

dt
|t=٠ f(a+ tv),

تغریف زیر به�صورت ایزومورفیسم Έی باشد.حال ͳم a نقطه در v بردار راستای در f تاب΄ ͳجهت مشتق که
م�ͳکنیم:

Rn
a −→ TaRn

va −→ Dv|af.

داریم: مشتق زنجیری قاعده طبق آن�گاه باشد، ei استاندارد پایه با �Rn در بردار Έی va =
∑n

i=١ v
iei|a اگر

f = f(x١, · · · , xn), a = (a١, · · · , an), a+ tv = (a١ + tv١, · · · , an + tvn).

d

dt
|t=٠f(a+ tv =

d

dt
f(a١ + tv١, · · · , an + vn)

=
∂f

∂x١
dx١

dt
+ · · ·+ ∂f

∂xn
dxn

dt

= v١
∂f

∂x١
+ · · ·+ vn

∂f

∂xn
=

n∑
i=١

vi
∂f

∂xi
= Dv|af.

به بردار Έی به
∑n

i=١ v
iei|a ش΋ل به بردار هر که شده تعریف ایزومورفیسم ضابطه به توجه با بنابراین

نتیجه: در و دارد وجود پایه�ها بین Έی به Έی تناظر Έی بنابراین م�ͳشود نΎاشته
∑n

i=١ v
i ∂
∂xi |a صورت

م�ͳسازد. TaRn برای پایه Έی
{

∂
∂x١ |a, · · · ,

∂
∂xn |a

}
مجموعه

p ∈M نقطه در یΈمشتق Xرا : C∞(M) −→ R باشد، هموار منیفلد ΈیM اگر تعریف١.١.١۶.
اگر م�ͳنامیم

X(fg)(p) = f(p)Xg + g(p)Xf,

با را p ∈M نقطه در مشتق عملΎرهای تمام مجموعه

TpM = {X : C∞(M) −→ R|است ,{Xمشتق

منیفلد بر مماس بردارهای TpM اعضای به م�ͳشود. گفته p نقطه در M ͳمماس فضای آن به و داده نشان
م�ͳشود. گفته
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باشد: X ∈ TaRn و a ∈ TaRn کنید فرض .١٧.١.١ لم

. Xf = ٠ آن�گاه باشد ثابت f اگر •

X(fg) = ٠ آن�گاه f(a) = g(a) = ٠ اگر •

.[١٢] برهان.

م�ͳدهیم. نشان زیر صورت به و Mگوییم منیفلد ͳمماس کلاف را TpMمجزای اجتماع تعریف١٨.١.١.

TM =
⊔
p∈M

TpM.

.

مع΋وس تصویر باشد. دلخواه ͳاشتΎن π : E −→M کنید فرض تعریف١٩.١.١.
م�ͳدهیم. نشان� Ep نماد با را p در تار اغلب م�ͳنامیم. p در تار را p ∈M نقطه هر π−١(p) := π−١({p})
ͳصورت در را ϕ : E −→ E ′ نΎاشت ، π′ : E ′ −→M,π : E −→M مفروض نΎاشت دو هر ازای به

ای: p ∈M هر ازای به که گوییم تار حافظ
ϕ(Ep) ⊆ E ′

p.

است ٢n-بعدی هموار منیفلد Έی TM آن�گاه باشد -بعدی n هموار منیفلد ΈیM اگر .٢٠.١.١ لم
است. هموار زیر نΎاشت که به�طوری

π : TM −→M

(p, x) −→ p.

نΎاشت باشد M برای چارت Έی x = (x١, · · · , xn) مختصات با (U,φ) م�ͳکنبم فرض برهان.
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را φ̃ : π−١(U) −→ φ(U)× Rn

φ̃
( n∑

i=١
X i ∂

∂xi|p

)
=
(
x١(p), · · · , xn(p), X١, · · · , Xn

)
که: دید م�ͳتوان

φ̃−١ = (x١, · · · , xn, X١, · · · , Xn) =
n∑

i=١
XI ∂

∂xi

∣∣∣
φ−١(x)

آن�گاه Mباشد روی یΈچارت (V, ψ)اگر م�ͳکند تعریف TM روی یΈچارت
(
π−١(U), φ̃

)
بنابراین

است. TM روی چارت Έی نیز
(
π−١(V ), ψ̃

)
بالا تعریف مطابق

φ̃
(
π−١(U) ∩ π−١(V )

)
= φ(U ∩ V )× Rn ⊆ R٢n

ψ̃
(
π−١(U) ∩ π−١(V )

)
= ψ(U ∩ V )× Rn ⊆ R٢n

داریم: باشد ψ مختصات x̃ = (x̃١, · · · , x̃n) اگر
ψ̃ ◦ φ̃−١ : φ(U ∩ V )× Rn −→ ψ(U ∩ V )× Rn

ψ̃ ◦ φ̃−١(x١, · · · , xn, X١, · · · , Xn) =
(
x̃١(x), · · · , x̃n(x)

,
∑n

j=١
∂x̃١

∂xj (x)X
j, · · · ,

∑n
j=١

∂x̃n

∂xj (x)X
j
)
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است هموار ψ̃ ◦ φ̃−١ پس است هموار آن مولفه�های چون
{π−١(Ui)} آن�گاه باشد M برای شمارا پوشش Έی {Ui} اگر بنابراین است دوم نوع شمارای M چون
M چون باشد TM از تار Έی در شمول عضو دو Yq و Xp اگر است، TM برای شمارا پوشش Έی نیز
π−١(V ) و π−١(U) به�طوری΋ه دارند وجود q و p Mشامل یر V و U مانند مجزا ͳبازهای است هاسدورف

و است ٢n٢-بعدی هموار منیفلد پس هستند Yq و Xp شامل TM در مجزا ͳΎهمسای دو
φπ ◦ φ̃−١

(
x١, · · · , xn, X١, · · · , Xn

)
= (x١, · · · , xn).

نΎاشت p ∈ M هر ازای به آن�گاه باشد، هموار نΎاشت Έی F : M −→ N اگر .٢١.١.١ تعریف
گوییم. برنده پیش نΎاشت F∗ به م�ͳنامیم. p نقطه در F نΎاشت مشتق را F∗p : TpM −→ TF (p)N

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به مشتق نΎاشت
(F∗pv)f = v(f ◦ F ), f ∈ C∞(N).

مشتق: نΎاشت ویژگ�ͳهای

•
F∗p(av + bw)f = a(F∗pv)f + b(F∗pw)f,

•
(F∗pv)(fg) = f(F (p))(F∗pv)g + g(F (p))(F∗pv)f.

این�صورت: در هستند مفروض G : N −→ P و F :M −→ N هموار نΎاشت دو .٢٢.١.١ لم

•
(G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗,

•
(IdM)∗ = IdTpM ,

است. ایزومورفیسم F∗p : TpM −→ TF (p)N آن�گاه باشد دیفئومورفیسم F اگر •

[١٧] برهان.

م�ͳکنیم تعریف زیر ش΋ل به را منیفلد بر ͳمماس فضای پایه�های تعریف٢٣.١.١.

∂

∂xi

∣∣∣
p
= (φ∗p)

−١
(
∂

∂xi

∣∣∣
φ(p)

)
= (φ−١)∗φ(p)

(
∂

∂xi

∣∣∣
φ(p)

)
.

TpM برای پایه�ای { ∂
∂x١ , · · · ,

∂
∂xn} و است بعدی -n برداری فضای Έی نیز TpM ͳمماس فضای آن�گاه

. م�ͳدهد تش΋یل شده داده ͳموضع مختصات در
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α : [a, b] −→M مانند ͳاشتΎنM در هموار یΈخم باشد، هموار MیΈمنیفلد اگر تعریف١.١.٢۴.
است. هموار ͳتابع α به�طوری΋ه است

و است �M منیفلد روی هموار خم Έی α : I −→M هموار تاب΄ I ⊂ R کنید فرض تعریف١.١.٢۵.

α′(t٠) = α̇(t٠) = α∗
d

dt
|t=t٠ ∈ Tα(t٠)M

،X مانند مماس بردار هر آن�گاه باشد X ∈ TpM اگر است، مفروض p ∈ M نقطه .٢۶.١.١ قضیه
به�طوری΋ه: است α مثل هموار خم Έی بر مماس

α(٠) = p, α′(٠) = X.

.[١٢] برهان.

p ∈ M نقطه در F نΎاشت رتبه آن�گاه باشد هموار نΎاشت Έی F : M کنبم فرض تعریف٢٧.١.١.
ͳعبارت به با و است F∗p : TpM −→ TF (p)N نΎاشت رتبه با برابر

rankF = dim ImgF∗p ⊆ TF (p)N.

است. ثابت F رتبه گوئیم آن�گاه باشد K با برابر F نΎاشت رتبه p ⊆M هر ازای به اگر

باز زیرمنیفلد Έی U به و Mباشد باز زیرمجموعه Έی U و هموار منیفلد ΈیM اگر تعریف٢٨.١.١.
باشد. منیفلد ΈیM همواری ساختار با U هرگاه Mم�ͳگوییم

rankF = dimN هرگاه دارد نام سابمرژن Έی F :M −→ N نΎاشت تعریف٢٩.١.١.
باشد. پوشا F∗ ͳیعن

rankF = dimM هرگاه دارد نام ایمرژن Έی F :M −→ N نΎاشت تعریف٣٠.١.١.
باشد. Έی به Έی F∗ ͳیعن

رتبه است. مفروض α(t) = (cos t, sin t, t) ضابطه با α : (٠,٢π) −→ R٣ نΎاشت .٣١.١.١ مثال
است. ایمرژن تاب΄ این بنابراین است. ١ برابر نقاط ͳتمام در تاب΄ این

که م�ͳباشد x ∈ M نقطه هر در v|x ∈ TxM مماس بردار M روی v برداری میدان تعریف٣٢.١.١.
برداری میدان (x١ · · · xm) ͳموضع مختصات در م�ͳکند. تغییر دیΎر نقطه به ای نقطه از هموار طور v|xبه

فرم دارای x از ξi(x)هموار تاب΄ هر برای

v|x = ξ١
∂

∂x١
+ ξ٢

∂

∂x٢
+ · · ·+ ξm

∂

∂xm
. (١.١)

م�ͳدهیم. نشان χ(M)با Mرا روی هموار برداری های میدان تمام مجموعه م�ͳباشد.
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میدان Έی نیز [v،w] آن�ها، ͳل باشند،کروشه M روی برداری میدان دو w و v اگر .٣٣.١.١ تعریف
م�ͳشود: تعریف زیر صورت به f :M → R هموار تواب΄ همه برای که است برداری

[v,w](f) = v(w(f))−w(v(f)). (٢.١)

باشیم: داشته اگر ،ͳموضع مختصات در همچنین

v =
m∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
, w =

m∑
i=١

ηi(x)
∂

∂xi
(٣.١)

داریم: بنابراین

[v,w] =
m∑
i=١

(v(ηi)−w(ξi))
∂

∂xi
=

n∑
i=١

m∑
j=١

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi
. (۴.١)

ͳل کروشه م�ͳگیریم. درنظر را c′ و c ثابت�های و M روی u,w,v برداری میدان�های .٣۴.١.١ گزاره
م�ͳکند: صدق زیر خواص در آن�ها

ͳدوخط •

[cv + c′v′,w] = c[v,w] + c′[v′,w],

[v, cw + c′w′] = c[v,w] + c′[v,w′].

پادمتقارن •

[v,w] = −[w,v].

ͳژاکوب اتحاد •

[u, [v,w]] + [w, [u,v]] + [v, [w,u]] = ٠.

م�ͳشود. ثابت ͳآسان به (٣.١) و (٢.١) از استفاده با برهان.

نΎاشت باشند. برداری فضاهای V١, . . . , Vk,W کنیم فرض تعریف١.١.٣۵.
باشیم: داشته هرگاه م�ͳگوییم، (ͳچندخط) ͳخط-k نΎاشت Έی را F : V١ × · · · × Vk −→W

F (v١, . . . , avi + bv′
i, . . . ,vk) = aF (v١, . . . ,vk) + bF (v١, . . . ,vk).

فضای روی کواریان k-تانسور Έی F : V١ × · · · × Vk −→ R ͳخط-k نΎاشت تعریف١.١.٣۶.
دارد. نام V برداری

نمادین طور به و م�ͳدهیم نشان T k(V ) با را V برداری فضای روی کواریان k-تانسورهای تمام مجموعه
ش΋ل به را T k(V )

T k(V ) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗,

م�ͳدهند. نشان
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T, S تانسوری ضرب آن�گاه T ∈ T k(V ), S ∈ T l(V ) و برداری فضای Έی V اگر تعریف٣٧.١.١.
م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت

T ⊗ S : V × · · · × V × V × · · · × V −→ R
(T ⊗ S)(v١, . . . ,vk,vk+١, . . . ,vk+l) = T (v١, . . . ,vk) · S(vk+١, . . . ,vk+l).

برداری یΈفضای فضا این دوگان باشد، برداری یΈفضای V = spanR{ei}ni=١ اگر تعریف٣٨.١.١.
هستند. رابطه در φi(ej) = δijبه�صورت ی΋دیΎر با آن پایه�های که است V ∗ = spanR{φi}ni=١ ش΋ل به

دوگان V ∗ = spanR{φi}ni=و١ بعدی -n برداری فضای Έی V = spanR{ei}ni=١ اگر .٣٩.١.١ لم
پایه توسط شده تولید nk-بعدی برداری فضای Έی T k(V ) آن�گاه باشد آن

{
φi١ ⊗ · · · ⊗ φik

∣∣١ ≤ i١, . . . , . . . , ik ≤ n
}
,

است.

.[١٧] برهان.

ͳخط -k نΎاشت به باشد، n-بعدی برداری فضای Έی V اگر تعریف۴٠.١.١.
م�ͳگوییم. V برداری فضای روی کنتراواریان k-تانسور Έی T : V ∗ × · · · × V ∗ −→ R

نمادین طور به و م�ͳدهیم نشان Tk(V ) با را کنتراواریان k-تانسورهای تمام مجموعه .۴١.١.١ تعریف
ش΋ل به را Tk(V )

Tk(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V.

م�ͳدهند. نشان

است متقارن V برداری فضای روی T : V × · · · × V −→ R کواریان k-تانسور تعریف۴٢.١.١.
: هرگاه

T (v١, . . . ,vi, . . . ,vj, . . . ,vk) = T (v١, . . . ,vj, . . . ,vi, . . . ,vk).

م�ͳدهیم. نمایش Σk(V ∗) با را V برداری فضای روی متقارن k-تانسورهای تمام فضای

است متناوب V برداری فضای روی T : V × · · · × V −→ R کواریان k-تانسور تعریف۴٣.١.١.
: هرگاه

T (v١, . . . ,vi, . . . ,vj, . . . ,vk) = −T (v١, . . . ,vj, . . . ,vi, . . . ,vk).

Λk(Vنمایشم�ͳدهیم. ∗) با را V برداری فضای روی متناوب k-تانسورهای تمام فضای تعریف١.١.۴۴.

Mدر روی کوواریان k-تانسورهای تمام مجموعه باشد. هموار منیفلد ΈیM هرگاه تعریف١.١.۴۵.
م�ͳدهیم. نشان T k(T ∗

pM) با را p نقطه
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نΎاشت به باشد M روی کواریان -تانسورها k کلاف π : T k(TM) −→ M اگر .۴۶.١.١ تعریف
هرگاه: م�ͳگوییم T k(T ∗M) از برش Έی δ :M −→ T k(T ∗M)

π ◦ δ = IdM .

که م�ͳنامند M روی متناوب k-تانسورهای کلاف را T k(T ∗
pM) مجزای اجتماع .۴٧.١.١ تعریف

م�ͳشود: نوشته زیر به�صورت

Λk(T ∗M) =
⊔
p∈M

Λk(T ∗
pM).

تمام مجموعه دارد Mنام روی ͳدیفرانسیل فرم -k Έی Λk(T ∗M)از برش Έب تعریف۴٨.١.١.
با Mرا روی ͳدیفرانسیل فرم�های -k

Ωk(M) = Γ(Λk(T ∗M)),

م�ͳدهیم. نشان

را Alt : T k(v∗) −→ Λk(v) نΎاشت باشد، ͳمتناه بعد با برداری میدان Έی v اگر تعریف۴٩.١.١.
م�ͳدهیم: نمایش زیر به�صورت

Alt(T ) =
١
k!

∑
δ

(sgnδ)T (vδ(١), . . . ,vδ(k)).

است. {v١, · · · ,vk} ،ͳتای-k روی مم΋ن جایΎشتهای تمام δ

باشد η ∈ Λl(V ∗) و ω ∈ Λk(V ∗) و باشد ͳمتناه بعد با برداری فضای Έی V اگر تعریف۵٠.١.١.
م�ͳشود تعریف زیر به�صورت وج ضرب

ω ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt(ω ⊗ η).

فضای روی ͳدیفراتسیل فرم چند ξ و η′ ، η ، ω′ ، ω کنید فرض .( وج ضرب (ویژگیهای ۵١.١.١ گزاره
: آن�گاه باشند، V ͳمتناه بعد با برداری

،a, a′ ∈ R ازای به است: ͳخط دو •
∀a, a′ ∈ R

(aω + a′ω′) ∧ η = a(ω ∧ η) + a′(ω′ ∧ η),
η ∧ (aω + a′ω′) = a(η ∧ ω) + a′(η ∧ ω′).

است: پذیر شرکت •

ω ∧ (η ∧ ξ) = (ω ∧ η) ∧ ξ.

آن�گاه: η ∈ Λl(V ∗) و ω ∈ Λk(V ∗) اگر ͳیعن است: ناپذیر تعویض •

ω ∧ η = (−١)klη ∧ ω.

.[١٢] برهان.
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dxi یه��صورت T ∗
pM مماس هم فضای پایه ،(xi) مثل چارت Έی در شود داده نشان باید ابتدا
مجموعه آن�گاه Mباشد، روی چارت Έی (xi) اگر لم(٣٩.١.١) طبق م�ͳباشد.

-فرم k Έی ω بنابراین سازد. ͳم Ωk(M) برای پایه Έی {dxi١ ∧ · · · ∧ dxik
∣∣١ ≤ i١, . . . , ik ≤ n}

به�صورت: ω آن�گاه Mباشد روی ͳدیفرانسیل

ω =
n∑

i١,··· ,ik=١
ωi١···ikdx

i١ ∧ · · · ∧ dxik ∈ c∞(M)

Mهستند. روی هموار ͳتوابع ωi١,··· ,ik به�طوری΋ه م�ͳشود نوشته

نΎاشت p ∈ M هر به�ازای باشد، منیفلد�ها بین هموار ͳاشتΎن F : M −→ N اگر .۵٢.١.١ تعریف
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را کشنده) (پس Έپولب

F ∗ : T k(T ∗
F (p)N) −→ T k(T ∗

pM)

(F ∗T )(v١, . . . ,vk) = T (F∗v١, . . . , F∗vk).

p ∈ Mو هموار نΎاشت دو G : N −→ P و F : M −→ N اگر کشنده: پس نΎاشت ویژگ�ͳهای
آن�گاه: T ∈ T l(T ∗

F (p)) و T ∈ T k(T ∗
F (p))و

F ∗(S ⊗ T ) = F ∗S ⊗ F ∗T .١

(G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗ .٢

(IdN)
∗T = T .٣

را Έپولب نΎاشت p ∈ M هر به�ازای باشد، هموار نΎاشت Έی F : M −→ N اگر تعریف۵٣.١.١.
م�ͳکنبم: تعریف زیر به�صورت

F ∗ : Ωk(N) −→ Ωk(M)(
F ∗(ω)

)
(u١ · · ·uk) = ω

(
F∗(u١) · · ·F∗(uk)

)
, (∀i ui ∈ TpM)

ویژگ�ͳها:
آن�گاه: باشد هموار F :M −→ N م�ͳکنیم فرض

است. ͳخط F ∗ : Ωk(N) −→ Ω∗(M) .١

F ∗(ω ∧ η) = F ∗(ω) ∧ F ∗(η) .٢

آن�گاه: باشد f ∈ C∞(N) و باشد هموار نΎاشت Έی F :M −→ N اگر .۵۴.١.١ لم

F ∗df = d(f ◦ F ). .١

F ∗(fT ) = (f)F ∗T. .٢

.[١٢] برهان.
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ͳل گروه�های ٢.١

باشد) هموار منیفلد Έی G) است. هموار ساختار با جبری گروه Έی G کنیم فرض .١.٢.١ تعریف
باشند: هموار زیر نΎاشت�های به�طوری΋ه

m : G×G −→ G,

m(g, h) = g.h,

i : G −→ G,

i(g) = g−١.

دارد. نام ͳل گروه Έی G آن�گاه

صفربعدی منیفلد گسسته توپولوژی با و گروه Έی جم΄، عمل با ΀صحی اعداد مجموعه .٢.٢.١ مثال
زیر نΎاشت�های است،

m : Z× Z −→ Z, i : Z −→ Z,
(x, y) 7−→ x+ y, x 7−→ −x,

است. بعدی صفر ͳل گروه Έی Z بنابراین هموارند

(n مرتبه از پذیر وارون ͳخط تبدیلات (گروه ͳعموم ͳخط گروه •
GL(n) = {A ∈M(n× n) : detA ̸= ٠},

است. n٢-بعدی ͳل گروه Έی ماتریس�ها، ضرب عمل با �پذیر وارون n× n ماتریس�های همه شامل

خاص. ͳخط گروه •
SL(n) = {A ∈ GL(n) : detA = ١},

است. n٢)-بعدی − ١) ͳل گروه Έی ،Έی دترمینان با پذیر وارون ماتریس�های همه شامل

متعامد. تبدیلات گروه •
O(n) = {A ∈ GL(n) : AAT = In},

است. −n(n-بعدی ١)
٢ ͳل گروه Έی

(دوران�ها) ویژه متعامد تبدیلات گروه •
SO(n) = {A ∈ O(n) : detA = ١},

است. −n(n-بعدی ١)
٢ ͳل گروه Έی

آفین. تبدیلات گروه •

A(n− ١) =
{(

A a

٠ ١

)
: A ∈ GL(n− ١) : a ∈ Rn−١

}
,

است. −n(n-بعدی ١) ͳل گروه Έی

هموار نΎاشت و G ͳل گروه توسط M هموار منیفلد روی تبدیلات گروه عمل Έی .٣.٢.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در که م�ͳشود مشخص Φ(g, x) = g.xضابطه با ϕ : G×M −→M



١۵ ͳل گروه�های .٢.١

.١
e.x = x,

.٢
g.(h.x) = (g.h).x x ∈M, g ∈ G.

M روی که تبدیلات از ͳموضع گروه Έی باشد. هموار منیفلد ΈیM کنیم ͳم فرض .۴.٢.١ تعریف
باز مجموعه زیر که م�ͳشود داده Ψ : U −→ M هموار نΎاشت و G ͳل گروه Έی به�وسیله�ی م�ͳکند عمل

است: زیر خواص دارای همچنین {e} ×M ⊂ U ⊂ G×Mو است گروه عمل تعریف حوزه U

سپس (g.h, x) ∈ U همچنین و (g,Ψ(h, x)) ∈ U, (h, x) ∈ U اگر •
.Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(g.h, x)

. Ψ(e, x) = x ،x ∈M هر برای •

Ψ(g−١,Ψ(g, x)) = xو (g−١,Ψ(g, x)) ∈ U سپس (g, x) ∈ U اگر •

نامیده ͳتابع Mوابسته منیفلد روی مقدار ͳحقیق هموار تواب΄ از {f١, · · · , fk} مجموعه تعریف٢.١.۵.
باشد داشته وجود H(x١, · · · , xk) هموار تاب΄ و U ͳΎهمسای x٠ ∈ M نقطه هر برای اگر م�ͳشوند

: باشیم xاشته ∈ U همه برای به�طوری΋ه
H(f١(x), · · · , fk(x)) = ٠,

نباشد. برقرار شرط این اگر م�ͳشوند نامیده ͳتابع مستقل تواب΄ این

هستند ͳتابع مستقل آن�گاه کنند صدق df١ ∧ · · · ∧ dfk ̸= ٠ شرط در f١, · · · , fk اگر .۶.٢.١ گزاره
م�ͳباشند. ͳتابع وابسته اینصورت غیر در

.[١۵] برهان.

زیر م�ͳکند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از ͳموضع ͳگروه G کنید فرض .٧.٢.١ تعریف
داشته باشد شده تعریف g.x به�طوری΋ه g ∈ Gو x ∈ L اگر هرگاه، م�ͳنامیم -ناوردا G، L ⊂M مجموعه

g.x ∈ L. باشیم

است
{
F١(x) = · · ·Fk(x) = ٠

}
معادلات دستΎاه از تقارن گروه Έی G گروه تعریف٨.٢.١.

اگر
SF =

{
x|F١(x) = · · ·Fk(x) = ٠

}
باشد. ناوردا -G مجموعه زبر Έی

انتقالات از ١-پارامتری گروه Έی Gc اگر .٩.٢.١ مثال
(x, y) → (x+ cϵ, y + ϵ), ϵ ∈ R.

م�ͳباشد. ͳهای� خط چنین برای تقارن وGcیΈگروه Gc-ناوردا ،x = cy+d �های خط باشد، cثابت برای
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م�ͳکند. اثر M منیفلد روی که باشد تبدیلات از ͳموضع گروه Έی G م�ͳکنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف
به g ∈ Gهر و x ∈ M برای هرگاه گوییم -ناوردا G را م�ͳباشد منیفلد نیز N که F : M → N تاب΄

. F (g.x) = F (x)باشیم داشته باشد شده تعریف g.x که ͳشرط

ناوردا Έی م�ͳکند. Mعمل منیفلد روی که باشد تبدیلات از گروه Έی G کنید فرض تعریف١١.٢.١.
. I(g.x) = I(x) باشیم داشته g ∈ G تمام برای که است I :M → R مقدار ͳحقیق تاب΄ G از

ͳل جبر ٣.١

M روی v برداری میدان م�ͳکند. عمل M منیفلد روی که باشد ͳگروه G کنید فرض تعریف١.٣.١.
و x ∈ M و g ∈ G که g∗(v|x) = v|gx ͳیعن باشد ثابت عمل تحت اگر م�ͳشود. نامیده یGΈ-ناوردا

است. شده تعریف g.x

باشند راست و چپ ͳضرب نΎاشت�های Rg : h −→ h.g و Lg : h −→ g.h کنید فرض تعریف٢.٣.١.
اگر م�ͳشود نامیده راست ناوردای و L∗g(v) = v اگر م�ͳشود نامیده چپ ناوردای G روی v برداری میدان

.g ∈ G که R∗g(v) = v

ناوردای برداری میدان�های همه از برداری فضای Έی G ͳل گروه از G راست ͳل جبر .٣.٣.١ تعریف
برداری میدان�های همه از برداری فضای Έی G ͳل گروه از G چپ ͳل جبر و م�ͳباشد. G روی راست

ͳدوخط عملΎر با G برداری فضای ،ͳل جبر عموم�ͳتر، به�طور م�ͳباشد. G روی چپ ناوردای

[ , ] : G × G −→ G

م�ͳکند. صدق ͳل کروشه خواص در و م�ͳشود نامیده ͳل کروشه که است

است. ایزومورفیسم i∗ : Gl −→ GR آن�گاه باشد ͳل گروه Έی G اگر .۴.٣.١ لم

و خودش روی G گروه چپ و راست عمل ضابطه� ترتیب به Lg و Rg که کنیم فرض برهان.

i : G −→ G,

که م�ͳکنیم ثابت باشد، G ساز وارون نΎاشت

di : GR −→ GL,

باشد h ∈ G هرگاه هستند.) G چپ و راست ͳل جبرهای دهنده نمایش GL و GR ) است. ایزومورفیسم
آن�گاه

(Rg ◦ i)h = Rg(i(h))

= Rg(h
−١)

= h−١g

= (g−١h)−١

= (i ◦ Lg−١)h.



١٧ شار .۴.١

این�صورت در باشد f ∈ C∞(G) و v ∈ Gl کنیم فرض حال

dRg(divh)f = (dRg ◦ di) (vh)f

= d (Rg ◦ i) (vh)f

= d
(
i ◦ Lg−١

)
(vh)f

=
(
di ◦ dLg−١

)
(vh)f

= di
(
dLg−١vh

)
f

= di(vhg−١)f

= vf
(
i(g−١h)

)
= vf

(
h−١g

)
= vh−١gf.

بردار به�طوری΋ه است ϕ(ϵ) هموار پارامتری ͳمنحن v برداری میدان Έی از انتΎرال ͳمنحن تعریف٣.١.۵.
:ͳیعن باشد برابر نقطه آن در v مقدار با ͳمنحن نقطه هر بر مماس

ϕ̇(ϵ) = v|ϕ(ϵ), ∀ϵ ∈ R.

دیفرانسیل معادله دستΎاه از ͳجواب x = ϕ(ϵ) = (ϕ١(ϵ), · · · , ϕm(ϵ)) ͳبایست ͳموضع مختصات در
ͳمعمول

dxi

dϵ
= ξi(x), i = ١, · · · ,m, (۵.١)

هستند. x در v ضرایب ها ξi(x) که باشد

انتΎرال خم به تعمیم قابل که است ͳرالΎانت خم هموار منیفلد روی ماکسیمال انتΎرال خم تعریف٣.١.۶.
نباشد. بزرگتر دامنه با دیΎری

شار ۴.١

M در x نقطه از که پارامتری ماکسیمال انتΎرال ͳمنحن باشد، برداری ͳمیدان v اگر .١.۴.١ تعریف
x ∈M هر برای بنابراین م�ͳنامیم. v وسیله به شده تولید شار را Ψ و م�ͳدهیم نشان Ψ(ϵ, x) با را م�ͳگذرد
شار بود. خواهد M در x از گذرنده انتΎرال ͳمنحن روی نقطه�ای Ψ(ϵ, x) و o شامل Ix بازه در ϵ هر و

است: زیر خاصیت�های دارای ϵ, δ ∈ R هر برای برداری میدان

•

Ψ(δ,Ψ(ϵ, x)) = Ψ(δ + ϵ, x), x ∈M,

•

Ψ(٠, x) = x,
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•
d

dϵ

∣∣∣
ϵ=٠

Ψ(ϵ, x) = v|Ψ(ϵ,x).

باشد. R روی برداری میدان Έی v =
∂

∂x
و x مختصات Mبا = R کنید فرض .١ .٢.۴.١ مثال
داریم: آن�گاه باشد v انتΎرال خم Έی Ψ = Ψ(ϵ)اگر

vx(ϵ) = x′(ϵ)

بنابراین

x′(ϵ) = ١ =⇒ dx

dϵ
= ١ =⇒ x = ϵ+ k,

گذرنده عبوری شار بنابراین م�ͳگیریم نظر در را Ψ(٠) = x اولیه شرایط شار، آوردن بدست برای
م�ͳشود. بیان Ψ(ϵ) = ϵ+ x ش΋ل به Rاز

ش΋ل به آن با متناظر خم باشد. R٢ در برداری میدان v = x٢
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
اگر .٢

Ψ(ϵ) = (x(ϵ), y(ϵ))

داریم پس م�ͳباشد.

vΨ(ϵ) = Ψ′(ϵ)

Ψ′(ϵ) = x′(ϵ)
∂

∂x
+ y′(ϵ)

∂

∂y
,

بنابراین
dx

dϵ
= x٢ ⇒ dx

x٢
= dϵ⇒

∫
dx

x٢
=

∫
dϵ⇒ −١

x
=⇒ x = − ١

ϵ+ c
,

dy

dϵ
= xy ⇒ dy

dϵ
= − ١

ϵ+ c
y ⇒ dy

y
= − dϵ

ϵ+ c
⇒ − ln y = − ln(ϵ+c)+ln k ⇒ y =

k

ϵ+ c
,

داریم: اولیه شرط از استفاده با

x =
١
c
⇒ c = −١

x
,

ϵ = ٠ ⇒ y =
k

c
⇒ k = yc⇒ k = −y

x
.

است.
(

x

١− x
,

−y
y − tx

)
ش΋ل به برداری میدان این راستای در عبوری شار بنابراین

Έنهایتکوچ�ͳب گروه عمل ۵.١

که است γ : R −→ G مانند ͳل گروه همومورفیسم Έی یΈ-پارامتری، گروه زیر Έی تعریف١.۵.١.
زیرگروه Έی یΈ-پارامتری، گروه زیر Έی تعریف این طبق م�ͳشود. گرفته نظر در ͳل یΈگروه عنوان به R

است. G به ͳهمومورفیسم بل΋ه نیست G ͳل



١٩ Έکوچ ب�ͳنهایت گروه عمل .۵.١

با exp : G −→ G نΎاشت صورت این در م�ͳگیریم، نظر در را G ͳجبرل با G ͳل گروه تعریف١.۵.٢.
برداری میدان نظیر یΈ-پارامتری گروه زیر Έی F که گوییم ͳنمای نΎاشت را exp(X) = F (١) ضابطه
دیفئومورفیسم Έی exp آن�گاه باشند، e ∈ G ͳΎهمسای Έی V ، ٠ ∈ G ͳΎهمسای Έی U اگر است. X

م�ͳکند. برقرار V ، U بین

هر برای این�صورت در باشد. G ͳجبرل با همبند ͳل گروه Έی G کنید فرض .٣.۵.١ قضیه
که: معنا بدین م�ͳباشد، ͳنمای نΎاشت�های ترکیب به�صورت بیان قابل g مانند G عضو هر v١, . . . ,vk ∈ G

g = exp(vk) ◦ · · · ◦ exp(v١).

متناظر ͳنمای نΎاشت�های محاسبه با م�ͳتوان ͳجبرل Έی اعضای داشتن با که است آن فوق قضیه تعبیر
�آورد. به�دست را گروه تبدیل ضابطه هم در آن�ها ترکیب و عضو هر با

.[١۵] برهان.

بنابراین م�ͳشود، تولید برداری میدان�های شار توسط تبدیلات از پارامتری Έی گروه Έب تعریف١.۴.۵.
مشخص را �M روی برداری میدان�های از مجموعه�ای م�ͳکند Mعمل منیفلد روی تبدیلاتGکه از ͳل گروه
گروه�های یΈبین یΈبه تناظری م�ͳشوند. ͳمعرف گروه کوچΈعمل ب�ͳنهایت مولد�های عنوان به که م�ͳکند
پارامتری Έی گروه v ∈ G اگر ویژه به دارد. وجود کوچ΋شان ب�ͳنهایت مولد�های و تبدیلات از ͳموضع
پارامتری Έی گروه از ṽ Έکوچ ب�ͳنهایت مولد با v کند، تولید را {exp(ϵv) : ϵ ∈ R} تبدیلات از
با گروه عمل در Έکوچ ب�ͳنهایت مولد بنابراین م�ͳشود مشخص x −→ exp(ϵv)x شار با تبدیلات از

م�ͳشود: تعریف زیر دیفرانسیل
ṽ|x =

d

dx

∣∣∣
ϵ=٠

exp(ϵv)x x ∈M, v ∈ G.

نتیجه در
ṽ = Φ∗(v|x),

v ∈ G = GR اگر .Φx◦ϕh = Φh.x چون م�ͳشود Φx(g)تعریف = g.xصورت Φxبه : G −→M که
بین ͳل کروشه حافظ Φ∗x که Φ∗x(vg) = ṽ|g.x بنابراین باشد G روی راست ناوردای برداری میدان

است. برداری میدان�های

گروه G و باشد M منیفلد روی برداری میدان�های از ͳمتناه بعد با ͳل جبر G کنید فرض .۵.۵.١ قضیه
با آن Έکوچ ب�ͳنهایت مولد�های که دارد Mوجود روی G از ͳموضع عمل بنابراین است. G ͳل جبر با ͳل

م�ͳباشد. ͳ΋ی مذکور گروه ͳل جبر

.[٣] برهان.

v به نسبت w ͳل مشتق باشد vشار exp و M روی برداری میدان v,w م�ͳکنیم فرض .۶.۵.١ تعریف
م�ͳباشد: زیر به�صورت

Lvw =
d

dϵ

∣∣∣
ϵ=٠

exp∗
(
−ϵwexp(tv)p

)
= lim

ϵ−→٠

exp∗
(
−ϵwexp(ϵv)p

)
−wp

ϵ
(۶.١)



٢٠ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١

همان v به نسبت w ͳل مشتق Mباشند. روی هموار برداری میدان�های w و v کنید فرض .٧.۵.١ گزاره
است: w و v ͳل کروشه

Lvw = [v,w].

.[١٢] برهان.

م�ͳگیریم، درنظر زیر به�صورت را صفحه بر SO(٢) دوران� گروه عمل .٨.۵.١ مثال

Ψ(ϵ, (x, y)) = (x cos ϵ− y sin ϵ, x sin ϵ+ y cos ϵ),

آن�گاه باشد v = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
برداری میدان به�صورت Έکوچ ب�ͳنهایت مولد اگر

ξ(x, y) =
dx

dϵ
|ϵ=٠(x cos ϵ− y sin ϵ) = −y,

η(x, y) =
dx

dϵ
|ϵ=٠(x sin ϵ+ y cos ϵ) = x,

از است عبارت آن Έکوچ ب�ͳنهایت مولد بنابراین

v = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
,

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات سیستم جواب�های با بالا مثال تبدیلات گروه که دید م�ͳتوان بنابراین
dx

dϵ
= −y, dy

dϵ
= x.

دارد. مطابقت

ش΋ل به را R روی SL(٢) گروه عمل .٩.۵.١ مثال

x −→ αx+ β

γx+ δ

م�ͳکنیم. تعریف

م�ͳشود. تولید زیر ماتریس�های با جبر این بنابراین است. صفر اثر با ماتربس�های ، SL(٢) گروه ͳل جبر

A١ =

(
٠ ١
٠ ٠

)
, A٢ =

(
١
٢ ٠
٠ −١

٢

)
, A٣ =

(
٠ ٠
١ ٠

)
.

که دید م�ͳتوان فوق مداری نΎاشت مشتق محاسبه با

v١ =
∂

∂x
, v٢ = x

∂

∂x
, v٣ = −x٢ ∂

∂x
.

هستند. عمل این Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای

G تحت I : M −→ R تاب΄ کند. عمل M منیفلد روی G همبند گروه کنید فرض .١٠.۵.١ قضیه
.v[I] = ٠ داریم v Mمانند روی G عمل Έکوچ نهایت ͳب مولد هر ازای اگربه فقط و اگر ناورداست



٢١ Έکوچ ب�ͳنهایت گروه عمل .۵.١

دیفرانسیل ϵ به نسبت I[exp(ϵv)] = I(x) ͳناوردای شرط از نظربΎیرید. در ثابت را v ∈ G برهان.
داریم باشد برقرار v[I] = ٠ اگر ع΋س بر م�ͳرسیم. نظر مورد نتیجه به و م�ͳدهیم قرار ϵ = ٠ و م�ͳگیریم
v توسط شده تولید پارامتری Έی گروه زیر تحت I[exp(ϵv)x] بنابراین و d((I| exp(ϵv)x])/dϵ = ٠

ناورداست. I پس است. ثابت

با تبدیلات پارامتری Έی گروه از G-ناوردا تاب΄ Έی u = I(x) اگر ناوردای قضیه طبق بنابراین
زیر همΎن اول مرتبه ͳخط معادلات دستΎاه در باید باشد v =

∑
i ξ

i(x)∂xi Έکوچ ب�ͳنهایت مولد�های
م�ͳکند: صدق

m∑
i=١

ξi(x)
∂u

∂xi
= ٠,

سیستم با بالا رابطه ͳجزی دیفرانسیل معادله م�ͳآید. بدست ͳزینΎجای روش توسط دستΎاه این جواب�های
م�ͳشود: جابجا زیر دیفرانسیل معادلات از مشخصه

dx١

ξ١(x)
=

dx٢

ξ٢(x)
= · · · = dxm

ξm(x)
, (٧.١)

Ciها که م�ͳشوند نوشته I١(x) = C١, · · · , Im−١(x) = Cm−١ فرم به ͳموضع صورت به جواب�ها
گروه از مستقل ناوردهای از ͳکامل مجموعه I١, · · · , Im−١ تواب΄ این�که اثبات هستند. انتΎرال ثابت�های

م�ͳباشد. v توسط شده تولید پارامتری Έی

برداری میدان توسط شده تولید پارامتری Έی گروه تحت ناوردا -G تاب΄ .١١.۵.١ مثال

v = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (١+ z٢)

∂

∂z
,

از است عبارت (شار) تبدیل یΈ-پارامتری گروه م�ͳدهیم. شرح را

(x, y, z) −→
(
x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t,

sin t+ z cos t

cos t− z sin t

)
(٨.١)

(٧.١) سازی مشخصه سیستم است نقطه آن از گذرنده انتΎرال خم شده پارامتری (٨.١) معادله بنابراین
است: زیر صورت به برداری میدان این برای

dx

−y
=

dy

x
=

dz

١+ z٢
,

که است x٢+y٢ = c١ آن ͳعموم جواب که است پذیر جدا دیفرانسیل معادله Έی dx
−y

=
dy

x
اول معادله

م�ͳدهیم قرار x جای به دوم معادله حل برای ناورداست. r =
√
x٢ + y٢ بنابراین است. انتΎرال ثابت c١

بنابراین است tan−١ z − sin−١(y
r
) = tan−١ z − tan−١( y

x
) = c٢ صورت به جواب .

√
r٢ − y٢

،w = (xz− y)/(yz+ x) تاب΄ yz+ x ̸= ٠ برای نتیجه در است دوم ناوردای tan−١ z− tan−١(
y

x
)

م�ͳدهد. نشان را ͳتابع مستقل ناوردای از ͳکامل مجموعه r =
√
x٢ + y٢





فصل٢

نقطه�ای تقارن�های و دیفرانسیل معادلات

٢٣



فضایجت ١.٢

روش�های از همچنین و م�ͳدهیم ارایه را آن�ها روشمحاسبه و ͳدیفرانسیل ناورداهای امتداد، مفهوم فصل این در
شده ارایه دیفرانسیل معادلات تقارن گروه کردن مشخص و تقارن گروه محاسبه برای که Έکوچ ب�ͳنهایت

م�ͳشود. استفاده است،

م�ͳشود، تعریف f(x) = f(x١, . . . , xp) ضابطه با که f : X −→ R مانند هموار ͳحقیق تاب΄ Έی
تعداد دارای

pk =
( p+ k − ١

k

)
,

چندگانه اندیس Έی J = (j١, . . . , jk) هرگاه م�ͳباشد. متغیرهایش به نسبت k متمایزازمرتبه ͳجزئ مشتق
�م�ͳشود: داده زیرنمایش بصورت J به نسبت f تاب΄ ͳجزئ مشتق آن�گاه باشد، f تاب΄ ازمتغیرهای

∂Jf(x) =
∂kf(x)

∂xj١ . . . ∂xjk
,

مزبور تاب΄ از بار چند که براین م�ͳشود، مشخص ♯J = k نماد با که J چندگانه اندیس مرتبه که نمایید توجه
f : X −→ U که کنید فرض م�ͳنماییم. گسترده�تر ͳراکم بحث اکنون م�ͳنماید. دلالت گرفته�ایم، مشتق
صورت، دراین باشد. u = f(x) = (f١(x), . . . , f q(x)) باضابطه�ی مقداری -q p-متغیره تاب΄ Έی

با را n-ام مرتبه تا تاب΄ این ͳجزئ مشتقات تمام فضای

U (n) := U × U١ × · · · × Un, (١.٢)

i-ام مرتبه�ی از ͳجزئ مشتقات فضای نماینده i = ١,٢, . . . , n ازای به ها Ui طوری΋ه به م�ͳدهیم، نمایش
با است برابر (١.٢) فضای بعد که نمود مشاهده م�ͳتوان م�ͳباشند.

q + qp١ + qp٢ + · · ·+ qpk = q
( p+ n

n

)
:= qp(n),

qp(n) دارای u(n) درنتیجه، م�ͳدهیم. نمایش u(n) بصورت را U (n) در نقطه هر بعد به این از که نمایید توجه
شرایط با چندگانه اندیس Έی J = (j١, . . . , jk) و م�ͳباشد uαJ , α = ١, . . . , q ش΋ل به متمایز متغیر

است. ٠ ≤ k ≤ p,١ ≤ jk ≤ p

فضای ،U (n) به مستقل متغیرهای فضای نمودن اضافه با تعریف١.١.٢.

J (n) = X × U (n), (٢.٢)

م�ͳدهیم. نشان J (n)f نماد با را آن و گفته u = f(x) تاب΄ n-ام مرتبه جت فضای آن به که م�ͳشود تعریف
برای لازم فضای دقیقا فضا این درحقیقت، م�ͳباشد. p+ qp(n) با برابر (٢.٢) فضای بعد که است ΀واض

م�ͳباشد. متغیرهایش همراه به f تاب΄ تیلور بسط دادن نشان

است. بعدی p+ qp(n) هموار منیفلد Έی J (n) .٢.١.٢ قضیه

.[١۵] برهان.



٢۵ جت فضای .١.٢

نظر در را م�ͳباشد وابسته متغیر Έی و متغیرمستقل سه شامل که را u = f(x, y, z) تاب΄ .٣.١.٢ مثال
دراین�صورت بنویسیم، دوم مرتبه تا را فوق تاب΄ ͳجزئ مشتقات که کافیست J (٢) یافتن منظور به بΎیرید.

داریم:

J (٢) = {(x, y, z;u;ux, uy, uz;uxx, uyy, uzz, uxy, uyz, uxz)} ≃ R٨

آن n-ام مرتبه امتداد آن، مستقل متغیرهای از غیر به تاب΄ Έی n-ام مرتبه جت فضای به تعریف١.٢.۴.
امتداد فوق تعریف به توجه با بنابراین، م�ͳنماییم. ͳمعرف u(n) = f (n)(x) نماد با را آن و م�ͳشود گفته تاب΄

از: است عبارت u = f(x, y, z) تاب΄ دوم مرتبه

f (٢)(x, y, z) = (f ; fx, fy, fz; fxx, fyy, fzz, fxz, fxy, fyz),

متغیر - q و x = (x١, · · · , xp) مستقل -متغیر p با دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی تعریف١.٢.۵.
متغیرهای تمام شامل E = X × U ≃ Rp+q کامل فضای م�ͳشود. بیان u = (u١, · · · , uq) وابسته

است: زیر به�صورت E کامل فضای روی برداری میدان Έی است. وابسته و مستقل

v =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

φα(x, u)
∂

∂uα
, (٣.٢)

م�ͳشود. تعریف وابسته و مستقل متغیرهای فضای روی که
اگر است عمودی برداری میدان و φα = ٠ ͳیعن باشند صفر عمودی ضرایب اگر است ͳافق برداری میدان

.ξi = ٠ ͳیعن باشند صفر ͳافق ضرایب

به�صورت را E ≃ R× R کامل فضای روی SO(٢) گروه عمل .۶.١.٢ مثال

gt(x, u) = (x cos t− u sin t, x sin t+ u cos t),

تاب΄ تبدیل این م�ͳکند. عمل E ≃ R × R وابسته و مستقل متغیرهای فضای روی که م�ͳکنیم تعربف
ماند. خواهد ͳباق تعریف خوش ͳتابع گراف gt · Γf گراف بنابراین م�ͳنΎارد گرافش به را u = f(x)

است زیر به�صورت ͳضمن فرم در f̃ = g.f تبدیلات تاب΄ معادله

x̃ = x cos t− f(x) sin t, ũ = x sin t+ f(x) cos t,

و است آفین نیز تبدیل تاب΄ باشد، آفین (تبدیل) تاب΄ Έی u = ax + b اگر مثال برای ũ = f̃(x̃)که
به�صورت ͳضمن فرم در

ũ =
sin t+ a cos t

cos t− a sin t
x̃+

b

cos t− a sin t
, (۴.٢)

م�ͳشود. تعریف است a ̸= cot t ͳوقت که است



٢۶ نقطه�ای تقارن�های و دیفرانسیل معادلات .٢

دیفرانسیل معادلات ٢.٢

وابسته -متغیر q و مستقل متغییر -p با n-ام مرتبه� دیفرانسیل معادله -m دستΎاه Έی .١.٢.٢ تعریف
و u = (u١, ..., uq) و x = (x١, ..., xp) شامل ∆ν(x, u

(n)) = ٠, ν = ١, ..., p ͳمعادلات دستΎاه با
به�صورت دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی م�ͳشود. نوشته n مرتبه تا x به نسبت u مشتقات

∆ : X × U (n) −→ Rm,

م�ͳباشند هموار اندیس�هایشان ,x)∆در u(n)) = (∆١(x, u
(n)), ...,∆t(x, u

(n))) که است

با را دستΎاه جواب مجموعه

S∆ = {(x, u(n))|∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ١, ...,m}, (۵.٢)

است (x, u(n)) ∈ J (n) نقاط تمام شامل و -ام n مرتبه�ی جت فضای از زیر�مجموعه�ای که م�ͳدهیم نشان
م�ͳکند. صدق دستΎاه در که

باشد. دیفرانسیل معادلات ,ν(x∆یΈدستΎاه u
(n)) = ٠, ν = ١, ...,m فرضم�ͳکنیم تعریف٢.٢.٢.

آن -بعدی p× (p+ qp(n)) ژاکوبین ماتریس اگر گوییم ماکسیمال رتبه دارای را آن

J∆(x, u
(n)) =

(
∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαj

)
,

باشیم: داشته هرگاه باشد m رتبه از (x, u(n)) متغیر�های همه�ی به نسبت
∆ν(x, u

(n)) = ٠.

گروه عمل ͳامتدادده ٣.٢

کامل فضای از باز زیرمجموعه Έی روی که باشد ازتبدیلات گروه Έی G که کنید فرض تعریف١.٣.٢.
به که داد، ترفی΄ J (n)(O) ͳیعن O n-ام مرتبه جت فضای به م�ͳتوان را عمل این م�ͳکند. عمل O مانند E
از منظور دیΎر ͳعبارت به م�ͳدهیم. نمایش G(n) با را آن و گفته O روی G گروه عمل n-ام مرتبه امتداد آن
قابل م�ͳباشد. u = f(x) تاب΄ n-ام مرتبه تا ͳجزئ مشتقات روی به آن عمل تعمیم گروه، Έی عمل امتداد
g نظرگرفتن در با آن�گاه باشد، G گروه از تبدیل Έی g هرگاه که است گونه بدین فرآیند این که است ذکر

به�صورت: O روی آن امتداد g : O −→ O به�صورت تاب΄ Έی عنوان به
g(n) : J (n)(O) −→ J (n)(O),

م�ͳشود. تعریف (x٠, u(n)٠ ) ∈ J (n)(O) دلخواه نقطه ازای به g(n) ·(x٠, u(n)٠ ) = (x̃٠, ũ٠
(n))ضابطه�ی با

دراین م�ͳباشد. جت فضای روی به امتداد قابل گروه Έی عمل شد، اشاره فوق درتعریف همانطورکه
ب�ͳنهایت مولدهای عنوان به ازآن�ها که داد امتداد م�ͳتوان رانیز برداری میدان�های که م�ͳدهیم نشان بخش،
معادلات تقارن�های یافتن راستای در گام نخستین فرآیند این که است ذکر قابل م�ͳگردد. یاد Έکوچ

م�ͳشود. محسوب دیفرانسیل



٢٧ کامل مشتقات .۴.٢

مرتبه�ی جت فضای از باز زیر�مجموعه روی که F : J (n) −→ R مقدار ͳحقیق هموار تاب΄ تعریف٢.٣.٢.
م�ͳشود. نامیده n مرتبه از ͳدیفرانسیل تاب΄ م�ͳشود، تعریف n-ام

فضای روی F (x, u(٢)) = uxx + uyy دوم مرتبه ͳدیفرانسیل تاب΄ یا uxx + uyy = معادله٠ مثال برای
م�ͳشود. تعریف است، (x, y, u) مختصات دارای که است E = R٢ × R که J (٢)(E) جت

مشتقاتکامل ۴.٢

نسبت F کامل مشتق بΎیرید. نظر در را n مرتبه از ͳدیفرانسیل تاب΄ Έی را F
(
x, u(n)

)
تعریف٢.۴.١.

صدق زیر شرط در u = f(x) هموار تاب΄ هر برای که DiFاست (١+n)-ام مرتبه�ی ͳدیفرانسیل تاب΄ xi به
م�ͳکند.

DiF (x, f
(n+١)(x)) =

∂

∂xi
F (x, f (n)(x)).

آن�گاه: باشد، (x, u) مختصات با E ≃ R× R اگر مثال عنوان به .٢.۴.٢ مثال

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ ...,

آن�گاه: باشد، (x, t, u) مختصات با E ≃ R٢ × R اگر دیΎر مثال عنوان به .٣.۴.٢ مثال

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxt

∂F

∂ut
+ uxxt

∂F

∂uxt
+ uxtt

∂F

∂utt
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ ...,

DtF =
∂F

∂t
+ ut

∂F

∂u
+ utt

∂F

∂ut
+ uxt

∂F

∂ux
+ utxx

∂F

∂uxx
+ uxtt

∂F

∂utx
+ uttt

∂F

∂utt
+ ...,

وتقارن�ها برداری میدان�های امتداد ۵.٢

مرتبه امتداد بΎیرید. نظر در م�ͳکند تولید را exp(ϵv) تبدیلات از پارامتری Έی گروه که v برداری میدان
آن به که بوده J (n) جت فضای روی برداری میدان Έی م�ͳدهیم، نشان pr(n)v با را v برداری میدان n-ام
هر برای بنابراین گویند. pr(n) exp(ϵv) پارامتری Έی گروه n-ام مرتبه امتداد از ͳ΋کوچ ب�ͳنهایت مولد

داریم:
(
x, u(n)

)
∈ J (n) نقطه

pr(n)v
∣∣(

x,u(n)
) = d

dϵ
pr(n) exp(ϵv).

(
x, u(n)

)∣∣
ϵ=٠.

شده تعریف ماکسیمال رتبه�ی از دیفرانسیل معادلات از دستΎاه Έی ∆ = ٠ کنیم فرض .١.۵.٢ قضیه
کرده عمل O روی که باشد ازتبدیلات ͳموضع گروه G اگر باشد O مانند E از باز مجموعه زیر Έی در

اگر: م�ͳپذیرد. تقارن گروه عنوان به را G دستΎاه آن�گاه باشد، آن Έکوچ ب�ͳنهایت مولد Έی vو

pr(n)(∆) = ٠, ∆ = ٠. (۶.٢)

.[١۶] برهان.
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م�ͳکنیم فرض .٢.۵.٢ قضیه

v =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

ϕα(x, u)
∂

∂uα
, (٧.٢)

برداری میدان v n-ام مرتبه امتداد Mباشد. ⊂ X × U باز زیرمجموعه روی برداری ͳمیدان

pr(n)v = v +

q∑
n=١

∑
J

ϕj
α

(
x, u(n)

) ∂

∂uαj
(٨.٢)

و ١ ≤ jk ≤ p و J = (j١, · · · , jk) آن در که Mم�ͳباشد (n) ⊂
(
X × U (n)

)
متناظر جت فضای روی

داریم: همچنین م�ͳباشد. ٠ ≤ k ≤ n

ϕj
α(x, u

(n)) = DJ(ϕα −
p∑

i=١
ξiuαi ) +

p∑
i=١

ξiuαj,i, (٩.٢)

آن در که

uαi =
∂uα

∂xi
, uαj,i =

∂uαj
∂xi

,

DJ = Dj١ .Dj٢ . · · · .Djk ,

Di =
∂

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαj,i
∂

∂uαj
.

کنید فرض .n = ١ بنابراین م�ͳکنیم، اثبات اول مرتبه مشتق برای را قضیه ابتدا در برهان.
داریم: بنابراین باشد، شده داده تبدیل با متناظر -پارامتری Έی گروه gϵ = exp(ϵv)

(x̃, ũ) = gϵ.(x, u) = (Ξϵ(x, u),Φϵ(x, u)),

کنید: توجه

ξi(x, u) =
d

dϵ

∣∣
ϵ=٠Ξ

i
ϵ(x, u), i = ١, . . . , p, (١٠.٢)

φα(x, u) =
d

dϵ

∣∣
ϵ=٠Φ

α
ϵ (x, u), α = ١, . . . , q, (١١.٢)

u = f(x) کنید فرض است، شده داده (x, u(١)) ∈M (١) هستند. ϕϵ و Ξϵ مولفه�های و Φα و Ξi
ϵ که

باشیم داشته ͳضمن به�صورت یا u(١) = pr(١)f(x) بنابراین باشد تاب΄ Έی

(uα) = fα(x), uαi = ∂fα(x)/∂xi.

داریم: و است تعریف خوش gϵ ͳگروه عنصر به�وسیله f تبدیل ،Έکوچ ͳکاف اندازه به �ϵهای برای

ũ = f̃ϵ(x̃) = (gϵ.f)(x̃) = [ϕϵ ◦ (١× f)] ◦ Ξϵ ◦ (١× f)]−١(x̃), (١٢.٢)

داریم: Jf̃ϵ(x̃) = (∂f̃α
ϵ /∂x̃

i) ژاکوبین ماتریس زنجیره�ای، قاعده استفاده با م�ͳشود. داده

Jf̃ϵ(x̃) = J [ϕϵ ◦ (I × f)](x).{JΞϵ ◦ (١× f)](x)}−١, (١٣.٢)

چون آن) مع΋وس تعریف صورت (در

x = [Ξϵ ◦ (١× f)]−١(x̃),



٢٩ وتقارن�ها برداری میدان�های امتداد .۵.٢

که آورید یاد به ابتدا بΎیریم مشتق ϵ = ٠ گرفتن نظر در با pr(١)v Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای یافتن برای
داریم: باشد ϵ تواب΄ از وارون�پذیر ͳمربع M(ϵ)ماتریس اگر

d

dϵ
[M(ϵ)−١] = −M(ϵ)−١

dM(ϵ)

dϵ
M(ϵ)−١,

است. ͳهمان تبدیلات با متناظر ϵ = ٠ چون که کنید توجه همچنین

Ξ٠(x, f(x)) = x, ϕ٠ = (x, f(x)) = f(x), (١۴.٢)

پس: باشد p× p ͳهمان ماتریس Έی I اگر بنابراین

J [Ξ٠ ◦ (١× f)](x) = I, J(ϕ٠ ◦ (١× f)(x)) = Jf(x),

داریم: لایپنیتز قاعده از استفاده با و داده قرار ϵ = ٠ و گرفته دیفرانسیل (١٢.٢) از اکنون

d

dϵ

∣∣∣
ϵ
Jf̃ϵ(x̃) =

d

dϵ

∣∣∣
ϵ=٠
J [ϕϵo(I × f)](x)− Jf(x)− d

dϵ

∣∣∣
ϵ=٠
J [Eϵo(I × f)](x)]−١,

= J [ϕϵo(I × f)](x)− Jf(x).J [ξ ◦ (I × f)](x).

در(١٠.٢) که هستند ͳستون بردارهای Φ = (Φ١, · · · ,Φq)
T و ϵ = (ϵ١, · · · , ϵp)T دوم تساوی در که

م�ͳدهد. را pr(١)v در ∂/∂uαk از Φk
α تواب΄ ضرایب آخر فرمول ماتریس ورودی�های است. آمده (١١.٢) و

است. زیر به�صورت -ام (α, k) ورودی ͳیعن

ϕk
α(x, pr

(١)f(x)) =
∂

∂xk
[ϕα(x, f(x))]−

P∑
i=١

∂fα

∂x
.
∂

∂xk
[ξi(x, f(x))]

= Dk

[
ϕα −

P∑
i=١

ξiuαi

]
+

P∑
i=١

ξiuαki,

(١۵.٢)

در را قضیه که این برای م�ͳکند. اثبات (n + ١) در را (٨.٢) حالت این و uαki = ∂٢uα/∂xk∂xi که
(n + ١) جت فضای که است آن توجه مورد موضوع م�ͳکنیم. استفاده استقرا از کنیم اثبات ͳکل حالت
شود. مشاهده n-ام جت فضای از (M (n))

(١) اول مرتبه جت فضای زیر عنوان به Mم�ͳتواند (n+١) ، -ام
مرتبه مشتقات از اول مرتبه�ی مشتقات عنوان به م�ͳتواند uαj -ام (n + ١) مرتبه�ی مشتقات که دلیل این به
اول جت فضای q = ١ و p = ٢ حالت در مثلا م�ͳکنیم. ͳبررس مورد این در را ͳمثال شود. نوشته n-ام

دارد. را (x, y, u, ux, uy) Mمختصات (١)

، uy = w و ux = v م�ͳدهیم قرار و م�ͳگیریم نظر در جدید وابسته�ی متغرهای عنوان به را (ux, uy)
متغییر سه Ũ اما است بعدی دو X که م�ͳباشد X × Ũ (١) از بازی مجموعه�ی زیر تنها M (١) بنابراین
X × Ũ (١) از بازی زیر�مجموعه (M (١))(١) ͳیعنM (١) اول جت فضای بنابراین دارد. را u,v, w وابسته�ی
w = uy,v = ux بودیم داده قرار اما بود خواهد (x, y;u;v,w;ux, uy,vx,vy,wx,wy)مختصات با

است. x× ũ در زیر روابط با شده تعریف فضای Mزیر (٢) ∈ (M (١))(١) پس
v = ux ,w = uy, ,vy = wx.
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م�ͳباشد: زیر شرح به pr(n−)vاز pr(n)v تعیین برای استقرا مراحل
م�Ͷتوانیم را چهار مرتبه امتداد فرمول بوسیله�ی بنابراین M (n−١) روی برداری میدان عنوان به را pr(n−١)v
و م�ͳکنیم محدود M (n) فضای زیر به را برداری میدان�های سپس . م�ͳدهیم امتداد (M (n−١))(١)به را آن
با (M (n−١))(١) جدید n-ام مرتبه�ی مختصات حال شد. خواهد مشخص pr(n)v ام -n امتداد نتیجه در
(١۵.٢) طبق ١ ≤ α ≤ q ، J = (j١, ..., jn−١) و ١ ≤ k ≤ p که م�ͳآید به�دست uαj,k = ∂uαj /∂x

k

م�ͳباشد: زیر به�صورت pr(n−١)v از اول مرتبه�ی امتداد در ∂/∂uαj,k ضرایب

ϕJ,k
α = Dkϕ

J
α −

P∑
i=١

Dkξ
i.uαJ,i, (١۶.٢)

م�ͳکند. حل را (١۵.٢) ͳبازگشت رابطه (١٨.٢) فرمول که کنیم ͳبررس است ͳکاف حال
داریم: استقرا به�وسیله

ϕJ,k
α = Dk{DJ(ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi ) +

p∑
i=١

ξiuαJ,i} −
p∑

i=١
Dkξ

i.uαJ,i

= DkDJ(ϕα −
p∑

i=١
ξiuαi ) +

p∑
i=١

(Dkξ
i−uαJ,i + ξiuαJ,ik −

p∑
i=١

Dkξ
i.uαJ,i

= DkDJ(ϕα −
p∑

i=١
ξiuαi ) +

p∑
i=١

ξiuαJ,ik,

م�ͳشود. کامل اثبات و است (١٨.٢) فرم به ϕα
j,k بنابراین uαj,ik = ∂٢uαj /∂x

i∂xk که

Έکوچ ب�ͳنهایت مولد با X × U ≃ R× R روی که را SO(٢) دوران گروه .٣.۵.٢ مثال
اول مرتبه امتداد و ξ = −u و ϕ = x اینجا در م�ͳگیریم. نظر در را م�ͳکند عمل v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂x
,

به��وسیله pr(١)v = v + ϕx ∂

∂ux
,

ϕx = Dx(ϕ− ξux) + ξuxx = Dx(x+ uux)− uuxx = ١+ u٢x,

م�ͳباشد. زیر به�صورت pr(٢)v در ∂

∂uxx
از ϕxx ͳتابع ضریب هم�چنین م�ͳشود. داده

ϕxx = D٢
x(ϕ− ξux) + ξuxxx = D٢

x(x+ uux)− uuxxx = ٣uxuxx.

داده زیر به�صورت م�ͳکند X×Uعمل (٢) روی که pr(٢)SO(٢) دوم امتداد Έکوچ ب�ͳنهایت مولد بنابراین
م�ͳشود.

pr(٢)v = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١+ u٢x)

∂

∂ux
+ ٣uxuxx

∂

∂uxx
.

نظر در (١.٢) مشابه را v برداری میدان دارد. وجود برداری میدان�های امتدا محاسبه�ی برای نیز زیر روش
م�ͳدهیم: قرار و م�ͳگیریم

Qα(x, u
(١)) = ϕα(x, u)−

P∑
i=١

ξi(x, u)uαi , α = ١, ..., q; (١٧.٢)
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این با م�ͳگیریم. نظر در v برداری میدان مشخصه�ی عنوان به را ϕx(x, u
(١)) = (ϕ١, ..., ϕq) ͳتای-q

م�ͳآید: در زیر ش΋ل به (٣.٢) تعریف

ϕJ
α = DJϕα +

P∑
i=١

ξiuαJ,i (١٨.٢)

داریم: آن کردن مرتب و (٣.٢) در آن کردن جایΎزین با

pr(n)v =

q∑
α=١

∑
J

DJQα
∂

∂uαJ
+

p∑
i=١

ξi{∂x
∂x

+

q∑
α=١

∑
j

uαJ,i
∂

∂uαJ
},

رو این از م�ͳباشد، کامل مشتق کروشه، داخل عبارت

pr(n)v = pr(n)vQ +

p∑
i=١

ξiDi, (١٩.٢)

که

vQ =

q∑
α=١

Qα(x, u(١))
∂

∂uα
, pr(n)vQ =

q∑
α=١

∑
J

DJQ
α(x, u(١))

∂

∂uαJ
, ٠ ≤ J ≤ n

(٢٠.٢)

ͳدیفرانسیل ناوردای Έی باشد. برخوردی یا نقطه�ای تبدیلات از گروه Έی G کنیم فرض تعریف٢.۴.۵.
به�طوری΋ه: است I : J (n)(M) −→ R مانند ͳدیفرانسیل ͳتابع

I(g(n) · (x, u(n))) = I(x, u(n)).

را م�ͳکنند عمل v = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
مولد با X روی که G = SO(٢) دوران�های گروه .۵.۵.٢ مثال

م�ͳگیریم: نظر در
Έکوچ ب�ͳنهایت مولد با pr(n)SO(٢) اول امتداد از ͳمعمول ناوردای واق΄ در اول مرتبه ͳدیفرانسیل ناوردای

pr(١)v = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١+ u٢x)

∂

∂ux
,

داریم: دهیم، نشان (x, y, z) با را (x, u, ux) متغیرهای اگر م�ͳباشد.

w = pr(١)v = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (١+ z٢)

∂

∂z
,

دو R٣ در نقطه هر از همسای�ͳΎای در بنابراین نم�ͳشود صفر هرگز R٣ روی w برداری میدان که کنید توجه
این در مشخصه سیستم دارد. وجود w به�وسیله�ی شده تولید یΈ-پارامتری گزوه از ͳتابع مستق ناوردای

م�ͳباشد: زیر به�صورت مورد
dx

−y
=

dy

x
=

dz

١+ z٢
,

با را x دیΎر ناوردای کردن پیدا برای م�ͳباشد. r =
√
x٢ + y٢ ناوردا اول تساوی از گرفتن انتΎرال با

داریم: م�ͳکنیم، جایΎزین
√
r٢ − y٢

dy√
r٢ − y٢

=
dz

١+ z٢
,
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بنابراین م�ͳباشد. k دلخواه ثابت برای arcsin y
r
= arctan z + k آن جواب

arctan z − arcsin
y

r
= arctan z − arctan

y

x
,

م�ͳآید. به�دست تانژانت گرفتن با ناورداها این از تری ساده بیان م�ͳباشد. w برای دوم ͳدیفرانسیل ناوردای

اولیه متغیر تغییر به توجه با بنابراین ، xz − y

yz + x
xux − u

x+ uux
,

√
x٢ + u٢.

م�ͳدهند. تش΋یل SO(٢) برای اول مرتبه ͳدیفرانسیل ناورداهای از ͳکامل مجموعه

باشد. G-ناوردا (موضعا) Γf اگر ناورداست ،G تبدیلات گروه تحت u = f(x) تاب΄ تعریف٢.۶.۵.

با E ≃ X × Uروی متعدی و منطم صورت به که باشد ͳتبدیلات گروه G کنید فرض .٧.۵.٢ قضیه
مانند ͳتابع مستقل ناورداهای از ͳکامل مجموعه اینصورت در م�ͳکند. عمل بعدی -r مدارات

G-ناوردا تاب΄ هر بنابراین دارد. وجود عمل این از I١(x, u), · · · , Ip−s(x, u), J١(x, u), · · · , Jq(x, u)
است: زیر به�صورت ͳموضع فرم در موضعا u = f(x)

w = h(y), y = I(x, u), w = J(x, u),

.[١۶] برهان.

و u و x به که است Q(x, u(١))΄تواب از ͳی تا -q Έی (٣.٢) برداری میدان مشخصه .٨.۵.٢ تعریف
م�ͳشود: زیرتعریف به�صورت و است وابسته u اول مرتبه مشتقات

Qα(x, u(١)) = φα(x, u)−
p∑

i=١
ξi(x, u)

∂uα

∂xi
, α = ١, · · · , q (٢١.٢)

جواب اگر فقط و اگر ناورداست ای نقطه تبدیلات همبند گروه تحت u = f(x) تاب΄ .٩.۵.٢ قضیه
باشد: زیر اول مرتبه ͳجزئ دیفرانسیل معادلات دستΎاه

Qα(x, u(١)) = ٠, α = ١, · · · , q (٢٢.٢)

.[١۶] برهان.

.هر است Q = x + uux به�صورت v = −u∂x + x∂u دوران برداری میدان مشخصه .١٠.۵.٢ مثال
و م�ͳرسیم x٢ + u٢ = c به ͳراحت به معادله این از کند. صدق x + uux = ٠ معادله در باید ناوردا تاب΄

است. دایره Έی گراف بنابراین

١ برگر معادله .١١.۵.٢ مثال

ut = uxx + u٢x, (٢٣.٢)

١Burger



٣٣ وتقارن�ها برداری میدان�های امتداد .۵.٢

معروف برگر پتانسیل معادله به و شده تعریف E ≃ R٢ × R کامل فضای روی که ͳخط غیر ایست معادله
برداری میدان دوم مرتبه امتداد که است لازم بنابراین است. دو مرتبه معادله چون است.

v = ξ١(x, t, u)
∂

∂x
+ ξ٢(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
,

با: است برابر v دوم مرتبه امتداد بنابراین م�ͳدهیم امتداد دو مرحله تا م�ͳشود تعریف E روی که را

pr(٢)v = v + ϕx ∂

∂ux
+ ϕt ∂

∂ut
+ ϕxx ∂

∂uxx
+ ϕxt ∂

∂uxt
+ ϕtt ∂

∂utt
,

ضرایب Qاست، = ϕ−ξ١ux−ξ٢ut ، v برداری میدان مشخصه که این و (١۶.٢) فرمول از استفاده با و
م�ͳآوریم. به�دست زیر در را ϕx, ϕt, ϕxx, ϕxt, ϕtt ͳیعن pr(٢)v

ϕx = DxQ+ ξ١uxx = ϕx + (ϕu − ξ١x)ux − ξ٢xut − ξ١uu
٢
x − ξ٢uu− xut,

ϕt = DtQ+ ξ١uxt + ξ٢utt = ϕt − ξ١t ux + (ϕu − ξ٢t )ut − ξ١uuxut − ξ٢uu
٢
t ,

ϕxx = D٢
xQ+ ξ١uxxx + ξ٢uxxt = ϕxx + (٢ϕxuξ

١
xx)ux − ξ٢xxut + (ϕuu − ٢ξ١xu)u٢x

−٢ξ٢xuuxut − ξ١uuu
٣
x − ξ٢uuu

٢
xut + (ϕu − ٢ξ١x)uxx − ٢ξ٢xuxt − ٣ξ١uuxuxx − ٢ξ٢uuxuxt,

ϕxt = DxDtQ+ ξ١uxxt + ξ٢uxtt = ϕxt + (ϕut − ξ١xt)ux + (ϕxu − ξ٢xt)ut

−ξ١utu٢x − ξ٢xuu
٢
t + (ϕuu − ξ١xu − ξ١ut)uxut − ξ١uuu

٢
xut − ξ٢uuuxu

٢
t − ξ١t uxx

+(ϕu − ξ١x − ξ٢t )uxt − ξ١uuxxut − ٢ξ١uuxuxt − ٢ξ٢uutuxt − ξ٢xutt − ξ٢uuxutt,

ϕtt = D٢
tQ+ ξ١uttt + ξ٢uxtt = ϕtt + (٢ϕut − ξ١tt)ut − ξ١ttux

+(ϕuu − ٢ξ٢ut)− ٢ξ١utuxut − ξ٢uuu
٣
t − ξ١uuuxu

٢
t + (ϕu − ٢ξ٢t )utt

−٢ξ١t uxt − ٣ξ٢uututt − ξ١uuxutt − ٢ξ١uutux.

داریم: برگر معادله بر pr(٢)v دادن اثر از پس حال

ϕt = ϕxx + ٢uxϕx, (٢۴.٢)

داریم: (٢٣.٢) در امتداد ضرایب جایΎذاری با

ϕt − ξ١t ux + (ϕu − ξ٢t )ut − ξ١uuxut − ξ٢uu
٢
t = ϕxx + (٢ϕxu − ξ١xx)ux − ξ٢xxut

+(ϕuu − ٢ξ١xu)u٢x − ٢ξ٢xuuxut
−ξ١uuu٣x − ξ٢uuu

٢
xut + (ϕu − ٢x)uxx

−٢ξ٢xuxt − ٣ξ١uuxuxx − ξ٢uutuxx

−٢ξ٢uuxuxt + ٢ϕxux + ٢(ϕu − ξ١x)u
٢
x

−٢ξ٢xutux − ٢ξ١uu٣x − ٢ξ٢uu٢xut,

نوشت: م�ͳنوان بالا در ut = u٢x + uxx جایΎذاری با



٣۴ نقطه�ای تقارن�های و دیفرانسیل معادلات .٢

ϕt − ξ١t ux + (ϕu − ξ٢t )ut − ξ١uuxut − ξ٢uu
٢
t = ϕxx + (٢ϕxu − ξ١xx)ux − ξ٢xxut

+(ϕuu − ٢ξ١xu)ut − (ϕuu − ٢ξ١xu)uxx
−٢ξ٢xuuxut − ξ١uuu

٣
x − ξ٢uuu

٢
t + ξ٢uuutuxx

+(ϕu − ٢ξ١x)uxx − ٢ξ٢xuxt − ٣ξ١uuxuxx
−ξ٢uutuxx − ٢ξ٢uuxuxt + ٢ϕxux

+٢(ϕu − ξ١x)ut − ٢(ϕu − ξ١x)uxx

−٢ξ٢xutux − ٢ξ١uu٣x − ٢ξ٢uu٢t + ٢ξ٢uutuxx,

م�ͳرسیم: زیر جدول به بالا تساوی طرف دو در u تاب΄ مشتقات ضرایب دادن قرار مساوی با حال

جمله�ایها Έت ضرایب
١ ϕt = ϕxx, (١)
ux −ξ١t = ٢ϕxu − ξ١xx + ٢ϕx, (٢)
ut ϕu − ξ٢t = ξ٢xx + ϕuu − ٢ξ١xu + ٢ϕu − ٢ξx, (٣)
uxut ξ١u = −٢ξ٢xu − ٢ξ٢x, (۴)
u٢t ξ٢u = −ξ٢uu − ٢ξ٢u, (۵)
uxx ٠ = ٢ξ١xu − ϕuu + ϕu − ٢ξ١x − ٢ϕu + ٢ξ١x, (۶)
u٣x ٠ = ξ١uu − ٢ξ١u, (٧)
utuxx ٠ = ξ٢uu − ξ٢u − ٢ξ٢u, (٨)
uxt ٠ = −٢ξ٢x, (٩)
uxuxx ٠ = −٣ξ١u, (١٠)
uxuxt ٠ = −٢ξ٢u, (١١)

(١٠) معادله�ی از همچنین است. مستقل u و x به نسبت ξ٢ که م�ͳشود مشخص (١١) و (٩) معادله�ی از
بنابراین ϕu = −ϕuu م�ͳشود نتیجه (۶) معادله�ی از است. مستقل u به نسبت ξ١ که م�ͳشود مشخص
از x به نسبت ξ١ پس ξ٢t = ٢ξ١x که م�ͳشود نتیجه (٣) معادله�ی از پس .ϕ = α(x, t)e−u + β(x, t)

ξ١t = −٢ϕxu − ٢ϕx م�ͳشود نتیجه (٢) معادله�ی به توجه با پس ξ١xx = ٠ ͳیعن است اول درجه
این�صورت: در و

ξ١t = −٢ϕxu − ٢ϕx = −٢βx ⇒ β = −١
٨ξ

٢
ttx

٢ − ١
٢σtx+ ρ(t).

م�ͳدهد: نتیجه که ϕt = ϕxx و

ξ١ = c١ + c۴x+ ٢c۵ + ۴c۶xt,
ξ٢ = c٢ + ٢c۴t+ ۴c۶t٢,
ϕ = α(x, t)e−u + c٣ − c۵x− ٢c۶t− c۶x

٢.

بنابراین αt = αxx است: برگر معادله از ͳدلخواه جواب α(x, t) و هستند دلخواه ͳثابتهای c١, . . . , c۶ که



٣۵ وتقارن�ها برداری میدان�های امتداد .۵.٢

م�ͳشود: تولید زیر بردارهای توسط تقارن�ها ͳجبرل فضای
v١ = ∂x,

v٢ = ∂t,

v٣ = ∂u,

v۴ = x∂x + ٢t∂t,
v۵ = ٢t∂x − x∂u,

v۶ = ۴tx∂x + ۴t٢∂t − (x٢ + ٢t)∂u,
vα = α(x, t)e−u∂u.

داریم: برداری میدان�های این نظیر exp تاب΄ محاسبه با نهایت در

g١ := exp(ϵv١)(x, t, u) = (x+ ϵ, t, u),

g٢ := exp(ϵv٢)(x, t, u) = (x, t+ ϵ, u),

g٣ := exp(ϵv٣)(x, t, u) = (x, t, u+ ϵ),

g۴ := exp(ϵv۴)(x, t, u) = (eϵx, e٢ϵt, u),

g۵ := exp(ϵv۵)(x, t, u) = (x+ ٢ϵt, t,−yϵ٢ − xϵ+ u),

g۶ := exp(ϵv۶)(x, t, u) =

(
x

١+ ۴ϵt ,
t

١+ ۴ϵt , u
√
١+ ۴ϵt exp

{
−ϵx٢

١+ ۴ϵt

})
,

gα := exp(ϵvα)(x, t, u) = (x, t, u+ ϵα(x, t)).

صورت این در دهیم، اثر آن روی را تقارن�ها و باشد مذکور معادله�ی برای جواب Έی u = f(x, t) اگر
م�ͳآید: به�دست زیر ش΋ل به معادله برای جدید جواب Έی

u١ = f(x− ϵ, t),

u٢ = f(x, t− ϵ),

u٣ = f(x, t− ϵ),

u۴ = f(e−ϵx, e−٢ϵt),

u۵ = f(x− ٢ϵt, t) + ϵx− ϵ٢t,

u۶ =
١√

١+ ۴ϵt
exp

{
−ϵx٢

١+ ۴ϵt

}
f

(
x

١+ ۴ϵt ,
t

١+ ۴ϵt

)
,

uα = f(x, t) + +ϵα(x, t).

جواب Έی u۶ به توجه با لذا است. (٢٣.٢) معادله از جواب Έی u = c که است ͳبدیه مثال عنوان به

م�ͳآید. به�دست u =
c√

١+ ۴ϵt
exp

{
−ϵx٢

١+ ۴ϵt

}
�ش΋ل به جدید

گرما معادله م�ͳکنیم. تحلیل بΈ-بعدی منیفلد Έی در را گرما معادلات تقارن گروه .١٢.۵.٢ مثال

ut − uxx = ٠,

و p = ٢ بنابراین ، داریم u وابسته متغیر Έی و t و x مستقل متغیر ٢ معادله این در م�ͳگیریم. نظر در را
به�صورت برداری میدان بنابراین ut−uxx = ٠ داریم: معادله دادن قرار صفر با E = X×U (٢) و q = ١

زیر

v = ξ(x, t, u)
∂

∂x
+ τ(x, t, u)

∂

∂x
+ φ(x, t, u)

∂

∂x
, (٢۵.٢)



٣۶ نقطه�ای تقارن�های و دیفرانسیل معادلات .٢

به�صورت آن دوم امتداد است.

pr(٢)v = v + φx ∂

∂ux
+ φt ∂

∂ut
+ φxx ∂

∂uxx
+ φxt ∂

∂uxt
+ φtt ∂

∂utt
,

باید ͳناوردای Έکوچ ب�ͳنهایت Έمح طبق م�ͳباشد.

٠ = pr(٢)v(ut − uxx)|ut−uxx=٠ = (φt − φxx)|ut−uxx=٠, (٢۶.٢)

داریم: آن در که

φt = Dtφ− uxDtξ − utDtτ

= φt − ξtux + (φu − τt)ut − ξuuxut − τuu
٢
t ,

φx = Dxφ− uxDxξ − utDxτ

= φx + (φu − ξx)ux − τxut − ξuu
٢
x − τuuxut,

φxx = Dxφ
x − uxxDxξ − uxtDxτ

= φxx + ٢(φxu − ξxx)ux − τxxut + (φuu − ٢ξτu)u٢x − ٢τxuuxut
−ξuuu٣x − ξuuu

٢
xut + (φu − ٢τx)uxx − ٢ξxuxt − ٣ξuuxuxx

−τuutuxx − ٢ξuuxuxt.

ͳبایست φxx و φt برای شده محاسبه رابطه و (٢۶.٢) رابطه از استفاده با

٠ =φt − ξtux + (φu − τt)ut − ξxuxut − τuu
٢
t − φxx − (٢φxu − ξxx)ux

+τxxut − (φuu + ٢ξxu)u٢x + ٢τxuuxut + ξuuu
٣
x + τuuu

٢
xut

−(φu − ٢ξx)uxx + ٢τxuxt + ٣ξuuxuxx + τuutuxx + ٢τuuxuxt.

داریم: ut = uxx دادن قرار با

٠ =φt − ξtux + (φu − τt)uxx − ξuuxuxx − τuu
٢
xx − φxx − (٢φxu − ξxx)ux

+τxxuxx − (φuu + ٢ξxu)u٢x + ٢τxuuxuxx + ξuuu
٣
x + τuuu

٢
xuxx

−(φu − ٢ξx)uxx + ٢τxuxt + ٣ξuuxuxx + τuutuxx + ٢τuuxuxt.

م�ͳدهیم. قرار برابر هم با را متشابه جمله�ای�های Έی ضرایب



٣٧ وتقارن�ها برداری میدان�های امتداد .۵.٢

جمله�ای Έت ضرایب
uxuxt ٠ = −٢τu, (a)

uxt ٠ = −٢τx, (b)

u٢xx −τu = −τu, (c)

u٢xuxx ٠ = −τuu, (d)

uxuxx −ξu = −٢τxu − ٣ξu, (e)

uxx ϕu − τt = −τxx + ϕu − ٢ξx, (f)

u٣x ٠ = −ξuy, (g)

u٢x ٠ = ϕuu − ٢ξxy, (h)

ux −ξt = ٢ϕxu − ξxx, (j)

١ ϕt = ϕxx, (k)

u یه ξ که م�ͳدهد نشان (e) سپس . t از فقط است ͳتابع τ که م�ͳیابیم در (b) و (a) معادلات از ابتدا در
است ͳتابع σ که ξ(x, t) = ١

٢τtx + σ(t) بنابراین ، τ = ٢ξx که م�ͳگیریم نتیجه (f) از ندارد. ͳΎبست
بنابراین: است. ͳخط u در φ م�ͳشود نتیجه (h) از .t از فقط

φ(x, t, u) = β(x, t)u+ α(x, t)

است: زیر به�صورت β و ξt = −٢βx داریم (j) با هستند. تاب΄ β و α که

β = −١
٨τttx

٢ − ١
٢σtx+ ρ(t)

هستند. حرارت معادله جواب�های β و α که م��ͳدهد نتیجه (k) ͳیعن آخر معادله سرانجام

αt = αxx, βt = βxx.

داریم: β ͳقبل فرم از استفاده با

τttt = ٠, σtt = ٠, ρt = −١
۴τtt.

. آورد به�دست τ و σ و ρ از مستقیما را φ و ξ م�ͳتوان و است ͳخط t در σ و t از است ͳنمای τ بنابراین
داریم: بنابراین

ξ = C١ + C۴x+ ٢C۵t+ ۴C۶xt,

τ = C٢ + ٢C۴t+ ۴C۶xt
٢,

φ = (C٣ − C۵x− ٢C۶t− C۶x
٢)u+ α(x, t),

م�ͳشود: تولید زیر برداری میدان�های به�وسیله Έکوچ ب�ͳنهایت تقارن�های ͳل جبر αt = αxx که



٣٨ نقطه�ای تقارن�های و دیفرانسیل معادلات .٢

v١ = ∂x,

v٢ = ∂t,

v٣ = u∂u,

v۴ = x∂x + ٢t∂t,

v۵ = ٢t∂x − xu∂u,

v۶ = ۴tx∂x + ۴t٢∂t − (x٢ + ٢t)∂u,

ͳمتناه بعد با ͳل جبر و

vα = α(x, t)∂u,

[vi,vj] با را j ستون و i ردیف در درایه�ی که است، آمده زیر جدول در برداری میدان�های این بین رابطه
م�ͳدهیم. نمایش

[, ] v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶ vα

v١ ٠ ٠ ٠ v١ −v٣ ٢v۵ vαx

v٢ ٠ ٠ ٠ ٢v٢ ٢v١ ۴v۴ − ٢v١ vαt

v٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −vα

v۴ −v١ −٢v٢ ٠ ٠ v۵ ٢v۶ vα′

v۵ −v٣ −٢v١ ٠ −v۵ ٠ ٠ vα′′

v۶ −٢v۵ ٢v٣ − ۴v۴ ٠ −٢v۶ ٠ ٠ vα′′

vα −vα −v vα −vα′ −vα′′ −vα′′ ٠

α′ = xαx + ٢tαt, α′′ = ٢tαx + xα,

α′′′ = ۴txαx + ۴t٢αt + (x٢ + ٢t)α.

به که iGα′′′. و α′′ و α′و هستند نیز گونه این αt و αx باشد حرارت معادله از ͳجواب α(x, t) اگر پس
م�ͳآیند: بدست exp(x, t, u) = (x̃, t̃, ũ) نقطه�ای تبدیل از که آمده�اند زیر در م�ͳشوند تولید vi وسیله

است: زیر شرح به تبدیلات از ١-پارامتری گروه Έکوچ ب�ͳنهایت مولد هر
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g١ : (x+ ϵ, t, u),

g٢ : (x, t+ ϵ, u),

g٣ : (x, t, e
ϵu),

g۴ : (e
ϵx, e٢ϵt, u),

g۵ : (x+ ٢ϵt, t, u.exp(−ϵx− ϵ٢t)),

g۶ :

(
x

١− ۴ϵt ,
t

١− ۴ϵt , u
√
١− ۴ϵt exp

[
−ϵx٢

١− ۴ϵt

])
,

gα : (x, t, u+ ϵα(x, t)),

داریم: v١ برای مثلا م�ͳکنیم حل را نمونه چند مثال برای

dx

dϵ
= ١ ⇒ dx = dϵ⇒

∫
dx =

∫
dϵ⇒ x = ϵ+ k

α(ϵ) = (ϵ+ k, t, u)

داربم: اولیه شرط با

α(٠) = (k, t, u) = (x, t, u) ⇒ x = k

پس

G١ =: (x+ ϵ, t, u)

داریم: v٣ برای یا

du

dϵ
= u⇒ du

u
= dϵ⇒ ln |u| = ϵ+ k ⇒ u = eϵ+k

داربم: اولیه شرط با

α(٠) = (x, t, u) ⇒ α(ϵ) = (x, t, eϵ+k)|ϵ=٠ = (x, t, ek)

ek = u = ln |u| ⇒ eϵ.eln |u| = ueϵ

پس

G٣ =: (x, t, ueϵ)
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باشد: حرارت معادله از ͳجواب u = f(x, t) اگر بنابراین است، تقارن گروه Έی Gi هر که

u(١) = f(x− ϵ, t)

u(٢) = f(x, t− ϵ)

u(٣) = eϵf(x, t)

u(۴) = f(e−ϵx, e−٢ϵt)

u(۵) = e−ϵx+ϵ٢tf(x− ٢ϵt, t)

u(۶) =
١√
١+ ۴

exp
{ −ϵx٢

١+ ۴ϵt
}
f
( x

١+ ۴ϵt ,
t

١+ ۴ϵt
)

u(α) = f(x, t) + ϵα(x, t)

م�ͳآید: به�دست صورت بدین u(١) مثال عنوان به
x̃ = x+ ϵ⇒ x = x̃− ϵ⇒ u(١) = f(x− ϵ, t)

است. حرارت معادله از ͳجواب α(x, t) و ͳحقیق عدد Έب ϵ که
داریم: G۴ برای یا

(x̃, t̃, ũ) = (eϵx, e٢ϵt, u)

x̃ = eϵx⇒ x = e−ϵx̃ , t̃ = e٢ϵt⇒ t = e−٢ϵt̃ , ũ = u

u = f(x, t) ⇒ u = f(e−ϵx̃, e−٢ϵt̃) = f(e−ϵx, e−٢ϵt)

ضرب با دیΎری جواب�های م�ͳتوان م�ͳدهند. نشان را حرارت معادله بودن ͳخط Gα و G٣ تقارن گروه
معادله فضا-زمان ناپذیری تغییر G٢ و G١ گروه�های آورد. بدست دلخواه ثابت�های در جواب�ها این کردن
نشان را گالیله�ای حرکت ͳنوع G۵ م�ͳدهد. نشان را تجانس و تقارن از ͳنوع G۴ م�ͳدهد. نشان را حرارت

است. تبدیلات از ͳموضع گروه G۶ آخر در و م�ͳدهد
برابر را c اگر و است جواب Έی نیز تاب΄ که م�ͳگیریم نتیجه باشد، ثابت جواب Έی u = c کنیم فرض اگر
بدست برای رسید. خواهیم (xo, to) = (٠, −١۴ϵ ) نقطه در حرارت معادله ͳاصل جواب به م�ͳدهیم قرار

√
ϵ
π

ͳاصل جواب آوردن

u =
١√
۴πt

exp{−x
٢

۴t }

ͳخط ترکیب با تقارن�ها از ͳعموم پارامتری Έی گروه است. G٢ از استفاده با t در جواب این تبدیل به نیاز
پیچیده بسیار تبدیلات گروه ͳضمن فرمول م�ͳآید. بدست برداری میدان�های از c١v١ + · · ·+ c۶v۶ + vα

است: زیر ش΋ل به u = f(x, t) شده داده جواب از آمده بدست ͳعموم جواب بنابراین است.

u =
١√

١+ ۴ϵ۶t
exp

{
ϵ٣ −

ϵ۵x+ ϵ۶x
٢ − ϵ٢۵t

١+ ۴ϵ۶t

}
×

f

(
e−ϵ۴(x− ٢ϵ۵t)

١+ ۴ϵ۶t
− ϵ١,

e−٢ϵ۴t

١+ ۴ϵ۶t
− ϵ٢

)
+ α(x, t).
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تقارن گروه�های محاسبه برای پایه�ای روش ΀تشری به ͳقبل مثال�های مانند اویلر). (معادلات ١٣.۵.٢ مثال
چهار که م�ͳگیریم نظر در را ناپذیر تراکم ایده�آل مایعات حرکت برای اویلر معادلات دستΎاه م�ͳپردازیم.
دارد وابسته متغیر چهار همجنین ، است زمان t و ͳفضای مختصات x = (x, y, z) که دارد مستقل متغیر

است: زیر ش΋ل به اویلر معادلات دستΎاه است. فشار p و سرعت مختصات u = (u, v, w) که
∂u

∂t
+ u · ∇u = −∇p,

∇ · u = ٠,
(٢٧.٢)

کنیم، اعمال �بعدی Έی تاب΄ Έی بر ∇را هرگاه م�ͳرود به�کار بردارها در ͳدیفرانسیل یΈعملΎر عنوان ∇به
بود. خواهد شده�است تعریف انتΎرال و دیفرانسیل حساب در آن�چه مطابق تاب΄ آن استاندارد مشتق بیانΎر
شیب بیانΎر است مم΋ن ∇ شود، اعمال است) بˇعد چندین دارای که ͳتابع) میدان Έی بر عملΎر این اگر
ناویه-استوکس)، معادلات در مثلا̈ برداری میدان ͳگاه (یا اس΋الر میدان Έی (ͳمحل شیب (شدیدترین
اعمال این از Έکدامی بیانΎر دل این΋ه باشد. برداری میدان Έی تاب یا برداری، میدان Έی دیورژانس
ضرب م�ͳدهیم. نمایش ∇ =

( ∂
∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
ش΋ل به مثال این در که دارد اعمالش نوع به ͳΎبست است

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به u با ∇ ͳداخل

∇ · u =
( ∂
∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
· (u, v, w) = ux + vy + wz,

زیر صورت به u روی ∇ اثر همچنین م�ͳشود. تعریف ∇p = (px, py, pz) صورت به p روی ∇ اثر و
م�ͳشود: تعریف

∇u = ∇(u, v, w) = ((ux, uy, uz), (vx, vy, vz), (wx, wy, wz)) ,

م�ͳرسیم: زیر دستΎاه به روند همین به (٢٧.٢) دستΎاه کردن باز با
px = ut + uux + vuy + wuz,

py = vt + uvx + vvy + wvz,

pz = wt + uwx + vwy + wwz,

ux + vy + wz = ٠

(٢٨.٢)

است: زیر به�صورت دستΎاه با متناظر برداری میدان حال

v = ξ∂x + η∂yζ∂z + τ∂t + ϕ∂u + ψ∂v + χ∂w + π∂p,

(٢٧.٢) دستΎاه نظیر برداری میدان اول مرتبه امتداد حال هستند. x, t,u, p از ͳتوابع ξ, η, . . . , π که
م�ͳشود: نوشته زیر به�صورت

pr(١)v = v + ϕx∂ux + ϕy∂uy + ϕz∂uz + ϕt∂ut

+ψx∂vx + ψy∂vy + ψz∂vz + ψt∂vt

+χx∂wx + χy∂wy + χz∂wz + χt∂wt

+πx∂px + πy∂py + πz∂pz + πt∂pt,
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م�ͳرسیم: زیر تقارن دستΎاه به (٢٨.٢) دستΎاه روی pr(١)v دادن اثر با

ϕt + uϕx + vϕy + wϕz + uxϕ+ uyψ + uzχ = −πx, (٢٩.٢)

ψt + uψx + vψz + wψz + vxϕ+ vyψ + vzχ = −πy, (٣٠.٢)

χt + uχx + vχy + wχz + wxϕ+ wyψ + wzχ = −πz, (٣١.٢)

ϕx + ψy + χz = ٠, (٣٢.٢)

v برداری میدان اول مرتبه امتداد در که ∂

∂ut
,
∂

∂vx
, . . . اول مرتبه مشتقات ضرایب ϕt, ψx, . . . اینجا در

داریم: (١۶.٢) معادله طبق م�ͳشود. ظاهر

ϕt = Dtϕ− uxDtξ − uyDtη − uzDtζ − utDtτ,

ψx +Dxψ − vxDxξ − vyDxη − vzDxζ − vtDxτ,

بقیه و م�ͳکنیم حل را (٣٢.٢) معادله نمونه عنوان به م�ͳآوریم. بدست را ϕx, χx, . . . نحو همین به و
م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت کامل مشتقات ابتدا م�ͳشود. حل نحو همین به نیز معادلات

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ vx

∂

∂v
+ wx

∂

∂w
+ px

∂

∂p

+uxx
∂

∂ux
+ uxy

∂

∂uy
+ uxz

∂

∂uz
+ uxt

∂

∂ut

+vxx
∂

∂vx
+ vxy

∂

∂vy
+ vxz

∂

∂vz
+ vxt

∂

∂vt

+wxx
∂

∂wx

+ wxy
∂

∂wy

+ wxz
∂

∂wz

+ wxt
∂

∂wt

+pxx
∂

∂px
+ pxy

∂

∂py
+ pxz

∂

∂pz
+ pxt

∂

∂pt
+ . . . ,

م�ͳآوریم: به�دست (١۶.٢) طبق را ϕx حال م�ͳآوریم. به�دست را Dy, Dz, Dt نحو همین به

ϕx = Dxϕ− uxDxξ − uyDxη − uzDxζ − utDxτ

= ϕx + uxϕu + vxϕv + wxϕw + pxϕp

−ux[ξx + uxξu + vxξv + wxξw + pxξp]

−uy[ηx + uxηu + vxηv + wxηw + pxηp]

−uz[ζx + uxζu + vxζv + wxζw + pxζp]

−ut[τx + uxτu + vxτv + wxτw + pxτp],

ضرایب کردن، ساده و (٣٢.٢) معادله در ϕx, ψy, χz دادن قرار با م�ͳاید. بدست نیز ψy, χz نحو همین به
حل نیز را دستΎاه دیΎر معادله سه صورت همین به قرارم�ͳدهیم. برابر هم با را متشابه چندجمله�ای�های
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داریم: ͳخط دیفرانسیل معادلات دستΎاه حل با سرانجام و م�ͳکنیم.
ξ = δ١x+ c١y − c٢z + α,

η = −c١x+ δty + c٣z + β,

ζ = c٢x− c٣y + δtz + γ,

τ = ٢δ + c۴t+ c۵,

ϕ = −(δt + c۴)u+ c١v − c٢w + αt,

ψ = −c١u− (δt + c۴)v + c٣w + βt,

χ = c٢u− c٣v − (δt + c۴)w + γt,

π = −٢(δt + c۴)p− ١
٢δu(x

٢ + y٢ + z٢)− αttx− βtty − γttz + θ,

تقارن گروه که م�ͳدهیم نشان ما هستند. ثابت c١, c٢, c٣.c۴, c۵ و هستند t از ͳتوابع α, β, γ, δ, θ که
م�ͳشود. تولید زیر برداری میدان�های توسط اویلر معادلات

vα = α∂x + αt∂u − αttx∂p,

vβ = β∂y + βt∂v − βtty∂P ,

vγ = γ∂z + γt∂w − γttz∂p,

 حرکت مختصات�های

v٠ = ∂t, زمان تبدیلات

d١ = x∂x + y∂y + z∂z + t∂t,

d٢ = t∂t − u∂u − v∂v − w∂w − ٢p∂p,

}
تجانس

rxy = y∂x − x∂y + v∂u − u∂v,

rzx = x∂z − z∂x + u∂w − w∂u,

ryz = z∂y − y∂z + w∂v − v∂w,

 دوران�ها

vθ = θ∂p, فشار تغییرات

(٣٣.٢)

است: زیر ش΋ل به� اویلر معادلات تبدیلات از یΈ-پارامتری گروه

حرکت: مختصات�های تبدبلات گروه (a)
Ga : (x, t,u, p) 7→ (x+ εa(t), t,u+ εat, p− εx · att −

١
٢ε

٢a · att),

است. a = (α, β, γ) که

: زمان تبدیلات (b)
G٠ : (x, t,u, p) 7→ (x, t+ ε,u, p).

تجانس: تبدیلات (c)
G١ : (x, t,u, p) 7→ (λx, λt,u, p),

G٢ : (x, t,u, p) 7→ (x, λt, λ−١u, λ−٢p),

است. پارامتری گروه مضرب λ = expε که
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دوران�ها: گروه (d)
SO(٣) : (x, t,u, p) 7→ (Rx, t, Ru, p),

است. ٣× ٣ متعامد ماتریس R اینجا در

فشار: تغییرات (e)
Gp : (x, t,u, p) 7→ (x, t,u, p+ εθ(t)).

آن�گاه: باشد اویلر معادلات جواب�های p = g(x, t) و u = f(x, t) اگر متناظرا
Ga : u = f(x− εa(t), t) + εat, p = g(x− εa(t), t)− εx · att +

١
٢ε

٢a · att,

G٠ : u = f(x, t− ε), p = g(x, t− ε),

G١ : u = f(λx, λt), p = g(λx, ),

G٢ : u = λf(x, λt), p = λ٢g(x, λt),

SO(٣) : u = Rf(R−١x, t), p = g(R−١x, t),

Gp : u = f(x, t), p = g(x, t) + εθ(t).

است. اویلر معادلات تقارن�های از ͳکامل لیست این م�ͳباشد. معادلات این دیΎر جواب�های



فصل٣

ͳهمیلتون دستΎاه�های

۴۵



پواسون کروشه ١.٣

H و F مانند هموار مقدار ͳحقیق تاب΄ جفت هر ازای به باشد هموار منیفلد ΈیM فرض تعریف١.١.٣.
م�ͳکنیم تعریف H و F پواسون کروشه Mبنام روی {F,H} مانند هموار مقدار ͳحقیق تای΄ ΈیM روی

م�ͳکند. صدق زبر شرایط در که

:ͳدوخط (a)

{cF + c′P,H} = c{F,H}+ c′{P,H}, c, c′ ∈ R
{F, cH + c′P} = c{F,H}+ c′{F,H},

پاد�متقارن: (b)
{F,H} = −{H,F},

:ͳژاکوب اتحاد (c)
{{F,H}, P}+ {{P, F}, H}+ {{H,P}, F} = ٠,

لایبنیتز: قاعده (d)
{F,H.P} = {F,H}.P +H.{F, P}.

Mهستند. روی دلخواه هموار مقدار ͳحقیق تواب΄ P و H و F معادلات این تمام در
ͳکم پواسون منیفلد مفهوم م�ͳشود. نامیده پواسون منیفلد Έی پواسون، کروشه به مجهز M منیفلد Έی
با M منیفلد که ندارد ͳضرورت �ویژه به است. ͳهمیلتون ساختار با منیفلد یا Έسیمپلتی منیفلد از عموم�ͳتر

باشد. زوج بعد

مختصات با R٢n مثل زوج بعد با ͳاقلیدس منیفلد ΈیM کنیم فرض .٢.١.٣ مثال
آن پواسون کروشه باشند، هموار تواب΄ H(p, q) Fو (p, q) اگر باشد (p, q) = (p١, · · · pn, q١, · · · , qn)

م�ͳکنیم: تعریف تاب΄ این با را

{F,H} =
n∑

i=١

{∂F
∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi
∂H

∂qi

}
. (١.٣)

حالت در م�ͳکند صدق لایبنیتز قاعده و ͳژاکوب اتحاد در و است پادمتقارن و ͳخط دو وضوح به کروشه این
است. ͳهمان کروشه خاص

{pi, pj} = ٠, {qi, qj} = ٠, {qi, pj} = δij, (٢.٣)

م�ͳکند. تغییر n تا ١ از i, j به�طوری΋ه
که کنیم فرض نمود Mتعریف = Rm ͳاقلیدس فضای هر روی م�ͳتوان را پواسون کروشه Έی ͳکل به�طور
٢n+ l = m بنابراین باشد، (p, q, z) = (p١, · · · , pn, q١, · · · , qn, z١, · · · , zl) ش΋ل به آن مختصات
اگر به�ویژه م�ͳشود. تعریف (١.٣) فرمول همان با F (p, q, z), H(p, q, z) تاب΄ دو بین پواسون کروشه و

{F,H} = ٠ ، H تاب΄ هر ازای به آن�گاه باشد، وابسته ها z به فقط F (z) تاب΄
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تاب΄ هر با که آنها پواسون کروشه که خاصیت این با هستند متمایز تواب΄ همان zkها به�ویژه، ͳتوابع چنین
روابط با را (٢.٣) رابطه پایه کروشه مختصات م�ͳبایست م�ͳشوند مشخص م�ͳشود، صفر دیΎری

{pi, zk} = {qi, zk} = {zj, zk} = ٠ i = ١, · · · , n
j, k = ١, · · · , l

(٣.٣)

م�ͳنامیم. متعارف پواسون کروشه را (١.٣) بنابراین، کنیم ت΋میل

را C : M → R هموار مقدار ͳحقیق تاب΄ هر باشد پواسون منیفلد Έی M فرض .٣.١.٣ تعریف
هر برای ͳیعن شود، صفر دیΎر مقدار ͳحقیق تاب΄ هر با C پواسون کروشه اگر م�ͳنامیم متمایز تاب΄ Έی

. {C,H} = ٠،H :M → R
در همیشه که هستند ثابت�ها متمایز، تواب΄ تنها ،R٢n روی (١.٣) متعارف پواسون کروشه از ͳحالت در
در {F,H} = ٠، داریم F,H هر برای ͳیعن باشد ͳبدیه کاملا پواسون کروشه اگر م�ͳکنند، صدق تعریف

است. متمایز تاب΄ هر این�صورت

ͳهمیلتون برداری میدان�های ٢.٣

است. صادق (١.٣) تعریف های التزام در پواسون کروشه رو این از باشد پواسون منیفلد ΈیM فرضکنیم
F هموار تواب΄ فضای روی مشتق Έی F → {F,H} نΎاشت با M روی H هموار تاب΄ Έی که توجه

م�ͳکند. تعریف Mرا روی

برداری میدان باشد هموار تاب΄ Έی H : M → R و پواسون منیفلد ΈیM کنیم فرض تعریف١.٢.٣.
م�ͳکند. صدق زیر ͳویژگ در که Mاست روی v̂H ی΋تا هموار برداری میدان Έی H با متناظر ͳهمیلتون

v̂H(F ) = {F,H} = −{H,F}. (۴.٣)

محسوب H ͳهمیلتون معادلات عنوان به v̂H توسط شده تولید شار F : M → R هموار تاب΄ هر برای
م�ͳشود.

برداری میدان mم�ͳباشد = ٢n+ l که، Rm روی (١.٣) متعارف پواسون کروشه حالت در مثال٢.٢.٣.
است زیر به�صورت H(p, q, z) با متناظر ͳهمیلتون

v̂H =
n∑

i=١

(∂H
∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi

)
. (۵.٣)

ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستΎاه از انتΎرال�گیری با متناظر، شار و

dqi

dt
=
∂H

∂pi
,

dpi

dt
= −∂H

∂qi
, i = ١, · · · , n. (۶.٣)

dzj

dt
= ٠ j = ١, · · · , l. (٧.٣)



۴٨ ͳهمیلتون دستΎاه�های .٣

هستند. ͳهمیلتون معادلات که م�ͳآید به�دست
ͳهمیلتون معادلات از متعارف فرم که داریم را (۶.٣) معادلات فقط که mاست = ٢n نا�تباهیده حالت در
دستΎاه به شار تحت zj متمایز تواب΄ بودن ثابت علت به� (٨.٣) معادلات م�ͳباشد. Έکلاسی Έانی΋م در
آن ͳهمیلتون شار باشد وابسته z متمایز مختصات به Hفقط هرگاه به�ویژه م�ͳشوند، اضافه ͳهمیلتون معادلات
و اگر است متمایز پواسون منیفلد روی C تاب΄ که است برقرار ͳکل حالت در ن΋ته این است. ͳبدیه کاملا
میدان�های ͳل کروشه و پواسون کروشه بین ارتباط Έی .v̂C = ٠ جا همه ͳهمیلتون برداری میدان اگر تنها
م�ͳدهد. تش΋یل را ͳهمیلتون دستΎاه�های نظربه اساس که ͳقسم به دارد وجود متناظرشان ͳهمیلتون برداری

برداری میدان�های با هموار ͳتوابع F,H :M → R و پواسون منیفلد ΈیM کنید فرض .٣.٢.٣ گزاره
از تظر صرف با Hو F از پواسون کروشه به وابسته ͳهمیلتون برداری میدان باشد. vF ,vH متناظر ͳهمیلتون

:ͳیعن م�ͳباشد ͳهمیلتون برداری میدان�های ͳل کروشه همان آن�ها ͳل کروشه علامت
v̂{F,H} = −[v̂F , v̂H ] = [v̂H , v̂F ] (٨.٣)

کروشه از گر جا جابه تعریف از استفاده با باشد دیΎری هموار تاب΄ هر P : M → R کنید فرض برهان.
داریم: ͳل

[v̂H , v̂F ]P =v̂H .v̂F (P )− v̂F .v̂H(P )

=v̂H{P, F} − v̂F{P,H}

={{P, F}, H} − {{P,H}, F}

={P, {F,H}}

=v̂{F,H}(P ),

برداری مبدان�های از (۴.٣) تعریف و پواسون کروشه از ،ͳتقارن پاد ،ͳژاکوب اتحاد از استفاده با را آن که
است. شده ثابت ͳهمیلتون

متعارف پواسون کروشه و (p, q) مختصات Mبا = R٢ کنیم فرض .۴.٢.٣ مثال
آن متناظر ͳهمیلتون میدان�برداری H(p, q) تاب΄ برای باشد {F,H} = FqHp − FpHq

vH = Hp∂q −Hq∂p

داریم: F = pq و H = ١
٢(p

٢ + q٢) برای بنابراین م�ͳباشد
v̂H = p∂q − q∂p v̂F = q∂q − p∂p

ͳهمیلتون برداری میدان دارای که است {F,H} = p٢ − q٢، به�صورت F,H تاب΄ دو پواسون کروشه
است. سازگار [v̂H , v̂F ] جاگر جابه خاصیت با که م�ͳباشد v̂{F,H} = ٢p∂q + ٢q∂p

ساختاری تواب΄ ٣.٣

نظر در را ͳهمیلتون برداری میدان�های ابتدا پواسون منیفلد Έی برای ͳکل ͳموضع مختصات تصویر تعیین با
ͳحقیق تاب΄ Έی H(x) و باشد M روی ͳموضع مختصات x = (x١, · · · , xm) کنید فرض م�ͳگیریم،



۴٩ ساختاری تواب΄ .٣.٣

که ͳقسم به م�ͳباشد ،v̂H =
∑m

i=١ ξ
i(x)

∂

∂xi
ͳکل فرم به آن نظیر ͳهمیلتون برداری میدان باشد، مقدار

(۴.٣) از استفاده با باشد دوم هموار تاب΄ F (x) کنید فرض م�ͳشوند مشخص Hتوسط ξi(x) ضرایب

{F,H} = v̂H(F ) =
m∑
i=١

ξi(x)
∂F

∂xi
.

داریم: (۴.٣) از استفاده با دوباره اما
ξi(x) = v̂H(x

i) = {xi, H},

{F,H} =
m∑
i=١

{xi, H}∂F
∂xi

. (٩.٣)

مجموعه و بازگرداند را اثبات روند م�ͳتوان پواسون کروشه از ͳپادتقارن خاصیت از استفاده با دیΎر سوی از
ͳمختصات تواب΄ با متناظر v̂i = v̂xi خاص ͳهمیلتون برداری میدان�های حسب بر را پواسون کروشه از اخیر

کنیم محاسبه xi ͳموضع

{xi, H} = −{H, xi} = −v̂i(H) =
m∑
j=١

{xj, xi}∂H
∂xj

,

فرمول بنابراین م�ͳشود محاسبه H با xIو F در H جایΎزین با (٩.٣) معادله دوم طرف از تساوی آخرین
م�ͳآید: به�دست پواسون کروشه برای زیر ͳاساس

{F,H} =
m∑
i=١

n∑
j=١

{xi, xj}∂F
∂xi

,
∂H

∂xj
. (١٠.٣)

ͳموضع مختصات از مفروض مجموعه تواب΄، از جفت هر از پواسون کروشه محاسبه برای دیΎر عبارت به
به�صورت که ͳاساس کروشه�های این بدانیم آنهارا مختصات بین پواسون های کروشه تا است ͳکاف

J ij(x) = {xi, xj}, i, j = ١, · · · ,m, (١١.٣)

تعیین را پواسون ساختار بفرد منحصر به�طور که هستند مفروض ͳموضع مختصات به وابسته م�ͳشوند نوشته
که م�ͳکنیم آوری جم΄ J(x) ، m × m متقارن پاد ماتریس در را ساختاری تواب΄ ما ͳراحت به م�ͳکند.
که داد نشان م�ͳتوان (H برای گرادیان (بردار ∇H از استفاده با م�ͳشود. نامیده M ساختاری ماتریس

نوشت زیر صورت به را پواسون کروشه برای (١٠.٣) از ͳموضع مختصات
{F,H} = ∇F.J∇H. (١٢.٣)

دارای ساختاری ماتریس (m = ٢n + l)، Rm روی (١.٣) متعارف کروشه از حالت این در مثال، برای
صورت: به Rm روی p, q, zمختصات به وابسته که است ساده فرم

J(u) =


٠ −I ٠
I ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ,

است. n× n ͳهمان ماتریس I که م�ͳباشد،
فرم دارای H(x) با متناظر ͳهمیلتون برداری میدان

v̂H =
m∑
i=١

( m∑
j=١

J ij(x)
∂H

∂xj
∂

∂xi

)
. (١٣.٣)
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چارت در بنابراین م�ͳیاشد. ∂

∂xi
درآبه�های با بردار نماد ∂x v̂H،که = (J∇H).∂x ͳماتریس نمایش در

فرم به ͳهمیلتون معادلات مفروض، ͳمختصات
dx

dt
= J(x)∇H(x). (١۴.٣)

فرم به را کروشه این م�ͳتوان (٩.٣) از استفاده با م΋رر به�طور است
dx

dt
= {x,H},

اول، درجه ͳمعمول دیفرانسیل معادلات دستΎاه Έی که م�ͳشود. {xi, H}راست سمت از ام i مولفه نوشت
داشته وجود J(x) تواب΄ از ماتریس Έی H(x)و ͳهمیلتون تاب΄ Έی اگر م�ͳشود گفته ͳهمیلتون یΈدستΎاه

م�ͳگیرد. را (١٩.٣) ش΋ل دستΎاه آن موجب به کند ق صد (١٢.٣) دستΎاه در که باشد

x = (x١, · · · , xm) تواب΄ از m × m ماتریس Έی J(x) = (J ij(x)) کنید فرض .١.٣.٣ گزاره
پواسون کروشه برای ساختاری ماتریس J(x) آنΎاه باشد M ⊆ Rm باز مجموعه زیر روی شده تعریف

باشد: داشته را زیر ویژگیهای اگر فقط و اگر Mاست روی {F,H} = ∇F.J∇H

:ͳتقارن پاد (a)

J ij(x) = −J ji(x) i, j = ١, · · · ,m,

:ͳژاکوب اتحاد (b)
m∑
i=١

{
J ij∂iJ

jk + Jki∂iJ
ij + J jl∂lJ

kl
}
= ٠ i, j, k = ١, · · · ,m, (١۵.٣)

x ∈M هر برای

ͳویژگ است ΀واض دارد را لایبنیتز قاعده و ͳخط دو ͳویژگ پواسون کروشه ͳاساس فرم در (١٢.٣) برهان.
ارزی هم است لازم پس است پواسون کروشه از ͳتقارن پاد ͳویزگ با ارز هم ساختاری ماتریس از ͳتقارن پاد

داریم (١١.٣) و (١٠.٣) به�وسیله که داشت نوجه نماییم ͳبررس را (١۵.٣) با ͳژاکوب }اتحاد
{xi, xj}, xk

}
=

m∑
i=١

J ik(x)∂iJ
ij(x), (١۶.٣)

است. زمان به وابسته ͳهمیلتون برداری میدان Έی به منجر باشد وابسنه t به H(x, t) اگر ͳکل طور به
برای تر ͳکل حالت در م�ͳباشد xkو xi, xj ͳمختصات تواب΄ برای ͳژاکوب اتحاد با معادل (١۵.٣) بنابراین

F,H, P :M → R

{{F,H}, P} =
m∑

k,i=١
J lk ∂

∂xl

{ m∑
i,j=١

J ij ∂F

∂xi
∂H

∂xj

} ∂P
∂xk

=
∑
i,j,k,l

{
J lk ∂J

ij

∂xl
∂F

∂xi
∂H

∂xj
∂P

∂xk

+ J ikJ ij
( ∂٢F

∂xl∂xi
∂H

∂xj
∂P

∂xk
+
∂F

∂xi
∂٢H

∂xl∂xj
∂P

∂xk

)}



۵١ لͳ-پواسون ساختار .۴.٣

م�ͳشوند صفر (١۵.٣) موجب به که ͳعبارت�های مجموعه ابتدا م�ͳبندیم، جم΄ F,H, P روی ͳچرخش طور به
م�ͳکند. نقض را ساختاری ماتریس ͳتقارن پاد خاصیت مانده ͳباق عبارات م�ͳیابیم، را

پواسون کروشه همانند ساختاری ماتریس (٨.٣)روی گزاره �های التزام م�ͳتوانیم فقط داشت توجه باید
،ͳژاکوب اتحاد که م�ͳکند تضمین (١۵.٣) شرایط بΎیریم. نظر در ͳمختصات یΈچارت در باید را (١٢.٣)
م�ͳبایست ساختاری تواب΄ که م�ͳدهد تش΋یل را ͳخط غیر ͳجزئ دیفرانسیل معادلات از بزرگ دستΎاه Έی
کروشه Έی و است صادق (١۵.٣) در ͳبدیه بطور J ثابت ͳتقارن پاد ماتریس هر پس کنند، صدق آن در

م�ͳکنند. تعیین پواسون

لͳ-پواسون ساختار ۴.٣

کنیم فرض است G پارامتری - r ͳل جبر به وابسته پواسون ساختار مثالهای مهمترین از ͳ΋ی
برداری فضای ،V کنید فرض باشد Ck

ij, i, j, k = ١, · · · , r ساختاری ثابتهای با G = {v١, · · · ,vr}
شده مشخص {w١, · · · , wr} پایه Έی به�وسیله که باشد {x١, · · · , xr} مختصات با دیΎری r-بعدی

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را F,H : V → R هموار تاب΄ دو بین -پواسون ͳل کروشه باشد.

{F,H} =
r∑

i,j,k=١
Ck

ijx
k ∂F

∂xi
∂H

∂xj
(١٧.٣)

ماتریس م�ͳدهد.برای تش΋یل را J ij(x) =
∑r

k=١C
k
ijx

k ͳخط ساختاری تواب΄ (١٠.٣) فرم وضوح به
ابتدا م�ͳکنیم. استفاده (١۵.٣) خاص حالت وهمچنین ساختاری ثابتهای از پایه�ای خاصیتهای از ساختاری
آنΎاه باشد هموار مقدار ͳحقیق تاب΄ Έی F : V → Rو باشد برداری فضای Έی V اگر که داربم یاد به
تواب΄ همه شامل V ∗ دوگان برداری فضای از عنصر Έی ͳطبیع بطور x ∈ V نقطه هر در ∇F (x) گرادیان

م�ͳباشد، زیر تعریف به�وسیله V روی ͳخط

⟨∇F (x); y⟩ = lim
ϵ−→٠

F (x+ ϵy)− F (x)

ϵ

کار به V برداری فضای که م�ͳدانیم است. V ∗ ͳیعن آن دوگان و V بین ͳطبیع یΈزوج ⟨; ⟩ ، y ∈ V هر برای
{w١. · · · , wr} که م�ͳشود، مشخص G ͳل جبر با G∗ دوگان فضای با پواسون -ͳل کروشه ساختار در رفته
Έی ∇F (x) گرادیان پس باشد هموار تاب΄ Έی F : G∗ → Rاگر م�ͳباشد. {v١, · · · ,vr} دوگان پایه

دارد زیر فرم به آزاد مختصات Έی -پواسون ͳل کروشه آن�گاه است. (G∗)∗ ≃ G از عضو

{F,H}(x) = ⟨x; [∇F (x),∇H(x)]⟩, x ∈ G∗, (١٨.٣)

دستΎاه باشد، تاب΄ Έی H : G −→ R اگر است. خودش به G ͳجبرل روی ͳمعمول ͳل کروشه Έی [, ] که
م�ͳشود: تعریف زیر ش΋ل به ͳهمیلتون معادلات

dxi

dt
=

r∑
j,k=١

Ck
ijx

k ∂H

∂xj
, i = ١, · · · , r.



۵٢ ͳهمیلتون دستΎاه�های .٣

v١,v٢,v٣ کنیم فرض بΎیرید. نظر در را دوران�ها گروه از SO(٣) بعدی سه ͳل جبر .١.۴.٣ مثال
به که م�ͳکنند دوران R٣ در x, y, z محور حول که هستند SO(٣) ͳل جبر Έکوچ ب�ͳنهایت مولدهای

م�ͳشود: داده نمایش زیر صورت

v١ =y∂x − z∂y,

v٢ =z∂x − x∂z,

v٣ =x∂y − y∂x,

م�ͳشود تعریف زیر صورت به v٣.v٢,v١ بین ͳجابه�جای رابطه

[v١,v٢] =− v٣,

[v٣,v١] =− v٢,

[v٢,v٣] =− v١.

و هستند SO(٣)∗ ≃ R٣ دوگان پابه�های w١, w٢, w٣ که �م�ͳکنیم فرض حال
آن گرادیان بنابراین باشد F : SO(٣) → R اگر باشد. آن در نقطه Έی u = u١w١ + u٢w٢ + u٣w٣

م�ͳشود: تعریف زیر ش΋ل به که است برداری
∇F =

∂F

∂u١
v١ +

∂F

∂u٢
v٢ +

∂F

∂u٣
v٣ ∈ SO(٣).

کردبم پیدا را SO(٣)∗ روی پواسون -ͳل (١٧.٣)کروشه از بنابراین

{F,H} =u١
( ∂F
∂u٣

∂H

∂u٢
− ∂F

∂u٢
∂H

∂u٣

)
+ u٢

( ∂F
∂u١

∂H

∂u٣
− ∂F

∂u٣
∂H

∂u١

)

+u٣
( ∂F
∂u٢

∂H

∂u١
− ∂F

∂u١
∂H

∂u٢

)

=− u.∇F ×∇H,

داده نمایش زیر به�صورت ساختاری ماتریس بنابراین م�ͳشود تعریف R٣ روی ͳخارج ضرب صورت به که
م�ͳشود:

J(u) =


٠ −u٣ u٢

u٢ ٠ −u١

−u٢ u١ ٠

 .

ش΋ل: به H(u) ͳهمیلتون تواب΄ با متناظر ͳهمیلتون دستΎاه
du

dt
= u×∇H(u).
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اگر مثال، برای م�ͳباشد.

H(u) =
(u١)٢

٢I١
+

(u٢)٢

٢I٢
+

(u٣)٢

٢I٣
,

م�ͳشود: ͳبازنویس زیر ش΋ل به فوق دستΎاه آن�گاه باشند، ثابت I١, I٢, I٣ که

du١

dt
=
I٢ − I٣
I٢I٣

u٢u٣,
du٢

dt
=
I٣ − I١
I٣I١

u٣u١,
du٣

dt
=
I١ − I٢
I١I٢

u٢, (١٩.٣)

زاویه�ای گشتاورهای با مرتبط u١, u٢, u٣ مختصات محورهای حول جسم گشتاورهای (I١, I٢, I٣) که
حرکت معادلات (١٩.٣) معادلات و هستند. جسم انرژی ͳهمیلتون تواب΄ زاویه�ای) (سرعت هستند. جسم

م�ͳباشند. صلب جسم Έی

م�ͳشود: بیان زیر ش΋ل به است ͳجزئ ال΋ترومغناطیسیΈمعادله در که بورن-اینفلد١ معادله مثال٣.۴.٢.

(١− u٢t )uxx + ٢uxutuxt − (١+ u٢x)utt = ٠, (٢٠.٣)

(x, t, u) نقطه�ای تبدیلات از یΈ-پارامتری ͳل گروه م�ͳگیریم نظر در است. (x, t) از هموار ͳتابع u که
شده�اند: داده زیر به�صورت که

x̃ = x+ ϵξ١(x, t, u) +O(ϵ٢),

t̃ = t+ ϵξ٢(x, t, u) +O(ϵ٢),

ũ = u+ ϵϕ(x, t, u) +O(ϵ٢),

(٢١.٣)

است. ناوردا (٢٠.٣) معادله جواب�های مجموعه روی (٢١.٣) تبدیلات بنابراین است. گروه پارامتر ϵ که
م�ͳشود: داده نمایش زیر به�صورت (٢٠.٣) معادله با متناظر برداری میدان

v = ξ١(x, t, u)
∂

∂x
+ ξ٢(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
, (٢٢.٣)

است: زیر به�صورت آن دوم مرتبه امتداد که

pr(٢)v = v + ϕx ∂

∂ux
+ ϕt ∂

∂ut
+ ϕxx ∂

∂uxx
+ ϕxt ∂

∂uxt
+ ϕtt ∂

∂utt
, (٢٣.٣)

م�ͳشود: محاسبه زیر به�صورت ضرایبش که
ϕx = Dx(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxx + ξ٢uxt,

ϕt = Dt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١utx + ξ٢utt,

ϕxx = D٢
x(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxxx + ξ٢uxtx,

ϕxt = DxDt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxxt + ξ٢uxtt,

ϕtt = D٢
t (ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxtt + ξ٢uttt,

(٢۴.٣)

م�ͳدهیم: نمایش زیر به�صورت که هستند کامل مشتق عملΎرهای Dt و Dx که

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxt

∂

∂ut
+ · · · ,

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ utt

∂

∂ut
+ uxt

∂

∂ux
+ · · · .

(٢۵.٣)

١Born-Infeld
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م�ͳرسیم: زیر معادله به (٢٠.٣) معادله روی v برداری میدان دوم امتداد دادن اثر با

ϕx(٢utuxt − ٢uxutt) + ϕt(٢utuxx + ٢uxuxt) + ϕxx(١− u٢t )

+ϕxt(٢uxut) + ϕtt(−١− u٢x) = ٠,
(٢۶.٣)

Έت ضرایب دادن قرار مساوی و معادله کردن ساده و (٢۶.٣) معادله در ϕx, ϕt, · · · ضرایب جایΎذاری با
م�ͳرسیم: زیر دستΎاه�های به u, ux, ut, · · · جمله�ای�های

ξ٢xx = ٠, ξ٢xu = ٠, ξ٢tt = ٠, ξ٢uu = ٠, ξ١x = ξ٢t ,

ξ١t = ξ٢x, ξ١u = −ϕx, ξ٢t = ϕu, ξ٢u = ϕt, ξ٢tu = −ϕxx.
(٢٧.٣)

م�ͳآیند: به�دست زیر به�صورت v برداری میدان ضرایب ،(٢٧.٣) معادلات دستΎاه حل با
ξ١ = c١ + c۴t− c۵u+ c٧x,

ξ٢ = c٢ + c۴x+ c۶u+ c٧t,

ϕ = c٣ + c۵x+ c۶t+ c٧t,

(٢٨.٣)

برداری میدان�های توسط (٢٠.٣) معادله G ͳجبرل بنابراین هستند. ͳدلخواه ثابت�های c١, c٢, · · · , c٧ که
م�ͳشوند: تولید زیر

v١ = ∂x,

v٢ = ∂t,

v٣ = ∂u,

v۴ = t∂x + x∂t,

v۵ = −u∂x + x∂u,

v۶ = u∂t + t∂u,

v٧ = x∂x + t∂t + u∂u,

(٢٩.٣)

و است u و x روی دوران v۵ برداری میدان همچنین هستند، u و t ، x روی انتقال که v٣ و v٢ ، v١ که
که است، آمده زیر جدول در برداری میدان�های این بین رابطه است. t و x روی تجانس v٧ برداری میدان

م�ͳدهیم. نمایش [vi,vj] با را j ستون و iردیف در درایه�ی

[, ] v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶ v٧

v١ ٠ ٠ ٠ v٣ v٣ ٠ v١

v٢ ٠ ٠ ٠ v١ ٠ v٣ v٢

v٣ ٠ ٠ ٠ ٠ −v١ v٢ v٣

v۴ −v٢ −v١ ٠ ٠ v۶ v۵ ٠
v۵ −v٣ ٠ v١ −v۶ ٠ v۴ ٠
v۶ ٠ −v٣ −v٢ −v۵ −v۴ ٠ ٠
v٧ −v١ −v٢ −v٣ ٠ ٠ ٠ ٠

آن�گاه باشد (٢٠.٣) معادله ثابت جواب Έی u = c اگر مثال برای است. ͳحقیق عدد Έی ϵ که



۵۵ لͳ-پواسون ساختار .۴.٣

مانند ͳبدیه نا جواب�های

u = cos ϵ+ (t sin ϵ+ x cos ϵ) sin ϵ,

u = cosh ϵ+ (t cosh ϵ− x sinh ϵ) sinh ϵ.

c١v١, . . . , c٧vصورت٧ به را برداری میدان�های ͳترکیبخط با ͳعموم تقارن گروه م�ͳتوانیم ما اینجا در دارند.
آن�گاه باشد ͳهمان عضو ͳΎهمسای در تقارن گروه از عضوی g اگر خاص حالت در همچنین آورد. بدست

نوشت: زیر به�صورت م�ͳتوان را آن

g = exp(ϵ٧v٧) ◦ · · · ◦ exp(ϵ١v١).

کنید فرض بΎیرید. نظر در را اینفلد بورن معادله تقارن گروه از (٢٩.٣) ،G هفت-بعدی ͳجبرل حال
اگر باشد. آن در نقطه�ای u = u١w١ + · · ·+ u٧w٧ و G∗ دوگان فضای پایه�های w١, . . . , w٧

است: زیر بردار آن گرادیان آن�گاه باشد، F : G∗ −→ R

∇F =
∂F

∂u١
v١ + · · ·+ ∂F

∂u٧
v٧. (٣٠.٣)

م�ͳشود: نوشته زیر به�صورت لͳ-پواسون کروشه بنابراین

{F,H} = u١
( ∂F
∂u١

∂H

∂u٧
− ∂F

∂u٧
∂H

∂u١
+
∂F

∂u٢
∂H

∂u۴
− ∂F

∂u۴
∂H

∂u٢

− ∂F

∂u٣
∂H

∂u۵
+
∂F

∂u۵
∂H

∂u٣

)

+u٢
(
∂F

∂u٢
∂H

∂u٧
− ∂F

∂u٧
∂H

∂u٢
+
∂F

∂u٣
∂H

∂u۶
− ∂F

∂u۶
∂H

∂u٣

)

+u٣
(
∂F

∂u١
∂H

∂u۴
− ∂F

∂u۴
∂H

∂u١
+
∂F

∂u١
∂H

∂u۵
− ∂F

∂u۵
∂H

∂u١

+
∂F

∂u٢
∂H

∂u۶
− ∂F

∂u۶
∂H

∂u٢
+
∂F

∂u٣
∂H

∂u٧
− ∂F

∂u٧
∂H

∂u٣

)

+u۴
(
∂F

∂u۵
∂H

∂u۶
− ∂F

∂u۶
∂H

∂u۵

)

+u۵
(
∂F

∂u۴
∂H

∂u۶
− ∂F

∂u۶
∂H

∂u۴

)

+u۶
(
∂F

∂u۴
∂H

∂u۵
− ∂F

∂u۵
∂H

∂u۴

)
.

(٣١.٣)

است: زیر به�صورت ،J ij = {ui, uj} که ، J(u) = (J ij(u)) ساختاری ماتریس حال
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J(u) =



٠ ٠ ٠ u٣ u٣ ٠ u١

٠ ٠ ٠ u١ ٠ u٣ u٢

٠ ٠ ٠ ٠ −u١ u٢ u٣

−u٣ −u١ ٠ ٠ u۶ u۵ ٠
,−u٣ ٠ u١ −u۶ ٠ u۴ ٠
٠ −u٣ −u٢ −u۵ −u۴ ٠ ٠

−u١ ٠ −u٣ −u٣ ٠ ٠ ٠


(٣٢.٣)

بنابراین م�ͳشود. نظیر H(u) ͳهمیلتون تاب΄ به ͳهمیلتون معادله که
dui

dt
= J(u)∇H(u). (٣٣.٣)

اگر مثال، برای

H(u) =
٧∑

i=١

(ui)٢

٢Ii
, (٣۴.٣)

م�ͳشوند: بیان زیر به�صورت ͳهمیلتون معادلات بنابراین هستند، ͳاحتمال ثابت�های ها II که
du١

dt
= u٣

(
u۴

I۴
+
u۵

I۵

)
+ u١

u٧

I٧
,

du٢

dt
= u١

u۴

I۴
+ u٣

u۶

I۶
+ u٢

u٧

I٧
,

du٣

dt
= −u١u

۵

I۵
+ u٢

u۶

I۶
+ u٣

u٧

I٧
,

du۴

dt
= −u٣u

١

I١
− u١

u٢

I٢
+ u۶

u۵

I۵
+ u۵

u۶

I۶
,

du۵

dt
= −u٣u

١

I١
+ u١

u٣

I٣
− u۶

u۴

I۴
+ u۴

u۶

I۶
,

du۶

dt
= −u٣u

٢

I٢
− u٢

u٣

I٣
− u۵

u۴

I۴
− u۴

u۵

I۵
,

du٧

dt
= −u١u

١

I١
− u٣

(
u٣

I٣
+
u۴

I۴

)
,

(٣۵.٣)

زاویه�ای گشتاورهای با مرتبط u١, · · · , u٧ مختصات محورهای حول ͳلخت گشتاورهای (I١, . . . , I٧) که
و است. ماده ͳجنبش انرژی ͳهمیلتون معادلات که است.) زاویه�ای سرعت wi = ui

Ii
) هستند. جسم

م�ͳباشند. صلب جسم Έی حرکت معادلات (٣۵.٣) معادلات
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Aabstract

The guding concept of a Hamiltonian system of differential equation forms the basis of
much of the more advanced work in classical mechanics, including motion of rigid bodies,
celestial mechanics, quantization theory and so on. More recently, Hamiltonian methods
have become increasingly important in the study of the equations of continuum mechanics,
including fluids, plasmas and elastic media.This method is coordinate-free and is applicable
for any given system such as PDE and ODE.
Key Words: Partial Differential Equation, Differential Forms, Prolongation, Symmetry
Groups, Poisson Bracket, Hamiltonian System
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