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 تشکر و قدردانی
 

با سپاس فروان به پیشگاه حضرت حق که به ما نعمت اندیشیدن عنایت فرمود. اکنون که بهه حهوو و 

دانه  تها والاتهرین مراتها سهپاس قوه الهی این رساله به رشته تحریر در آمده است بر خود لازم مهی

راد و جناب آقای دکتر نزاکتی که بها دقهت زیز جناب آقای دکتر جعفریخویش را به محضر اساتید ع

انهد ناهار کهن . همننهین از شان در این تحقیق مرا یاری نمودههای خردمندانهقابل تقدیر و راهنمایی

شکاف که قبوو زحمت آقای دکتر رحیمی که مشاور من بودند و از آقایان دکتر فتحعلی و دکتر معدن

هننین اسهاتید محترمهی  ی این رساله را به عهده داشتند کماو تقدیر و تشکر را دارم.نمودند و داور

ام، پدر ام، سپاسگزارم. از اولین آموزگاران زندگیکه در این دو ساو از محضر وجودشان استفاده نموده

 مای .ناند، تشکر و قدرانی میها هستند و همواره قوت قلا من بودهو مادر عزیزم که دنیای خوبی
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 چکیده
 

توان توسط نظریه گراف به توصیف آنها پرداخت. های فراونی وجود دارند که میدر دنیای اطراف ما، وضیعت

د. نها باشها ه  روابط ممکن بین کشورو یاو گرافها نماینده رئوس در عنوان مااو، فرض کنید که کشوربه

حداقل همان اندازه که مجموعه هر کشور در داخل آن دهند هرگاه چند کشور تشکیل یک اتحاد میمجموعه 

هایی از رئوس در عبارت دیگر مجموعهداشته باشد. بهاین مجموعه همان اندازه دشمن در خارج دوست دارد به

این مجموعه، حداقل همان اندازه که با رئوس داخلی مجموعه  دهند هرگاه هر رأس درگراف تشکیل اتحاد می

 گویی چنین اتحادی را اتحاد دفاعی می این مجموعه باشد ن اندازه مجاور، با رئوس بیرونیهمااست به مجاور

ای تحت عنوان اتحاد در گراف در مقاله 1008که اولین بار توسط استیفان هدیتنمی و همکارانش در ساو 

تحادهای دیگری ا ها از آن پس این موضوع مورد بحث و بررسی قرار گرفت که در سایه این تلاش. مطرح شد

و  امقرابرت سی بری 1002در ساو  اخیراً است.ل اتحاد تهاجمی و اتحاد نیرومند شام که تعریف شده  

های یک شان مبتنی بر زیرمجموعهامن ارائه کردند که تعریفهمکارانش تعریف جدیدی به عنوان مجموعه 

های بعد به آن نیازمندی  را یاد آوری مجموعه بود. در فصل اوو مفاهی  و مقدمات نظریه گراف که در فصل

طور کامل بررسی خواهی  کرد. در فصل سوم شرایط لازم و کافی براینکه کنی . در فصل دوم اتحادها را بهمی

هایی برای کوچکترین مجموعه امن بدست کران این فصل در آخرکنی  و یک مجموعه امن باشد را معین می

دهی  و را مورد مطالعه قرار می که یکی از مسایل باز است ما اتحاد باز چهارمدر فصل  همننینآوری . می

 کنی .های آن بحث میبسیاری از خواص این مفهوم را استخراج کرده، سپس روی کران

امن، عدد امنیت، عدد  اتحاد دفاعی، اتحاد تهاجمی، اتحاد نیرومند، اتحاد سراسری، مجموعه : کلید واژه

 .اتحاد
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مقدمه  1.1  
داری متشهکل از یهک وسهط نمهتهوان توند کهه مهیهای فراونی وجود دار، وضیعتطراف مادر دنیای ا

به توصهیف آنهها  ،کنندیکدیگر متصل می به خطوطی که برخی از این نقاط را هبه علاو، نقاطه مجموع

توانی  هر شخص ها مینشان دادن رابطه دوستی بین یک دسته از انسان عنوان مااو، برایبه پرداخت.

را با یک نقطه مشخص کنی  و نقاط متناظر با هر دوست را با یک خط به یکهدیگر وصهل نمهایی ، یها 

درجای دیگر ممکن است برای نشان دادن یک شبکه ارتباطی، از نموداری اسهتفاده کنهی  کهه در آن، 

ارتباطی و خطوط، نشان دهنده پیوندهای ارتباطی بین مراکز باشند. توجه داشهته نقاط نمایانگر مراکز 

باشید که در این گونه نمودارها، آن چه بیشتر مورد توجه است این است که آیا دو نقطه داده شده بهه 

هها و هها اهمیتهی نهدارد. ایهن ماهاووسیله یک خط به یکدیگر متصل هستند یا نه و طریقه اتصاو آن

باشند. در این فصل به های دیگر بیانگر کاربردهای گراف در مسائل روزانه و طبیعی میی از مااوبسیار

کنی  که در فصوو بعد بهه آنهها ها بسنده میتعاریفی از نظریه گراف و معرفی چند رده خاص از گراف

 دهی .[ ارجاع می81, 8خواننده را به مراجع ] نیازمندی . برای مطالعه بیشتر

 

 تعاریف  2.1

هههای رأسیههاو متشههکل از مجموعههه  mرأس و n بهها G یههک گههراف سههاده   1.21.  تعریففف

 1 2, , , nV v v v هایو مجموعه یاو 1 2, , mE e e e ا که درآن هر یاو، یک جفت نامرت ،است

 هاست و به جای یاواز رأس ,u v نویسی میuvاگر .uv Eآنگاه ، u وv ههای مجاور هسهتند. رأس

  هستند. نقاط پایانی آن یاو eمشموو در یک یاو

 صورت، که بهGمرتبه گراف Gn ها درنویسی  تعداد رأسمیG است. یک گراف n رأسی گرافهی از

است.  nمرتبه Ge  ها دریاونشانگر تعدادG  .است 
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گراف را روی صفحه با تخصیص یک نقطه به هر رأس و رس  یک خ  بهه ازای ههر یهاو میهان نقهاط 

های فضایی ماننهد ها چند وجهیها و یاواز رأس« یاو»و « رأس»های دهی . واژهپایانی آن نمایش می

 ها اقتباس شده است. ها و چهار وجهیمکعا

های یهک ها و مجموعۀ یاوشود. اگر مجموعه رأساو با دو نقطه پایانی یکسان، طوقه نامیده مییک ی 

 نامند. گراف متناهی باشند، گراف مزبور را متناهی می

 ای نداشته باشد و بین هر دو رأس آن بیش از یک یاو نباشد.یک گراف ساده است اگر هیچ طوقه

 )ب( ساده است. 8,8 ساده نیست در صورتی که گراف شکل)الف(  8,8 عنوان مااو، گراف شکلبه

 

        

 

                (الف)  ب()  

    1.1 شکل                                                            
 

ای دو طرفه و یا سهه یک معمای معروف از این قرار است: آیا هر مجموعه از شش نفر دارای سه ناآشن

توانی  آن را مدو یهک گهراف سهاده ای متقارن است، میرابطه «آشنایی»  آشنای دو طرفه است. چون

در « ناآشهنایی»  قرار دهی  که یک رأس برای هر شخص و یک یاو برای هر جفت آشنا باشهد. رابطهه

دهی  که گرافهی بها  نشان می G را با Gمکمل یک گراف ساده سازد.همان مجموعه گراف دیگری می

مجهاور نباشهد. در  Gدر  vو uمجاورنهد هرگهاه Gدر  vو u طوری که، بهGهایهمان مجموعه رأس

 ای .گراف و مکملش را رس  کرده 1,8 شکل
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                (الف)   ب()  

   2.1  شکل                                                            
 

-بهههه نگاشهههت دو سهههویی Hگهههراف بهههه G گهههراف ی ازیهههک یکریختههه   1.22.  تعریفففف

صورت   :f V G V H طوریکههاست ب  uv E G هرگاه     f u f v E H در این صورت .

Gنویسی و می« یکریخت است Hبا G» گویی می H. 

 

GH شههوداسههت )نوشههته مههی G، زیرگهرافH گههراف   1.2.1  تعریففف اگههر )    GVHV  

و   GEHE هگویی  ک، همننین میG شاملH است اگهرGH  گهرافزیهر صهورتیکه. در H 

 در شرط Gاز   GVHV  صدق کند، آن را یک زیرگراف فراگیر ازG نامید.خواهی   

ههای مشهموو بها رأس Gطهوری کهه ههر یهاواسهت بهه Hزیرگرافی مانند Gیک زیرگراف القایی از 

در HV  متعلق به HE باشد. اگرH اف القایی ازیک زیرگرG ههایبا مجموعۀ رأسS  باشهد آنگهاه

 نویسی می SGH . 

 

ای که در آن هر دو رأس متمایز با یک یهاو بهه یکهدیگر متصهل شهده گراف ساده   1.2.1  تعریف

 nر گرفتن یکریختی، فقط یهک گهراف کامهل بهاشود. با در نظباشند، گراف کامل یا خوشه نامیده می

5v 2v 

3v

1v 

4v

 

1v 

5v

 

4v

 
3v

2v
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 8,8در گراف شکل  5Kدهی . ترسیمی از نمایش می nKتواند وجود داشته باشد که آن را با رأس می

ه خوشه نیستند، اما ههر زیرگهراف بسیاری دارد ک هاینشان داده شده است. یک گراف کامل زیرگراف

 القایی از یک گراف کامل یک خوشه است. 

                                         

 1.1 شکل  

 

 گراف تهی، گرافی است که هیچ یالی نداشته باشد.

 

فرض کنید    1.2.1  تعریف EVG , گهویی  زیرمجموعههد. مهییک گهراف سهاده باشهI ازV 

نامنهد را ماکسیماو مهی Iمجاور نباشد. مجموعه مستقل Gدر Iمستقل است هرگاه هیچ دو رأسی از

چنان اضافه کرد که  Iبه v هرگاه نتوان هیچ رأسی مانند vI  نیز مستقل باشد. عهدد اسهتقلاوG ،

که با  G شود، برابر با اندازه بزرگترین مجموعه مسهتقل درنشان داده میG ههایی از اسهت. ماهاو

رئهوس سهفید تشهکیل  مجموعههکهه  انهدنشهان داده شهده  2,8های مستقل در گراف شکل جموعهم

  دهند.مجموعه مستقل می
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 تقلسیک مجموعه م(الف) کسیماویک مجموعه ما(ب)                             

 1.1 شکل                                                           

 

رأسی شامل یک خوشه یا یک مجموعه -1کند که آیا هر گراف نفره این پرسش را مطرح می-1معمای 

، بزرگترین خوشه و بزرگترین مجموعه مستقل  )الف( 1,8شکل G. درگرافباشدمیمستقل با سه رأس 

ها تحت رابطه شوند، زیرا خوشهبرعکس می Gاین مقادیر در  هستند. 1 و 8 هایبه ترتیا دارای اندازه

 شوند.های مستقل )و برعکس( تبدیل میسازی به مجموعهمکمل

 

-ههای آن را بهه دو زیهرتهوان مجموعهه رأسگراف دوبخشی، گرافی است کهه مهی   1.2.1  تعریف

 باشد. Y ها درو سر دیگر آن Xهای آن درچنان افراز کرد که یک سر تمام یاو Yو Xمجموعه

، بهه ههر Xاسهت کهه در آن ههر رأس Yو Xههایگراف دوبخشی کامل، یک گراف دوبخشی با بخش

Xوصل شده باشد. اگر Yرأس m و Y nگراف دوبخشی کامل را با ، ,n mK دهی .نمایش می 

 باشد.می 3,3Kیک گراف دو بخشی کامل 1,8گراف شکل
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   1.1 شکل 
 

زیهر  kههای آن را بههتهوان مجموعهه رأسبخشی، گرافی است که مهیkگراف   1.2.1  تعریف

بخشی کامل، یک kدر یک زیرمجموعه نباشد. گراف مجموعه، طوری افراز کرد که دو سر هیچ یالی

ههای دیگهر قهرار هایی کهه در بخهشبخشی است که در آن، هر رأس هر بخش به تمام رأسk گراف

 باشد. دارند، وصل شده

 

 ههایلفههؤبها مهای مرتبی تاییkهای آنمکعا، گرافی است که رأسk گراف   1.2.1  تعریف

دقیقاً در یک مؤلفه با یکهدیگر تفهاوت  هرگاهند، د و در آن دو رأس به یکدیگر متصلهستنیک   و صفر

 ت. مکعا اس-8یک  1,8شکل داشته باشند. گراف
 

 

                                                                      

 1.1شکل  

1Gگوئی  باشند می Gهایی اززیرگراف 2G و 1G فرض کنید   1.2.1  تعریف
 
مجزا هستند، اگهر  2G و

نامی ، اگر هیچ یاو مشترکی نداشهته باشهند. مجزا می-د و آنها را یاوهیچ رأس مشترکی نداشته باشن

21 GG  1 )اجتماعG
 

 های( زیرگرافی است با مجموعه رأس2G و   21 GVGV  ههایو مجموعه یاو  

   21 GEGE اگر .     21 GVGV  21 صورتها را بهاجتماع آن GG  دهی  و آن را نمایش می

1Gاجتماع مجزا 
 
 نامی .می 2G و

 

 را با، Gدرگراف vدرجه رأس vdeg  های واقع بره برابر با تعداد یاوک دهی مینمایشv باشد. می 
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 ترتیا بارا به Gهایکمترین و بیشترین درجه رأس G و  G دهی .نمایش می 

 

ها را است. معمولاً این درجه های آنرأس دنباله درجات یک گراف، فهرست درجه   2.1..1  تعریف

nddd صورتغیر نزولی به ترتیابه  21 نویسند.می 

 باشد. kهای آن برابرمنتظ  است اگر درجه تمام رأسG،kگویی  گرافمی
 

vهمسایگی باز 
 

 صورتبهرا  vN نویسی  که عبارت است ازمی  EuvVu  ، همننین همسایگی :

 صورترا بهv بسته vN نویسی  که عبارت است ازمی    vvN . 

 

,,,,01 یک دنباله kطوویک گشت به   11.2.1  تعریف veev kk  طوریبههاست ها و یاواز رأس 

i، iiiازای هرکه به vve 1 یک گذر گشتی است که هیچ یاو تکهراری نداشهته باشهد و یهک مسهیر .

ست مرتبی از صورت فهرگشتی است که هیچ رأس تکراری نداشته باشد. یک مسیر را در یک گراف به

,,1 های متمایزرأس vvn   ازای هرطوری که بهگیری  بهدر نظر میni 2، ii vv 1
 

یهک یهاو باشهد. 

 دهی .نمایش می nP را با n طوویک مسیر به

,,1  صورت فهرست مرتبی ازا بهطور مشابه، یک دور ربه vvn  طوری که ههرگیری  بهدر نظر می ii vv 1 

ni برای 1و nvv1 طوویک یاو باشند. یک دور بهn صورتبه  را nC دهی نمایش می. 

 

یک    2.2.11  تعریف uv,گشت، گشتی است که نخستین رأس آن u و آخرین رأس آنv  باشهد

vuاین دو، نقاط پایانی آن هستند. اگر  . باشد گشت را بسته گویی 

 

Vvuازای هر جفتهمبند است اگر به Gیک گراف   1.2.11  تعریف ,  یک uv, مسیر موجهود

Gصورتباشد درغیر این
  

 را ناهمبند نامی . 
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 ه بهاک Gدر گراف vو uفاصله بین دو رأس  vudG شهود عبهارت اسهت از طهوو نمهایش داده مهی ,

 کوتاهترین uv,مسیر در Gقطر . G برابر با بیشترین فاصهله بهین دو رأس ازG اسهت و بها  Gdiam 

 شود.ینشان داده م

 

دور گرافی است که هیچ دوری نداشته باشد. همننین یک گراف همبند گراف بی   11.2.1  تعریف

دور را فاقد دور را درخت نامی . در درخت، بین هر دو رأس یک مسیر یکتا موجهود اسهت. گهراف بهی

  نامند.جنگل نیز می

سی است که دارای درجهه صهفر یک رأس تنها رأ یک برگ )یا رأس آویزان( رأسی از درجه یک است.

 باشد.

 باشد و بامی G ، طوو کوتاهترین دور درG کمر Ggirth شود.نشان داده می 

 

VSمرز 
 

 شود صورت زیر تعریف میبه 

     11. 


SvNS
Sv

 

 

خواهی  خدمات شبکه را حفظ کنی  با گردد. میه دشواری دچار اختلاو مییک شبکه ارتباطی خوب ب

ها دچهار نقهص شهوند، همبنهد ها و یاوتضمین اینکه انتقالات ممکن، حتی هنگامی که برخی از رأس

ههای انهد  خواهی  این اهداف را با یاوباقی بماند. هنگامی که پیوندهای ارتباطی پرهزینه باشند، می

 گیری .ها را در نظر میها از گرافحذف رأس محقق سازی .

 

عبهارت اسهت از  G ی از یهک گهرافرأسهبهرش  یها مجموعهه ناهمبندسهاز یهک   1.2.11  تعریف

مجموعه GVS  طوری کهبه SG 
همبند اسهت G، kدارای بیش از یک مؤلفه باشد. یک گراف   
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 صهورت، کهه بههGرأس باشد. همبنهدی k اگر هر برش رأسی دارای حداقل G شهود، نوشهته مهی

 مینیم  اندازه یک برش رأسی است. Gت.برابر یک اس 2,8 گراف شکل 
  

                         

 

   1.1شکل 

 

 مجزا درونی هستند اگر آن دو مسیر شامل هیچ رأس داخلی مشتر  نباشند.  yبه xدو مسیر از

 

Vyxبا در نظر گرفتن   1.2.11  تعریف ,عه، یک مجمو  yxVS , یک  yx, برش است

SGاگههر  هههیچ  yx, .مسههیری نداشههته باشههد yx, مینههیم  انههدازه یههک  yx,بههرش و 
 

 yx,ماکسیم  تعداد  yx, .مسیرهای دوبه دو مجزای درونی است 

 

 در گراف زیر، مجموعه dzcbS ,,, یک yx,برش از اندازه چهار اسهت، بنهابراین  4, yx .

 شامل چهار تا Gنشان داده شده است گراف 1,8 طور که در گراف شکلهمان yx, مسیر دوبهه دو

مجزا است, بنابراین  4, yx. 
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 1.1 شکل 
 

xاگر  ([81] 1منگر)  1.2.11قضیه  
 

باشند Gهایی از گرافرأس  yو
 

میهنم  انهدازه  آنگاه Exy و

یک  yx,برش برابر با ماکسیم  تعداد  yx,.مسیرهای دوبه دو مجزای درونی است 

 

 آوری .رود را در قضیه زیر میای از فصل سوم بکار مییک کاربرد از قضیه منگر که در اثبات قضیه

 

باشهند.  G  همبنهدkدو مجموعه مجزا از رئوس گهراف  Yو X[(  فرض کنید81)]  1.2.11 ه قضی

 فهههرض کنیهههد xu بهههرایXx و  yw بهههرایYy اعهههداد نهههامنفی صهههحیه باشهههند بهههه-

طوریکه    kywxu
YyXx

 
k،  شامل G ، آنگاه yx, مسیر دوبه دو مجهزای درونهی

 طوریکهبه است xuمورد از آنها ازXx شود ومیشروع  yw مورد از آنها بهYyشوند.خت  می 

EF یک مجموعه ناهمبند ساز یالی، یک مجموعه   11.2.1  تعریف  طهوری کههاست بهFG  

، که با G دارای بیش از یک مؤلفه باشد. همبندی یالی G شود، مینیم  اندازه یک نشان داده می

 مجموعه ناهمبند ساز یالی است.

 

G[(  برای هر گراف همبند8)]  2.1..2  قضیه
 داری ،    GG  . 

                                                 
1 Menger 
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-و یک رأس مرکزی اسهت بهه n طوودور بهگرافی است که شامل یک  nWچرخ    21.2.1  تعریف

-نمایش داده   6W گراف 2,8طوریکه این رأس مرکزی مجاور با تمام رئوس واقع بر دور باشد. در شکل

 شده است.

                                            

   1.1 شکل 

 

 اگر   22.2.1  تعریف EVG , گرافی ساده باشهد، زیرمجموعههK ازV  را یهک پوشهش رأسهی

Gبرای
را  Kباشد. مجموعه Kدر b یا a رأس، حداقل یکی از دو Gاز abازای هر یاونامند هرگاه بهمی  

Kx،  نامند هرگاه به ازای هریک پوشش مینیماو می xK  پوششی برایG .نباشد 

Gترین مجموعه پوشهش رأسهی دراندازه کوچک
 را بها   G دههی  و آن را عهدد پوششهی نشهان مهی

کهه  انهدنشهان داده شهده 80,8پوشش رأسی در گراف شکل  هایی از مجموعهمااو نامی .می Gرأسی

 د.دهنپوششی می رئوس سفید تشکیل مجموعه مجموعه
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 یک پوشش (الف)  یک پوشش مینیم (ب) 

  1..1 شکل                                                         
 

-ی آنههها را کههه بهههرا در نظههر بگیریههد. حاصلضههرب دکههارت Gو Hهههایگههراف   21.2.1  تعریففف

Gصورت H هاینویسی  گرافی با مجموعه رأسمی   HVGV  که در آن  vu, مجاور با  vu , 

 است اگر وتنها اگر یکی از دو حالت زیر را داشته باشی ،

 iuu و  HEvv ,         

 یا
 

 iivv 
 
و GEuu . 

 

nmGصهورتکهه بهه nmاز مرتبه   G گراف توری   21.2.1مثال   دههی  حاصلضهرب نمهایش مهی ,

mدکارتی دو مسیر است و آن را با nP P در گراف زیر حاصلضهرب دکهارتی دو مسهیر از  دهی .نمایش می

 .را داری  8و 1مرتبه 
 

                                             

       11.1 شکل 
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: قرارداد x و x سقفترتیا برای نمایش کف و را بهx بری ،بکار می x  بزرگترین عهدد صهحیه

 است و x کوچکتر یا مساوی با x کوچکترین عدد صحیه بزرگتر یا مساوی با x .است 

ههای ها در سهاختمانطق دور افتاده تأسیس کند. برجهای مخابراتی در مناخواهد برجیک شرکت می

امهواج  yبتواند به xشوند و هر ساختمان باید قابل دسترس باشد. اگر یک فرستنده دربلند مستقر می

شود این است چه مقدار ای که مطرح میمواج ارساو کند. مسألها x تواند بهه  می yارساو کند آنگاه

 ها را پوشش دهد. فرستنده نیاز است تا تمام ساختمان

 

در  Sبر خود و همسایگانش غالها اسهت . مجموعهه رئهوس  Gدر گراف هر رأس   21.2.1  تعریف

یک مجموعه غالا است اگر Gگراف  VSN همننین .S  یک مجموعه غالا باز است هرگاه داشته

باشی   VSN . 

 ای را که باعدد غلبه G دهی  برابر بها مینهیم  انهدازه یهک مجموعهه غالها درنشان میG  .اسهت

 را که با Gای بازهمننین عدد غلبه Gt مینیم  اندازه یک مجموعه غالا باز در دهی ،نشان میG 

 [.2] است

مجموعههه غالهها مینیمههالی از انههدازه چهار)سههفید( و مجموعههه غالهها مینیممههی  81,8 گههراف شههکل

اندازه سه دارد )خاکستری( از  3G.  

                                                      

         

 12.1 شکل 
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را که با Gهاله   21.2.1تعریف  21.2.1 Gcor ه کردن دهی  گرافی است که از اضافنمایش می

یک 88,8 شکل [. گراف80] آیدیک یاو آویزان به هر رأس آن بدست می 4Ccor .است 

 

                                               

 11.1شکل   

 

یک نشاندار کهردن Gآمیزی ازرنگkیک   21.2.1  تعریف   kGVf ,,1:   اسهت. ایهن

ایجهههاب کنهههد Exyرنهههگ آمیهههزی سهههره اسهههت اگهههرkآمیهههزی یهههکرنهههگ   yfxf .



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل دوّم                      

 اتحاد در گراف                  
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 مقدمه  1.2

ها، ایالت، اشیاء و یا احهزاب اسهت. در دنیهای ارتباط یا پیوند بین اشخاص، خانواده« اتحاد»معنی واژه 

 کدام شامل خصوصیات مختلف هستند. شوند که هرواقعی ما، اتحادها در انواع مختلفی یافت می

 طور مااو:به

 یا دفاع در مقابل آن( ها برای حمایت متقابل در جنگ )حمله به دشمن مشتر اتحاد ملت 

 اتحاد احزاب سیاسی مختلف 

 وسیله دوستی یا خویشاوندی وصلت دارنداتحاد افرادی که به 

 ها با سود اقتصادی مشتر اتحاد شرکت 

[در 88] 2و پیتهر کریستیانسهن 8، ساندرا ههدیتنمی1اتحاد درگراف اولین بار توسط استیفان هدیتنمی

هها در جنهگ ارائه شد، که از اتحاد بهین ملهت 1008 در ساو« 1فاتحاد در گرا»ای تحت عنوان مقاله

ها ه  روابط ممکن )دوسهتی ها و یاوها نماینده رئوس در گرافالهام گرفته بودند. فرض کنید که ملت

-هایی از رئوس در گراف تعریف کردند بههعنوان مجموعهها باشد. آنها اتحاد را بهیا دشمنی( بین ملت

-ر این مجموعه، حداقل همان اندازه که با رئوس داخلی مجموعه مجهاور اسهت بههطوریکه هر رأس د

عبارت دیگر هر کشور در یک اتحاد، حداقل همان همان اندازه مجاور با رئوس بیرونی مجموعه باشد. به

همان اندازه دشمن در خارج اتحاد داشته باشد. چنین اتحادی اندازه که دوست در داخل اتحاد دارد به

 طور مشابه در امنیت ملی، انواع دیگر اتحاد در مطالعات اخیر تعریف شدهگویی . بهمی اتحاد دفاعی را 

)تعاریف و دیگر خصوصیات هریهک از ایهن  است  شامل اتحاد تهاجمی و اتحاد نیرومند طوریکهبه است

کهه اخیهراً اتحهاد  شوی های بعدی این فصل ارائه خواهد شد(. این نکته را متذکر میاتحادها در بخش

[، کهه در 1] در گهراف اسهت دیگری بنام اتحاد امن در گراف مطرح شده است که منظور همان امنیت

 طور کامل توضیه داده خواهد شد.فصل سوم به
                                                 

1Stephen Hedetniem  
2Sandra Hedetniemi  
3Pitter Kristiansen  
4Alliance in graphs  
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شود. امها توسهط قهدرت های واقع گرایانه، میزان حمایت و خصومت توسط اعداد تعیین نمیدر زمینه

تواننهد شود. این عوامل مهینظامی، شرایط جغرافیایی و غیره تعیین می اقتصادی کشور، کارایی نیروی

متناظر با میزان دوسهتی یها  دار مدو شوند. در این حالت، وزن یاو بین دو رأسهای وزنتوسط گراف

-ای از رئوس است بهدار یالی، مجموعهباشد. اتحاد دفاعی در یک گراف وزندشمنی بین دو کشور می

اش در داخل اتحاد بزرگتر یها مسهاوی مجمهوع های یالیر رأس در اتحاد، مجموع وزنطوریکه برای ه

 [.81] اش در خارج اتحاد باشدهای یالیوزن

 

 اتحاد  2.2

انواع مختلف اتحاد را معرفی خواهی  کرد. ابتدا کار خود را با تعریف اتحاد دفاعی شهروع  در این بخش

 کنی .می

VSدر مجموعه vدرجه رأس   1.2.2  تعریف شودصورت زیر تعریف می، به 

 

     21deg,  SvNvS  
 

SVدر مجموعه vهمننین درجه رأس شود،صورت زیر تعریف می، به 

 

 

           22.degdegdeg  vvSVvNv SSV 
 

 

گراف ساده   2.2.2  تعریف EVG , زیرمجموعه غیرتهی. را در نظر بگیریدS از رئوسV یک ،

 داشته باشی ، Svهرگاه برای هر شوداتحاد دفاعی نامیده می

       23 SVvNSvN 
 

 دیگر با توجه به عبارتبه 23 ی ،دار 
 

     24.1degdeg   vv SVS 
 

SVاز حملات رئوس واقع در Sگوئی  که هر رأس دردر این حالت می  .قابل دفاع است 
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 داشته باشی ، Svشود هرگاه برای هریک اتحاد دفاعی، قوی نامیده می 
 

       25 SVvNSvN  

 

 دیگر با توجه به عبارتبه 24 ، داری 
 

     26.degdeg   vv SVS 

 

 قویاً قابل دفاع است.  Sگوئی  که هر رأسدر این حالت می

 

سهت هرگهاه بهرای ، یهک اتحهاد تههاجمی اVاز رئهوس Sزیرمجموعه غیهر تههی   1.2.2  تعریف

Svهر  ، داشته باشی 
 

       27  SVvNSvN  

 

پذیر است. همننین اتحاد تههاجمی آسیا Sاز حملات رئوس Sگوئی  که هر رأس،در این حالت می

Svرا یک اتحاد تهاجمی قوی گویند هرگاه برای هر  ، داشته باشی 
 

       28.  SVvNSvN  

 

اتحاد دفاعی )تهاجمی( تعمی  داده شده است. که این k [، مفهوم اتحاد دفاعی )تهاجمی(، به88] در

VSدر زیرمجموعه vبستگی دارد. رأس k اتحاد به مقدار پارامتر نسهبت بهه ،S، k راضهی اسهت

 داشته باشی ، Svهرگاه برای هر
 

     29.degdeg   kvv SVS 
 

کهه در راضهی باشهد S،k، نسهبت بههSاتحهاد دفهاعی اسهت اگهر ههر رأس درkیک Sمجموعه

آن   GkG اتحهاد » اتحهاد دفهاعی،-(-8) بیهان شهد [88] طور کهه در. توجه کنید که همان

 است.« مجموعه چسبنده» یا« اتحاد دفاعی قوی» اتحاد دفاعی،-0است و همننین « دفاعی
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VSمجموعه ابه،طور مشبه 
  

Svهرگاه برای هر اتحاد تهاجمی استk یک  ، داشته باشی  

 

     210degdeg   kvv SVS 
 

 طور معادو،به یا
 

     211.deg2deg   kvv SV 

 

که در آن   GkG اتحاد تهاجمی یهک -8ه است یک [ تعریف شد1،88] طور که در. همان

 است. در این جا بحهث در مهورد« اتحاد تهاجمی قوی»اتحاد تهاجمی یک -1و یک « اتحاد تهاجمی»

kارجاع شود. [82،88،2] دهی . برای مطالعه جزییات بیشتر بهاتحاد در گراف را خاتمه می 

 

 . ایهن مفههوم را مهی[8] و ه  اتحاد تههاجمی باشهددفاعی  نیرومند نامند اگر ه  اتحاداتحاد را اتحاد 

 صورت زیر تعریف کنی .توانی  به

 

VSمجموعه   1.2.2  تعریف را یک اتحاد نیرومند گویند هرگهاه بهرای ههر ،  SNv  داشهته

 باشی ،
 

     212.  SvNSvN 
 

 

از حمهلات شهدنی توسهط  Sباشد، پهس ههر رأس در، یک اتحاد دفاعی نیز میSچون اتحاد نیرومند

توانهد ههر رأس باشهد لهذا مهییک اتحاد تهاجمی نیز می S، قابل دفاع است، از طرفی چونSرئوس

 وم قرار دهد. را مورد هج Sدر

دهند.  )الف( اتحاد دفاعی  )ب( اتحهاد تههاجمی  )ج( رئوس سفید تشکیل اتحاد می 8,1های در گراف

 اتحاد نیرومند
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 )الف( 

 

                                             

 )ب( 

 

                                            

 )ج(  
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 1.2شکل  

 

SV)از هر نوع( را سراسری نامی ، اگر هر رأس در Sاتحاد   1.2.2  تعریف   مجاور با حداقل یک

 سراسری است اگر یک مجموعه غالا ه  باشد. Sعبارت دیگر اتحادباشد. به Sرأس از اتحاد

 

دار یالی )رأسی( تعمی  توان به گراف وزنتوجه کنید همه اتحادهایی که در قبل گفته شده است را می

 داد.

 

VSاتحاد   1.2.2  تعریف دار است اگر برای ههرفاعی وزن، اتحاد دVvوزنهی ماننهد ،  vwt 

 داشته باشی ، Svطوریکه برای هر رأسوابسته باشد به
 

 
    

    
 213.   SVvNwSvNu

wwtuwt
 

 

 دار تعمی  داد.توان به گراف وزنصورت مشابه، اتحادهای دیگر را ه  میبه

 

 عدد اتحاد  1.2

)از  Sدر این بخش، ما بعضی از پارامترهای وابسته به انواع مختلف اتحاد را معرفی خواهی  کرد. اتحاد

یک اتحهاد نباشهد. در ادامهه  Sشود اگر هیچ زیرمجموعه سره ازهر نوع( بحرانی یا مینیماو نامیده می

کنهی  و فهرض کند اتحاد از یک نوع هستند صرف نظر میل پرانتز که تأکید میبحث ما از عبارت داخ

 خواهی  کرد که این حالت برقرار است مگر اینکه خلاف آن بیان شده باشد.

توجه کنید خاصیت وجودی اتحاد، لزوماً ارثی نیست. یعنی مجموعه مشموو در یک اتحاد لزومهاً یهک 

Srکنهی  اگهر بهرای ههررا بحرانی موضعی یا مینیماو موضعی تعریهف مهی Sاتحاد نیست. اتحاد ، 

 rS  طورکلی ما اتحادیک اتحاد نباشد. بهS راrبحرانی یاrکنی  اگر بهرای مینیماو تعریف می

STره  با شرطrT ،TS  یک اتحاد نباشد. برای مااو، اتحاد دفاعی 4,3,2,1S  در گراف

 ، مجموعهSv بحرانی است. همننین برای هر رأس تنهای-8)الف(،  1,1شکل  vS  اد دفاعی اتح
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 نیسههت. در صههورتیکه مجموعههه 4,3,2S ب(  1,1 یههک اتحههاد دفههاعی اسههت. در گههراف شههکل(

مجموعه 4,3,2,1T بحرانی است، اما یک اتحاد تهاجمی بحرانی نیست. زیهرا -8 یک اتحاد تهاجمی

زیر مجموعه سره  TT   یک اتحاد تهاجمی است. 2,1

 

ای که در اینجا مطرح است این است که یک اتحاد تهاجمی لزوماً اتحهاد دفهاعی نیسهت. فهرض هنکت 

تعریف شده باشد)چون ههر رأس  2V و 1V توسط دو مجموعه مستقل 2,2K کنید گراف دوبخشی کامل

ای اسهت کهه خهودش در آن مجموعهه نیسهت(. ههایش در مجموعهههمسهایه 2V در و همننین 1V در

 اتحاد تهاجمی هستند ولی اتحاد دفاعی نیستند. 2V و 1V بنابراین،
                                       

             

 )ب( )الف(   

  1,1 شکل 
 

 یک اتحاد، مینیم  است اگر یک اتحاد مینیماو از کوچکترین اندازه باشد.

نامی )توجه کنید اولین بار عبارت عدد اتحاد دفاعی و می Gرا عدد اتحاد Gاندازه اتحاد مینیم  گراف

 [ استفاده شده است(.88عدد اتحاد تهاجمی در ]

 

 با توجه به مطالا بالا برای هر نوع اتحاد دو عدد ثابت داری  که در زیر نشان داده شده است. 
 

 

عدد اتحاد دفاعی گراف   GGa  

عدد اتحاد دفاعی قوی گراف   GGa ˆ 

عدد اتحاد تهاجمی گراف   GGao  

1

 

5

5

5

 ق
4

 

5

5

5

 ق

5

5

5

 ق

6

5

5

 ق

7

5

5

 ق

2

 

5

5

5

 ق

3

 

5

5

5

 ق

8

5

5

 ق

8

5

5

 ق

5

5

5

 ق

6

5

5

 ق

3

 

5

5

5

 ق
4

 

5

5

5

 ق

1

 

5

5

5

 ق

2

 

5

5

5

 ق

7 
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تحاد تهاجمی قوی گرافعدد ا   GGao ˆ 

عدد اتحاد دفاعی سراسری گراف   GGa  

عدد اتحاد دفاعی قوی سراسری گراف   GGa ˆ 

عدد اتحاد تهاجمی سراسری گراف   GGo  

عدد اتحاد تهاجمی قوی سراسری گراف   GGo ˆ 

عدد اتحاد نیرومند گراف   GGa p  

عدد اتحاد نیرومند قوی گراف   GGa p ˆ 

عدد اتحاد نیرومند سراسری گراف   GGap  

عدد اتحاد نیرومند قوی سراسری گراف   GGpa ˆ 

 

 زیر برای پارامترهای فوق برابر است. تعاریف، به آسانی دیده می شود که روابطبا توجه به

 

                                                                                         ,ˆ. GaGai  

   ,. GaGaii P 

    ,. GGaiii a 

   ,ˆˆ. GaGaiv P 

   ,ˆ. ˆ GGav a 

   ,ˆ. GaGavi oo  

   ,. GaGavii Po  

   ,ˆˆ. GaGaviii Po  

   ,. GGaix oo  
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   .ˆ. ˆ GGax oo  

 

 باشد و Gیک اتحاد دفاعی بحرانی از گراف Sاگر قرارداد: GaS  گهویی  کههآنگاه مهیS ک یه

 Gaمجموعه ازG است. بعلاوه اگرS یک اتحاد دفاعی قوی بحرانی باشد و  GaS ˆ آنگاهS یک 

 Gâه  بیان کرد.توان برای اتحادهای دیگر مجموعه است. تعاریف فوق را می 

 

 ها روی عدد اتحادخصوصیات اساسی و کران  1.2
 

 دهی .هایی برای آنها را مورد بررسی قرار میهمراه کراندر این بخش خواصی از انواع اتحادها به

 

 عدد اتحاد دفاعی  1.1.2
 

القهاء  Gیک زیرگراف همبنهد از G)قوی( بحرانی در گراف کنی  که هر اتحاد دفاعیابتدا ملاحظه می

 کند.می

 

G، در گراف Sبحرانی )قوی(برای هر اتحاد دفاعی [( 88)]  1.1.2گزاره   SG .همبند است 

 

 .ستا بندی شدهدسته گزاره بعد در 1,2,3,4هایی با عدد اتحاد و اتحاد قویگراف

 

(الفف  [(88)]  2.1.2  گفزاره  1Ga اگهر وتنهها اگهر رأسهی ماننهدVv موجهود باشهد بهه-

طوریکه  1deg v. 

( ب  1ˆ Ga اگر وتنها اگرG شدبا داشته تنها رأس یک. 
 

 (ج  2Ga
 

اگر وتنها اگر  2G وG داشته باشد. دو رأس مجاور از درجه حداکار سه 

 

 د(  2ˆ Ga
 

 اگر وتنها اگر  1G وG
 

 ته باشد.دو رأس مجاور از درجه حداکار دو داش
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 ه(  3Ga
 

 اگر وتنها اگر  1Ga و   2Ga
 

با یکهی از دو زیرگهراف القهایی زیهر یکریخهت  Gو

 باشد،

1- 3Pترتیا،، با رئوسی بهuvw  طوریکهبه ,, udeg و  wdeg از درجه حداکار سه و  vdeg
 

از درجه 

 حداکار پنج باشد.

2- 3K.هر رأس آن از درجه حداکار پنج باشد ، 

 

 و(  3ˆ Ga اگر وتنها اگر   1ˆ Ga و   2ˆ Ga
 

Gو
 

با یکی از دو زیرگهراف القهایی زیهر یکریخهت 

 باشد،

1- 3Pترتیا،، با رئوسی بهuvw  طوریکهبه ,, udeg و  wdeg از درجه حداکار دو و  vdeg
 

از درجه  

 ار باشد.حداکار چه

2- 3K.هر رأس آن از درجه حداکار چهار باشد ، 

 

 داری ، nPو مسیر  Tبرای هر درخت  [(88)]  1.1.2 نتیجه     1 nPaTa. 

 
 

 داری ، nW و چرخ nC برای هر دور [( 88)]  1.1.2 نتیجه 

 

                                                                .2ˆˆ  nnnn WaPaCaCa 
 

 ها باطورکلی مشخص سازی گرافبه  kGa 
 

 و  kGa ˆپذیر است زیرا برای ههر مقهدار، امکان k ،

ههای موجود است. از طرفی رئوس در ههر کهدام از ایهن گهراف k تناهی گراف همبند از مرتبهتعداد م

طور نمهایی بهر به k های همبند از مرتبهباشند. متأسفانه تعداد گرافهمبند دارای محدویت درجه می

 کند.رشد می kحسا

 

 باشند.صورت زیر میهای خاص بهتحاد دفاعی برای بعضی از گرافعدد ا
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nmGبرای هر گراف توری [( 88)]  1.1.2 قضیه  ,، 

1-   1, nmGa وتنها اگر اگر  1,min nm , 

2-  2, nmGa وتنها اگر اگر  2,min nm , 

1-  2ˆ
, nmGa وتنها اگر اگر  3,min nm , 

1-  3ˆ
, nmGa وتنها اگر اگر  3,min nm , 

1-  4ˆ
, nmGa وتنها اگر اگر   4,min. nm 

 

برای هر گراف  [(88)]  1.1.2قضیه   EVG ,، 

نتظ  باشد آنگاهم–G،8اگر -1  1Ga و  2ˆ Ga,  

نتظ  باشد آنگاه م–G، 1اگر -2  2Ga و  2ˆ Ga,  

نتظ  باشد آنگاهم–G ،8اگر -1  2Ga و    GgirthGa ˆ,  

 نتظ  باشد آنگاهم–G ،2اگر -1     GgirthGaGa  ˆ , 

نتظ  باشد آنگاهم–G ، 1اگر -1   GgirthGa . 

 

ر های بیان شده در بالا مقادیر عدد اتحاد دفاعی )قوی( ثابت بودنهد ولهی ایهن مقهادیبرای تمام گراف 

جا منظور عهدد داری ، عدد اتحاد چرخ برابر دو است در این 2,2,1 نتیجهطورکه در )همان هابرای چرخ

 های گراف دارند.های کامل و دو بخشی کامل بستگی به تعداد رأسو گراف اتحاد دفاعی قوی است(

 

nW، برای هر چرخ  [(88)]  1.1.2  گزاره  1
2

ˆ 









n
Wa n. 
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همههراهرأس مرکههزی بههه اثبففات:








2

nدهههد در هههایش تشههکیل اتحههاد دفههاعی مههیاز همسههایه

نتیجههه  1
2

ˆ 









n
Wa nاز طههرف دیگههر اگههر .S یههک  Gâ مجموعههه از چههرخ باشههد آنگههاه هههیچ

رأس SGباشد، زیرا هر رأس درنمی ، از درجه یک nW  از درجه حداقل سه است. بنایراین کوچکترین

درجه در SG القایی از حداقل دو است. تنها زیرگراف nW که شامل رئوسهی از درجهه دو اسهت، دور 

nC باشد. لذا باید یکس مرکزی مییا زیرگرافی شامل رأ  Gâمجموعه از nW  شامل رأس مرکهزی

 باشد لذا داری  nC های واقع برو حداقل نیمی از همسایه  1
2

ˆ 









n
Wa n.■ 

 

 ،nKکامل برای هر گراف  [(88)]  1.1.2  گزاره

1n،برای الف(  









2

n
Ka n, 

1n، برای ب(  1
2

ˆ 









n
Ka n .

 

 

srKکاملدوبخشی  برای هر گراف[(  88)]  1.1.2  گزاره ,، 

srبرای الف( 1،  


















22
,

sr
Ka sr, 

srبرای ب( 1،  


















22
ˆ

,

sr
Ka sr .

 

 

طورکه دیدی همان Ga و  Gâ توانهد مسهاوی باشهد. همننهین مجموعهه ها میروی بعضی از گراف

 دهد. بنابراین،تشکیل اتحاد دفاعی و اتحاد دفاعی قوی می Vرئوس

 

،داری  nاز مرتبه Gبرای هر گراف[(  88)]  1..21.  گزاره    nGaGa  ˆ1. 



 

11 

 

تهوان هایی با رأس تنها و یاو آویزان دقیق هستند، اما کران بالا را مهیهر چند کران پایین برای گراف

1اندکی بهبود بخشید. فریک
های کامل، کهران بهالا بهرای عهدد که گراف [ نشان دادند1] و همکاران او 

اتحاد دفاعی Ga [ مطرح شده بود.88] عنوان حدس دردهند که بهرا به ما می 

n،از مرتبه Gبرای هر گراف  [(88)]  11.1.2 قضیه   









2

n
Ga.

 

 ج
های کامل کران بالا برای عهدد اتحهاد دفهاعی [ نشان دادند که حتی گراف82] او در و همکاران 2داتن

1حهداکار رأس Gیعنی مینیم  اتحاد دفاعی قهوی از گهراف دهندمیقوی را به ما 
2








n  دارد. ایهن

 [ مطرح شده بود.88کران ه  به عنوان حدس در ]

 

n ، از مرتبه Gبرای هر گراف  [(82])  12.1.2 قضیه   1
2

ˆ 









n
Ga. 

 یک Sفرض کنید اثبات: Gâاز گراف مجموعهG وSVB کنهی  خلهف مهی . به برهان فرض

که  1
2

ˆ 









n
Gaای از. اگر زیرمجموعهB مانندT طوریکههموجود باشد، بههT  یها vT   بهه ازای

Sیک اتحاد دفاعی قوی باشد آنگاه Svرأس
n

T 







 1

2
است. بنابراین یهک  که یک تناقض 1

21افرازی مانند ,VV 1 طوریکه هیچ زیرمجموعه ازموجود است بهV  .یک اتحاد دفاعی قوی نمهی باشهد

فهرازی بها ایهن ا A باشهد. فهرض کنیهدیک اتحاد دفاعی قوی نمی 2Vهیچ زیرمجموعه از طور مشابهبه

در میان تمام چنین افرازهایی کوچکتر است. بدون  2Vو 1V برشی، بین–خصوصیات باشد که اندازه یاو

از دست دادن کلیت مسأله فرض کنید









2
1

n
V1 . چونV

 
 پهس یک اتحاد دفاعی قهوی نیسهت دارد

                                                 
5 Frick   

Dutton 6  
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1Vv طوریکههوجود دارد به    vv VV 21
degdeg افهراز .    vVvV 21 ,  .را در نظهر بگیریهد

جداسهههازی  برشهههی بهههرای-یهههک یهههاوAفهههرض کنیهههد vV 1 و vV 2 باشهههد بهههه-

طوریکههه    AvvAA VV 
1

degdeg
2

هههای ابراین حههداقل یکههی از مجموعههه. بنهه vV 1 

و vV 2 ای از اتحاد دفاعی قوی باشهد. چهونباید اتحاد دفاعی قوی و یا شامل زیرمجموعه  vV 1 

اتحهههاد دفهههاعی قهههوی نیسهههت. پهههس vV 2 بایهههد یهههک اتحهههاد دفهههاعی قهههوی باشهههد ولهههی 

  S
n

vV 







 1

2
2  .که یک تناقض است■ 

 

1برای هر گراف [( 88)]  11.1.2  گزاره 2G G، داری ، 

1-          1 2 1 2 1 2
ˆ ˆ, min ,a G G a G a G a G a G 

2-      1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ.a G G a G a G 

 

 سراسری عدد اتحاد دفاعی  2.1.2

دهنهد. همه رئوس تشکیل اتحاد دفاعی سراسری )قوی( می ، مجموعهGبنا به تعریف برای هر گراف 

است. توجه کنید کهه اتحهاد ، عدد اتحاد دفاعی سراسری)قوی( تعریف شده Gبنایراین برای هر گراف

دفاعی سراسری از مینیم  اندازه، لزوماً یک اتحاد دفاعی بحرانی نیست و یهک اتحهاد دفهاعی بحرانهی 

 )قوی(هر اتحاد دفهاعیمشاهده کردی ،  8,2,1 طور که در گزارهمجموعه غالا نیست. همان لزوماً یک

Gگرافدر  Sبحرانی
 

کند. اما این مطلا برای اتحاد دفهاعی سراسهری  تولید Gاز همبندباید زیرگراف 

دهند در تشکیل اتحاد دفاعی سراسری می 4P او، دو رأس انتهایی از مسیرلزوماً درست نیست. برای ما

 کند. اکنون بعضی از خصوصیات عدد اتحاد دفاعی سراسری )قوی(که زیرگراف همبند تولید نمیحالی

 Ga ( Gâ) ههای کامهل و دفاعی سراسری )قوی( را برای گرافاتحاد  کنی . ابتدا عددرا ارائه می

 های زیر داری .صورت گزارهدوبخشی کامل به
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 ،nKدر گراف کامل [( 2])  11.1.2  گزاره

1n،برایالف(   






 


2

1n
K na,  

 

1n،برای ب(  






 


2

1
ˆ

n
Kna.  

srKدر گراف دو بخشی کامل [( 2])  11.1.2  گزاره ,، 

1r،برایالف(   1
2

,1 









r
K ra, 

srبرای ب(  2،  


















22
,

sr
K sra , 

srبرای ج( 1،  


















22
,ˆ

sr
K sra.  

یهک  Sو 2rشود. فرض کنید، نتیجه فوراً حاصل می1rکههنگامی اثبات: ra K ,1 مجموعهه

اسهت،  Sدههی  متعلهق بههنمهایش مهی vیک مجموعه غالا و رأس مرکهزی را کهه بها Sباشد. چون

شامل حداقل Sبنابراین 


















22

deg rv همسایه ازv است. از این رو   1
2

,1 









r
K ra. 

 و vمجموعههه شههامل








2

r در دهنههد. هههایش تشههکیل اتحههاد دفههاعی سراسههری مههیاز همسههایه

نتیجه  1
2

,1 









r
K raنشهان داده شهد 2,2,1 طهور کهه در گهزاره. همهان  



















22
,

sr
Ka srو 

  


















22
ˆ

,

sr
Ka srبنههابراین بهها توجههه  بههه اینکههه .   GGa a و   GGa â

ˆ   داریهه 

  


















22
,

sr
K sra و  



















22
,ˆ

sr
K sra.  
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ه شاملحاو مجموع








2

r رأس در یهک بخهش و 








2

s  اتحهاد دفهاعی  رأس در بخهش دیگهر تشهکیل

شهود. مجموعهه شهامللذا )ب( ثابت می دهد.می ریسسرا








2

r رأس در یهک بخهش و 








2

r  رأس در

 ■شود.ثابت می د. بنابراین قسمت )ج(دهبخش دیگر تشکیل اتحاد سراسری قوی می

 

 

، یک مجموعه غالا است، بنابراینریساتحاد دفاعی سرابنا به تعریف هر    GGa   . 

 بها G [(  برای هر گراف2])  11.1.2  گزاره  2G،    GG at  بعهلاوه اگهر .  3 G آنگهاه 

 داری ،   GG at  . 

 

ای باز یک کران بالا برای عدد دهی  که برای هر گراف بدون رأس تنها عدد غلبهدر گزاره بعد نشان می

 اتحاد دفاعی سراسری قوی است.

 

 ی ، که فاقد رأس تنها باشد دارGبرای هر گراف [( 2])  11.1.2  گزاره   GG at ˆ . 

 اثبات: Gâمجموعه S رأس وSv .را در نظر بگیریدS  شهامل حهداقل 
1

2

deg








 v  همسهایه

 یک مجموعه غالا باز است بنابراین S است. در نتیجه vاز   GG at ˆ .■ 

 

3n، [(  برای2])  11.1.2  گزاره   ntna PP  ˆ . 

 

2n، [(  برای2])  11.1.2  گزاره   ntna PP    مگراینکه  4mod2nری ،صورت دا، در این 
     

    1.  ntna PP  

 

 داری ، باشد آنگاه n یک گراف از مرتبه Gاگر [( 2])  1.2..2 قضیه 
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 1

2

114 


n
Ga                                                    

 

    2.ˆ nGa  

 ها دقیق هستند.بعضی از گراف های فوق برایکران

 

 

 آنگاه داری ، باشد nیک گراف از مرتبه Gاگر [( 2])  21.1.2 قضیه 

                                                                          
 

.

1
2











G

n
Ga        

 

 باشد آنگاه داری ، n منتظ  از مرتبه-2  یک گراف مکعبی یا Gاگر [( 2])  22.1.2 قضیه 

                                                                                       .
3

n
Ga 

 

 

 تهاجمیعدد اتحاد   1.1.2

صهورت زیهر تعریهف به Gنشان داده شد عدد اتحاد تهاجمی )قوی( گراف 8,1ش که در بخ طورهمان

 شود.می

 Gao برابر با مینیم  اندازه یک اتحاد تهاجمی غیر تهی و  Gao
برابر با مینهیم  انهدازه یهک اتحهاد  ˆ

 است. تهاجمی قوی غیر تهی

4K گراف حاصل از Gااو فرض کنیدبرای م
 
3,1K و

 
 با یک رأس آویزان 4K با یکی گرفتن یک رأس از

3,1K دهند در نتیجههباشد. مجموعه دو رأس آویزان تشکیل یک اتحاد تهاجمی می  2Gao بهرای .

این گراف داری   2Gao و   3ˆ Gao کوچکترین اتحاد تهاجمی قهوی تنهها رئوسهی از خوشهه بها(

 درجه سه هستند(.
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  8,1 شکل                                                                      
 

 

برای عدد اتحاد تهاجمی توجه کنید که هر پوشش رأسی یک اتحاد تهاجمی اسهت لهذا گهزاره زیهر را 

 داری .

 

G،  برای هر گراف [( 1])  21.1.2 گزاره    GGao اگر .   2G، آنگاه داری ، 

                                                                                     .ˆ GGao  
 

 یههک گههراف همبنههد باشههد. اگههر Gفههرض کنیههد [( 1])  21.1.2 گففزاره   2 G آنگههاه ،

   GGao . 

 

G ،[(  برای هر گراف1])  21.1.2  گزاره 
 

2

1


G
Gao

 و 
 

2

1
ˆ




G
Gao

. 

 

شوند های کامل و دوبخشی کامل نامساوی فوق به تساوی تبدیل میها نظیر گرافدر بسیاری از گراف

 )هر چند که برای عدد اتحاد تهاجمی گراف ستاره یک استاناء است(.

 

 داری ، 1nبرای الف([(  1])  2.121.نتیجه    









2

n
Ka no و   







 


2

1
ˆ

n
Ka no,  
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srبرای ب( 1،  






 


2

1
,

r
Ka sro, 

srبرای ج( 2،  







 1

2
ˆ

,

r
Ka sro

 اما  







 1

2
ˆ

,1

r
Ka ro

. 

 

 داری ، 2nاز مرتبه Gبرای هر گراف  [(1])  21.1.2  قضیه

   .
3

2n
Gao  

 

3n، از مرتبه Gبرای هر گراف [( 1])  21.1.2 قضیه  
6

5
ˆ

n
Gao بعلاوه اگهر .G   بها مینهیم

درجه حداقل دو باشد آنگاه  
4

3
ˆ

n
Gao . 

 

ایرأس و با عدد غلبه n گرافی با Gاگر  [(1])  21.1.2  گزاره G ، باشد آنگاه داری 

                                                                             
 

.
2

Gn
Gao


   

 

 تهاجمی سراسریعدد اتحاد   1.1.2

Gعدد اتحاد تهاجمی سراسری
 

دهی  برابر با مینهیم  انهدازه یهک اتحهاد تههاجمی را که با  نشان می

را که با  Gد تهاجمی سراسری قویاست. همننین عدد اتحا Gسراسری در گراف Gô نشان می-

 است. Gبرابر با مینیم  اندازه یک اتحاد تهاجمی قوی سراسری در گراف دهی ،

 

-کنی  که کهرانمیدهد. تأکید های بالا برای عدد اتحاد تهاجمی سراسری را نشان میقضیه زیر کران

 است.های )ب( و )ج( در قضیه زیر در زیربخش قبل بیان شده 
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 داری ، 2nاز مرتبه G[(  برای هر گراف همبند81])  21.1.2  قضیه

الف(    
 
















 


2
,

Gn
GnGo


که در آن ، G فعدد استقلاو گراG ,است 

ب(   









3

2n
Go, 

ج( 
 








 


2

Gn
Go


 . 

 

 

 و با ماکزیم  درجه n از مرتبه G[(  برای هر گراف همبند81])  1.2..1 گزاره  G
 

 داری ، 

                                                                     
 

 2
.

2
o

n G
G

 
  
  

 

با n از مرتبه G[(  برای هر گراف همبند81])  11.1.2 قضیه   2G  ، داری
 

 

الف(    ô G n G  .
  

ب( ˆ

5

6
o

n
G

 
  
 

.
  

یک گراف مکعا باشد آنگاه  Gاگرج(  ˆ

3
.

4
o

n
G

 
  
  

 

 نیرومند عدد اتحاد  1.1.2

 صورتنشان دادی  عدد اتحاد نیرومند )سراسری( را به 8,1 طور که در بخشهمان pa G ( ap G )

دهند لذا بهرای تشکیل اتحاد نیرومند سراسری می G. چون همه مجموعه رئوس گرافدهی مینشان 

G، هر گراف ap G
 

موجود است. توجه کنید که یک اتحاد نیرومند سراسری بها کهوچکترین انهدازه 

اً یک اتحاد نیرومند بحرانی نیست و هننین اتحهاد نیرومنهد بحرانهی لزومهاً یهک اتحهاد نیرومنهد لزوم
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ه  مجموعهه غالها و هه  اتحهاد نیرومنهد  ،Gسراسری نیست. چون هر اتحاد نیرمند سراسری گراف

 است لذا      max , p apG a G G های خاص مقادیر عدد . درگزاره زیر برای بعضی از گراف

 اتحاد نیرمند )سراسری( مشخص شده است.

nK،برای هر گراف کامل -الف  [(8])  12.1.2گزاره      









2

n
KKa napnp , 

srبرای,ب(  1 ،   















 







 










2

1
,

2

1
,

2
min,,

srs
rKKa srapsrp , 

nP، برای هر مسیرج(     









3

2n
PPa napnp , 

nC،برای هر دورد(     









3

2n
CCa napnp . 

 

با ههیچ رأس تنهها، G[(  برای هر گراف8])  11.1.2 گزاره  
 











2
.

G
nGap


  کهران فهوق

 های کامل از مرتبه فرد دقیق است.برای گراف

 

G ،اف[(  برای هر گر8])  11.1.2 گزاره  
 

 G
G

G ap


 









2
.



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سوّمفصل                      

 امنیت در گراف                
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 مقدمه 1.1

 فرض کنید EVG , طور که در فصل دوم گفتی ، زیرمجموعههیک گراف ساده باشد. همانS ازV 

Sv، یک اتحاد دفاعی است اگر برای هر رأس    SvNSvN بنهابراین ههر رأس از .S بها ،

SV ، از هجوم همسایگانش واقع درSحمایت همسایگانش در  کند. این نکته را خاطر نشان ه میمقابل

توانی  رئهوسکنی  که ما میمی  SvN  را بهه عنهوان مهاجمهانv  و رئهوس  SvN  عنهوان را بهه

ه از مدافع و مههاج  داشهته توان برای اتحاد دفاعی با استفاددر نظر بگیری . تعریفی که می vمدافعان

 vبه همهان انهدازه مهاجمهان  v در اتحاد دفاعی، حداقل تعداد مدافعان  vباشی  این است که برای هر

 1ت سی بریقامشود. اما رابرباشد. در این تعریف اتحاد دفاعی، روی یک رأس از یک مجموعه تعریف می

عنوان مجموعه امن ارائه کردند که تعریف آنها مبتنی بر تعریف جدیدی به 1002 و همکاران او در ساو

SX، امن است اگر هر زیرمجموعهS[. آنها گفتند که مجموعه1] باشدها میای از رأسزیرمجموعه  

SVکه در بخش بعد خواهی  گفت از هجوم رئوستحت یک تعریف خاص دفاعی،    در امان باشد. در

کنهی  و در آخهر اینکه یک مجموعه امن باشهد را معهین مهیادامه این فصل شرایط لازم و کافی برای

 آوری .هایی برای کوچکترین مجموعه امن بدست میکران

 

 های مجموعه امنویژگی  2.1

VSمجموعه  را امن گویی  اگر برای هر زیرمجموعهSX هر حمله روی تمهام رئهوس ، X  دفهع

wشود. مهاج 
 

)عضوی از  SXN تواند دقیقاً به یک رأس از( می X حمله کند، حتی اگرw با چند 

باشد. بها توجهه بهه آننهه کهه گفتهه شهد  Sباید در v همسایه باشد. توجه کنید که مدافع   X رأس از 

 تعاریف بعد را داری .
                                                 

8 Robert C.Brigham 
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فهههرض کنیهههد   1.2.1تعریفففف    VssS k  ,,1 ه. ههههر مجموعههه k  تهههایی دوبهههه دو

مجزای kAAA ,,1 
 

Sیک حمله روی 
 

ki است، اگر برای هر 1 داشته باشی ،   SsNA ii  .

 تایی دو به دو مجزای k هر مجموعه kDDD ,,1  دفاع روی یک S است، اگهر بهرای ههر ki 1، 

 داشته باشی   SsND ii حمله . A قابل دفاع است هرگاه مدافعی مانندD طوریکه موجود باشد به

ki برای هر 1داشته باشی ،  ii AD . 

 

S مجموعه   2.2.1تعریف  
  

 قابل دفاع باشد. Sهر حمله روی هرگاه ،گویی یمرا امن 

 

SXمجموعهزیر   1.2.1  تعریف ، Sحملهه رویهر  هرگاه ،امن است S
 

 ،iA طوریکههبهه 

iA)  قابل دفاع باشد
 

Xsiهرگاه .) 
 

                                                               

   1.1شکل  
 

 مجموعه 8,8 برای گراف شکل 4,2,1S را در نظر بگیریهد، فهرض کنیهد     5,3,6A  یهک

 و Sحمله روی    4,1,2D
 

 A باشد. با ایهن چیهدمان حملهه A در مقابل حمله  Sیک دفاع روی 

و 2Aمجموعه امن نیست، زیرا در چیدمان فوق اگهر Sاماقابل دفاع است.  5,33A   باشهد دیگهر

 قابل دفاع نخواهد بود.  Aحمله

1 

3 

5 6 

4 

2 
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امهن باشهد. S وعهه،یک مجموعه امن نباشد ممکهن اسهت دارای یهک زیرمجم Sتوجه کنید که اگر

مجموعه امن نیست ولی زیرمجموعهه Sطور که در گراف قبل توجه نمودیدهمان  SX  2,1 ،S 

، لذا حداقل یک مجموعهه دهندتشکیل مجموعه امن می G گراف امن است. از آنجایکه تمام رئوس در

-مهی Gرا عدد امنیت Gامن با مینیم  اندازه باید موجود است. مینیم  اندازه مجموعه امن در گراف

 نامند و با Gs دهی . یک مجموعه امن با اندازهنمایش می  Gs را یک  Gsگویند.مجموعه می 

 

  های مقدماتی مجموعه امنویژگی 1.2.1

 شود.ای از چند ویژگی مجموعه امن است که به آسانی از تعاریف فوق نتیجه میگزاره زیر خلاصه

 

 [(  فرض کنید1)]  1.21. گزاره  EVG ,
 
VSXو . 

 ، توسط زیرمجموعه سره ازX روی ایاگر حمله (الف  SXN   موجود باشد که قابهل دفهاع نباشهد

 ، که این حمله از تمهام مهاجمهان واقهع درX ای دیگر رویآنگاه حمله  SXN  کنهد اسهتفاده مهی

طور انتظار ایهن را داریه  )حمله کوچکتر قابل دفاع نیست چه یست.طوریکه قابل دفاع نموجود است به

 که حمله بزرگتر قابل دفاع باشد(

 قابل دفاع است،  X قابل دفاع باشد آنگاه روی  X اگر یک حمله روی زیرمجموعه سره از ب(

 امن باشد آنگاهX، Sاگر ج(    SXNSXN ، 

S د(
 

SXامن است اگر وتنها اگر برای هر ،X، S،امن باشد 

 کوچکترین مجموعه امن همبند است. و(
 

 های امن مجزا، امن است.ماع مجموعهدر قضیه زیر نشان داده خواهد شد که اجت

 

21 باشهند آنگهاه Gدو مجموعه امهن مجهزا در گهراف 2S و 1S[(  اگر1)]  1.21. قضیه  SS    یهک

 است. Gمجموعه امن در
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21 : هر حمله رویاثبات SS 1 عنوان یک حمله رویبه توان، را میS 21 با استفاده از رئهوس SS  و 

12 با استفاده از رئوس 2S به عنوان یک حمله روی SS   در نظر گرفت. توجه کنید بنا به تعریهف ههر

21 رأس در SS   1 تواند، یکی از دو مجموعهتنها میS 2  وS  را مهورد هجهوم قهرار دههد. بنهابراین

21  در  iS نیروی تهاجمی روی SS  2,1 برایiمیای از نیروی تهاج، زیرمجموعه iS  اسهت.) نیهروی

21  در iS احتمالاً بزرگتر از نیروی تهاجمی  iS تهاجمی SS  است( چون خود iS  یهک مجموعهه امهن

21 است لذا SS  .امن خواهد بود■ 

 

 کنی .ها را بررسی میای از گرافه زیر عدد امنیت دستهدر گزار

 

 ،یک گراف باشد Gفرض کنید[(  1)]  1.21. گزاره 

 -1  (الف  1Gs  ،اگر وتنها اگر  1G. 

2-   2Gs اگر وتنها اگر،  2G وG ی ماننداشامل مجموعه  vuS , طوریکههب ،باشدu وv 

  .2Sباشند وه   مجاور

1-   3Gs اگر وتنها اگهر،    2,1Gs وG ی ماننهداشهامل مجموعهه  wvuS ,, ه باشهد به

و 3Sطوریکهههه SG 3صهههورتبههههK یههها  wvuGP ,,3  3 باشهههد. البتهههه بهههرای مسهههیرP 

شرط  2SuN  و  2SwN  .باید برقرار باشد 

ب(   









2

n
Ks n . 

ج(   2nCs.  

-1د(    min , ,3m ns P P m n, 

2-    min ,2 ,6m ns C P m n, 
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1-      3 3 4, min 2 ,2 ,12m ns C C s C C m n                                                      . 

 باشهد. Gکمهر gفرض کنیهد .جنگل نباشد Gیم  درجه سه باشد. اگربا ماکز گرافی Gفرض کنیدو( 

 kصورته دو باشد درغیر اینشامل حداکار یک رأس از درج Gاست، اگر gبرابر با k حاو فرض کنید

 صورت داری ،برابر با تعداد رئوس در کوتاهترین مسیر بین دو رأس از درجه دو باشد. در این

 

                                                                                   
 

  

 


























gk

gk

Gs

,min

1,min,3max

2

1

 

 . ها واضه است لذا کافی است شهرط لازم را اثبهات کنهیچون شرایط کافی تمام قسمت (الف اثبات:

 اگر  iGs  شودباشد آنگاه فوراً نتیجه می iS .  اکنون فهرض کنیهد شد.ثابت  (1) ( و8)بنابراین 

 wvuS ,, یک  Gsچون .ه باشدمجموع  SG لذا ،است همبند SG، 3ایK طوریکهه در است به

 یا تواند دفاع شود ومقابل سه مهاج  می wvuGP ,,3 ،  تواند دفاع شود می مهاج  سهکه در مقابل

 حداکار دو مهاج  را دفاع کند.تواند نها میت ،س انتهاأدو راین یکی از  ا این شرط کهب

 یک Sفرض کنیدب( Gsچون .مجموعه باشدS یک مجموعه امهن اسهت بنهابراین









2

n
S  لهذا

  









2

n
Ks n .ملای شهاشهود مجموعههدیهده مهی همننین به آسانی









2

n

 

تشهکیل یهک    Vزرأس ا

 .ثبات کامل شدابنابراین  .دهدمجموعه امن می

 شود.( نتیجه می8)الف از ج(

eK شامل یکی از ایهن دو باشهد Gیا 2kاگر 4 
 با یک رأس از درجه دو، 3K یا

بها یهک رأس  gCالقاء شده یا 3,2Kشامل یک G اگر

 درجه دو باشد،

 صورتدر غیر این

اگر  1G،  
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گرا -1د(  min , 2m n  صهورت مطهابق شود. در غیر ایهن( نتیجه می1( یا )الف8باشد آنگاه از )الف

 دهند.ای و دو همسایه آن کوچکترین مجموعه امن را تشکیل میشهگوأس ر( 8)الف

m برای -2 nC P  دهند.میرئوس زیر تشکیل مجموعه امن هر یک از مجموعه 

 ،دهند mC یکه تشکیل یک نسخه ازرطوهب ،های واقع در انتهای مسیرها( رأس8

  ،nP دو نسخه متوالی ازهای واقع در ( رأس1

 س.أتا رچهار مجاور با رئوس میانی آن  أسرچهار مسیر متوالی به اضافه رئوس واقع در انتهای ( 8

3اگر -2 nm 22آنگاه هر بلو ، باشد   3رئوساز 3C C دهند. در امن می تشکیل یک مجموعه

1که اگرحالی 3S   باشد آنگاه داریSS که ،S
 

یک مجموعهه امهن نخواههد بهود. سهرانجام 

mبرای nC C  د.ندهوعه امن میمجم یک از مجموعه رئوس زیر تشکیلهر یک 

 ،mC ر دو نسخه متوالی ازس های واقع بأ( ر8

 ،nC واقع بر دو نسخه متوالی از أس های( ر1

44هر بلو  (8  از m nC Cای آن.، با حذف رئوس گوشه 

 تاثبا برای و(  1Gs و  2s G  بعلاوه هر یهک زیهر شود( نتیجه می1( و )الف8ترتیا از )الفبه .

 دهند، های زیر تشکیل یک مجموعه امن میگراف

 دو باشد،از درجه  Gدر انتهایی آن هایسأکه ر ( مسیری8

و بقیهه  ،باشهد دودرجهه از  Gدر آنس أطوریکه یک رهب gC، مشموو درسأر 1g لسیری شام( م1

 باشد، سهاز درجه  Gرئوس آن در

 .G( هر دور در8

 Sهستند. اکنهون فهرض کنیهد Gعدد امنیت گراف برای ها یک کران بالابنابراین اندازه این زیرگراف

3Sطوریکهرین مجموعه امن باشد، بهتکوچک ،   3diam G S g 
 

( G S ،2حداکارg  سأر 

kو دارد( Sآنگاه . G S
 

مشهتر  سهایه متواند یهک ه، نمیSأس درهیچ دو ر است ودرخت یک 
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یههک بههرگ از vلههذا اگههر داشههته باشههد. Sدر G S طوریکههه شههامل دو همسههایه دربهههG  ،باشههد

آنگاه S vههای، کوچکترین مجموعه امن است پس تناقض است. بنابراین تمام برگ G S درG  از

kکنددرجه دو هستند، و این ایجاب می S تنها حالتی که باقی می، که تناقض دیگری است. پس-

ماند این است که G S 1 یک مسیری باg  رأس و k g باشهد. چهونS امهن اسهت، لهذا G S  یها

و بقیه رئوس  دودرجه از  Gدر آنس أیک ردقیقاً طوریکه هب gCوو در، مشمسأر 1gل سیری شامم

باشد، یا اینکه دو برگ از سهاز درجه  Gآن در G S  بایهد دو همسهایه مشهترu وwدرS  داشهته

4gباشد. و این  3وS  کند. لذارا ایجاب می ,S u w 3,2یکK کند.تولید می■ 

 

 .شودقسمت پنج  گزاره قبل نتیجه زیر حاصل می از

 

 باشد آنگاه، gمنتظ  با کمرG،3[(  اگر1)]  1.21.  نتیجه

 

                                                                                              


















g

Gs
3

2

  

 

 مجموعه امن اساسیی هاویژگی  2.2.1

کنی . ابتدا کار خود را باهای امن را معرفی میدر این بخش سه ویژگی از مجموعه  SG که عدد ،

VSهمبندی زیرگراف تولید شده توسط مجموعه امن  کنی . در اثبات قضیه زیر این است شروع می

SX رای هرنکته را بکار خواهی  برد که ب ،    XNS ،اگر وتنها اگر   SX   یهک مجموعهه

ناهمبندساز G S .باشد 

 

eKشامل G اگر 4 ، باشد 

 باشد، 3,2K شامل G اگر

 صورتدر غیر این
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[(  فههرض کنیههد1)]  1.21. قضففیه EVG ,مجموعههه ،VS  امههن اسههت اگههر وتنههها ،

اگر  SSNS  و برای هرSX طوریکه، به    SGSXNX  1،Sباشد. امن 

 کنهد کههقسهمت )ج( تضهمین مهی 81,2,امن است، لذا گهزاره S، Sامن باشد آنگاه S اگر اثبات:

  SSNS  شود که هرقسمت )د( نتیجه می 81,2,. بنا به گزارهSX  ،Sویژه امن است به

Xهایی که در نامساوی    SGSXNX   کنند.صدق می 1

 اکنون فرض کنید  SSNS و هر ،SX که در نامسهاوی،     SGSXNX  1 

 کنهی . فهرض کنیهدامن باشد. از طریهق برههان خلهف عمهل مهیS کندصدق می  SxxX k  ,,1  

امهن نباشهد. بنهابراینS ای باشد کههکوچکترین مجموعه    SGSXNXk فهرض . 

 کنید kAAA ,,1 
  

kiباشهد، یعنهی بهرای ههر X یک حمله دلخواه روی 1 ،  SxNA ii  .

توانی  فهرض یقسمت )الف( م 81,2,گزاره  قابل دفاع نباشد. بنابر A در مقابل X همننین فرض کنید

 یک افرازی از A کنی  که  SXN  ای ازاست. بعلاوه هیچ زیرمجموعه A  تهی نیست، زیهرا در غیهر

کهوچکتر اسهت  Xمجموعه ازشود. چون این حمله می Aتوسط Xصورت یک زیرمجموعه سره ازاین

ای اسهت کوچکترین مجموعه X)بنا به فرض خلف لذا بنا به فرض خلف این مجموعه قابل دفاع است.

قابل دفاع باشد.  Aبل حملهباید در مقا Xقسمت )ب(،  81,2,امن نیست( بنابراین بنا به گزاره S که

Xi برای 1 1 فرض کنید ii Aa و همننین فهرض کنیهد بهرای ههر Xi ، 1 ii aa فهرض .

raaatو 0ra طوریکهبزرگترین عدد صحیه باشد به rکنید  21بنابراین .tr  همننهین .

 داری   XtSXN دهد، که نتیجه می  SGtr . 

حاو فرض کنید  tSX  بنابراین ،  SX  یک مجموعه ناهمبندساز برای SG  نیست. پهس

 بنا به نکته قبل از قضیه داری    SXSX   کندکهو این ایجاب می  XSSX   

 با توضیحات فوق داری ،

                        tSXXSXSSNXSXNt   
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که یک تناقض است. بنابراین  SX  شامل حداقلt  است. اکنون فرض کنیدرأس Z ای مجموعهه

t از
 

 رأس در  SX  بری . باشد. حاو قضیه منگر که در قضیه فصل اوو مطرح شده است را بکار می

شهود شروع می Z رأس متمایز در t مسیر مجزا درونی وجود دارد که از tدهد که این قضیه نشان می

ri برای و 1، ia تا از این مسیرها به ix درX شوند. حاو دفاعخت  می D سازی . یصورت زیر مرا به

kiدر ابتدا فرض کنید برای 1،  ii xD پس برای هر .ri 1هر ، ix  دارایia  مسهیر مجهزای

شهود. بهرای ههر یهک از ایهن خهت  مهی Z رأس متمایز از ia شود و بهشروع می ix درونی است که از

 مسیرها:

(8 )wمسیر همسایه را ix بگذارید وw را به iD  ،اضافه کنید 

jxw, rj شد: اگربا Xw( در صورتیکه 1) ،   آنگاه ه jD  و ه w  مسیر بگذارید. را رأس بعدی 
 

ساختار kDDD ,,1  دفاعی است که از حمله A در امان است. از اینرو هر حمله روی X تواند می

امن  Sقابل دفاع نیست در تناقض است بنابراین X امن است و این با فرض اینکهX،Sدفاع شود و

 ■است.

 

، اگهههههرSمجموعهههههه بهههههرای ههههههر[(  1)]  1.21.نتیجفففففه    SSNS   و بهههههرای

SXهر ،     XSXNSG ، آنگاهS .امن است 

 

، Sدهی  تا امهن باشهد. ابتهدا یهک ویژگهی بهرایبندی برای یک مجموعه ارائه میدر ادامه یک دسته

Sتا آوری  و سپس با جایگزینیامن باشد را بدست میS به جایS  شهود. فهرض نتیجه حاصل مهی

VSSکنید برای یک حمله دلخواه . A رویS توسط رئهوسSV یهد، فهرض کنxa برابهر بها ،

SVتعداد رئوسی از که به رأس ،Sx  کنند. برایحمله میSSx  کنهی فرض مهیxa  برابهر

S، برابر بها تعهداد رئوسهی ازxb یدفرض کن Dطور مشابه، برای دفاع دلخواهصفر باشد. به   در حالیکهه
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Sxرأس  از حملههه« بهتههرین دفههاع »کننههد باشههد. را حمایههت مههی A طوریکههه دفههاعی اسههت بههه

   xx ba در میان تمام مدافعان A کنهی  کهه در کمترین باشد. البته این شرط را ه  اضهافه مهی

xx شوند کههایی محاسبه میx مجموع فوق آن ba  باشد. حمله A  ،قابل دفاع است اگهر وتنهها اگهر

xx ه بهتهرین دفهاعدفاعی موجود باشد که مجموع فوق صفر شود. توجه کنید که ba   را بهرای تمهام

به یکی  ، با توجهD، بهترین دفاع دیگری مانندD کند. برای بهترین دفاعایجاب نمی Sرئوس واقع در

ii رأسی است که i ر از رأستوان نتیجه گرفت. در این تبدیل منظوتبدیل زیر می دو از ab  وSj  

 همسایه است. iرأسی است که با رأس

 اشد.مدافع خودش ب jباشد،آنگاه فرض کنید i مدافع j( اگر8

باشد. مشاهده  jمدافع i را حمایت کند آنگاه فرض کنید  iرأسی غیر از jمدافع خودش باشد و i( اگر1

D، 1کههه در کنههی مههی ii bb ,1 jj bb  و بههرای هههر jiSx ,، xx bb .   عنههوان را بههه

 آیهدبا توجه به دو تبدیل فهوق بدسهت مهی D هایی که ازو دفاع D ای مرکا از بهترین دفاعمجموعه

 باشد(.با توجه به دو تبدیل فوق می D شامل نتایج  کنی )البتهتعریف می

xxتوجه کنید اگر ab  در دفاعی واقع در برقرار باشد، آنگاهxx ab  ع درههای واقهدر تمام دفهاع 

SVبرقرار است. فرض کنید که برابر است با مجموعه رئوسی مانند ، x طوریکه شهرطبه xx ab  

برقرار باشد. سرانجام فرض کنید واقع در حداقل در یک دفاع VSX. 

 

 کنند و رأسی که توسطرا حمایت می x ، مجموعه رئوسی کهXx[(  برای هر1)]  .1.21. گزاره 

x شود در هر دفاع واقع دردفاع می .یکسان هستند 

است.  Viباشد چون jباید متناظر با رأس x در یکی از دو تبدیل فوق قرار گیرد آنگاه xاگر اثبات:

xx بنابراین بعد از تبدیل داری  bb 0 . اگر xx ab یل بایهدباشد آنگاه با توجه به تبدVxاگهر . 

0 xx ab آنگاه باید بهترین دفاع بهتر تولید کند ولی این دفاع از اولی بهتر نیست. بنابراین هر دو ،

 ■شود.انتخاب منجر به تناقض می
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 .نقش اساسی دارد بعد گزارهاثبات در  80,1,8 گزار

 

[(  هر رأس1)]  1.211. گزاره   SXNx  از یک رأس ،X در هر دفاع واقع در حمایت می-

 کند.

مایت ح Dدر دفاع ابتدایی Vyاز رأس xکنی . و فرض میگیری می نظر در را Xxابتدا اثبات:

yاز xقبل داری . از گزاره کند
 

 کند. همننهین چهونحمایت می در هر دفاع واقع در
Vy یهک ،

yy طوریکههموجود است ب  دردفاع  ab  .بها شهرط( 8)کارگیری تبهدیلبنابراین با بxj  و yi ، xb
 

 را در هر دفاع واقع در Xیک رأس در xدر تناقض است. بنابراین قبل و این با گزاره .یابدافزایش می

 کند.حمایت می

حاو فرض کنید    VXSXNx  رأس طوریکه ازبهVy حمایهت کنهد. در نتیجههx 

Xxمانند شامل یک همسایه  از طوریکه بنا به پاراگراف قبلیهاست ب x کند. مها مهییحمایت نم-

yy توانی  فرض کنی  ab . چون اگر yy ab ، موجود  از دو تبدیل فوق یا بیشتر از یک ایدنباله آنگاه

yy منجر به که شود(طوریکه از دفاع ابتدایی شروع میاست )به ab  شود، با این شرط کهمیx  هنهوز

xjشهرط با (8)تبدیل استفاده ازبا اکنون  کند.حمایت می yاز  و yi ، شهود کههنتیجهه مهیx  از

xxکند. چون قبل از تبدیلحمایت می خودش ab ، یل داریه دلذا بعد از تب xx ab کهار . حهاو بها ب

xjشرط با (1)گیری تبدیل   وxi ،xb  قبل در تناقض است. پس با گزارهاین که ،یابدافزایش می 

 ■.کندحمایت  هر دفاع واقع دردر  X یک رأس دراز  x باید

 

از یههک حملههه Xداریهه  اگههر 88,1,8 از گههزاره  SSN   قابههل دفههاع نباشههد، آنگههاه هههر رأس واقههع

در  SXN از یک رأس در ،X داریه  81,80, قبل گزاره کند. از پارگرافحمایت می VSX 

SSتواند شامل رئوسی درمی که  کنی باشد. فرض می x چنین رأسی باشد. روی رأس x ای حمله



 

22 

. در نتیجه هر یک 0xb داشته باشی  x لذا باید برای Vxو چون 0xa گیرد یعنیصورت نمی

SXها از یک رأس دراز این رأس  کند. بنابرایندفاع می X هایی ازرا فقط به آن رأس X کهه درS 

کنی . چون هیچ رأسی خارج از مجموعهنیز هستند محدود می  SXN  توانهد رأسهی ازنمهیX  را

 داری ،  Xxدفاع کند، لذا برای هر

                                                      .SXNaSXNb xx
   

SXنبنابرای   طوریکهوجود دارد به    SXNSXN  این مطلا را در قضهیه زیهر مهورد .

 دهی .استفاده قرار می

 

VSS[(  مجموعه1)]  1.212.  قضیه ،S امن اسهت اگهر وتنهها اگهر بهرای ههرSX  ،

  داشته باشی 

                                                                             .SXNSXN  

S،Sشود. هرگاهنتیجه می )د(و  )ج( های، قسمت81,2, اً از گزارهشرط لازم فور اثبات:  امن نباشد

د نهدهنشان می بالاو بحث  88,1,8 طوریکه قابل دفاع نیست. گزارههبای موجود است آنگاه یک حمله

SXکه    هکطوریهموجود است ب    SXNSXN .■ 

 

S با Sتعویض با   شود.، قضیه زیر حاصل می 81,81,در قضیه 

 

VSوعهمجم[(  1)]  1.211.  قضیه ، هر برای اگر وتنها اگر است امنSX  باشی ، داشته 

                                                                               .SXNSXN  

 

VSمجموعههه[(  1)]  1.211.  قضففیه ، اگههر نهههاوت اگههر اسههت امههن  SSNS   و بههرای

Ssiهر  ، isS ،S.امن باشد 
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فههرض  شههود.نتیجههه مههی)د(  و )ج( هههای، قسههمت81,2, : شههرط لازم فههوراً از گههزارهاثبففات

کنید،  SSNS  و برای هرSsi ، isS ،Sامن باشد. فرض کنیدA یک حمله دلخواه رویS  

Ssiبهرای ههر باشد. اگر ،
 

 iA باشهد، آنگهاه  SSNS  و ههر iA اً یهک رأس دارد و دقیقه

 با فرض   Dدفاع ii sD  برایki 1 تهوانی  فهرض کنهی  کهه تواند ساخته شود. بنهابراین مهیمی

Ssiیک  طوریکههموجود است بهه iAپهس .  iAA روی یهک حملهه  isS  اسهت. چهون 

 isS ،Sامن است، آنگاه دفاعی مانندD
ij طوریکه برای هرموجود است به    ، jj AD  پس .

iDDD   با شرطiD  یک دفاع رویS برای حمله A است. لذا هر حمله رویS تواند قابل می

 ■.دفاع باشد

 

 امنیت عدد برای هاییکران  1.1
 

 امنیت عدد برای کران پایین  1.1.1

n با Gطور که در فصل اوو گفتی  دنباله درجات ازهمان
 

صهورتبهه رأس  ndddG  21 

توانی  نمایش خواهی  داد. با استفاده از این مطلا می iv را با id است. برای راحتی کار رأسی با درجه

 های پایینبعضی از کران Gs . را بدست بیاوری 

 

[(  فرض کنید1)]  11.1.  قضیه EVG ,گرافی با دنباله درجهات ،  ndddG  21 

 باشد، آنگاه 

                                                                                     
.

2

1







 


GSd
Gs 



 

18 

VSی کنمیفرض  اثبات: مینیم  مجموعه امهن در ،G  باشهد. همننهینiv  رأسهی بها بزرگتهرین

باشد. بنابراین Sاندیس در Gsi چون .S  امهن اسهت، پهس iv د حهداقلبایه
2

1id همسهایه درS 

داشته باشد. بنابراین   

2

1

2

1 





GSi
dd

Gsi.■ 

 

فرض کنید 







 








 


2

1

2

11 Gd
i

پس هر مجموعه امن باید شامل حداقل .i  رأس باشد. بنابراین

ijطوریکههههبهههه موجهههود اسهههت Sدر jvیههها رأسهههی ماننهههد Sدر iv رأس  در ههههر دو حالهههت .

داری   






 


2

1id
Gsاگر .i

di 






 

2

کنی . ایهن اسهتنتاج در نتیجهه زیهر این فرآیند را تکرار می 1

 شود.خلاصه می

 

 ، یهک گهراف بها دنبالهه درجهاتG[(  فرض کنید1)]  11.2.  هنتیج  ndddG  21 

باشد، آنگاه داری ، 















 


2

1
:min id

iiGs. 

فههرض کنیههد اثبففات:















 


2

1
:min id

iik و همننههین  kGs بنههابراین از تعریههف .k 

داری    







 


2

1GSd
Gs  در تناقض است. 8,88,و این با قضیه■ 

 

 گرافی با مینیم  درجه G[(  فرض کنید1)]  11.1.  نتیجه G ، باشد.آنگاه داری 

                                                                                    
 

.
2

1







 


G
Gs

 

 

 کرد. ها را مشخصتوان بعضی از گرافبا توجه به کران پایین نتیجه قبل، می
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[(  فههرض کنیههد1)]  11.1. گففزاره  EVG , گرافههی بهها مینههیم  درجههه G باشههد. در ایههن-

صورت 
 








 


2

1G
Gs



 
VSانندای ماگر وتنها اگر زیرمجموعه   طوریکهموجود باشد به 

(8) S یک  







 

2

1G
K


 کند، تولید 

(1)    







 


2

1G
SSN

. 

VSفرض کنید اثبات:   در دو حالت فوق صدق کند. برای هرSX  داری ، 
 

 

    
 

    SXNSSN
G

SSXN 






 


2

1
 

امن است. اکنون فرض کنید Sو لذا 
 








 


2

1G
Gs

 و همننینS،  Gsمجموعهه وSv  .باشهد

بنههابراین    vSvN SGdeg1 و             vGvvNSvNSvN SGSG degdeg   .

 داری لذا  Svچون       vGv SGSG degdeg1  ،نامساوی آخهری .   
 








 


2

1
deg

G
vSG

 

کند. بنابراین داری را ایجاب می 
 








 


2

1G
SvN


 و این تساوی بدین معنی است کهS  یک گراف

امن است، داری  Sکند. بعلاوه چونکامل تولید می      SSN
G

SSSN 






 


2

1
■. 

 

[(  فههههرض کنیههههد1)]  11.1.  گففففزاره EVG ,یههههک گههههراف از مرتبههههه ، n .باشههههد

آنگاه 
 











2
max

SN
Gsطوریکه ماکزیم  روی تمام، به  Gsشود.ها گرفته میمجموعه 

S، ینیم  مجموعه امن باشد. توجه کنیدم  S: فرض کنیداثبات SN کند. چونرأس را غلبه میS 

امن است لذا
 











2

SN
Sشود.، بنابراین نتیجه حاصل می■ 
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شامل کوچکترین مجموعهه  Gباشد. اگر nبهیک گراف از مرت G[(  فرض کنید1)]  11.1.  نتیجه

 امن غالا باشد آنگاه

                                                                                              









2

n
Gs. 

 

 امنیت عدد برای بالاکران   1.12.

 باشد.های غالا مینیماو، که مجموعه امن هستند مییه این زیربخش مربوط به مجموعهنخستین قض

 

[(  فرض کنید1)]  11.1.  قضیه EVG ,
 

شهامل مجموعهه  Gباشد. اگهر 2nگرافی از مرتبه

، آنگاه داری طوریکه مجموعه غالا مینیماو ه  باشدامن باشد به  









2

n
Gs. 

طوریکه مجموعه غالا مینیماو نیز باشد. بنابراین باشد به Gیک مجموعه امن از Sفرض کنید اثبات:

یک همسایه خصوصی مانند Sxهر رأس xNyx  طوریکهدارد به    xSyN x  اگر رأسهی .

x، xyx مانند  
Sندارد و چون Sای درهیچ همسایه x باشد، آنگاه

 
امن است حهداکار یهک همسهایه  

SVدر  کند کهیجاب میدارد. این ا x از درجه حداکار یک درS باشد. بنابراین  









2
1

n
Gs اگر .

SVشهامل یهک همسهایه متمهایز در  Sی موجود نباشد آنگاه هر رأس درx چنین  نهابراین اسهت، ب

SnSVS  از اینرو داری .  









2

n
SGs.■ 

 

، ه  مینیم  مجموعه امهن و هه  مینهیم  Sدهد گه اگرنشان می 8,82, و قضیه 1,8,8 ترکیا نتیجه

 باشهد و باید زوج nباشد آنگاه Gمجموعه غالا از 
2

n
Gs ههای همبنهد تنهها . و ایهن بهرای گهراف
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2KGاگر  4یاCG  ایافتد. این از حقیقتی که عدد غلبهباشد اتفاق می 
2

n
G   است اگر وتنهها

4CGاگر  یاG شود.ه باشد نتیجه مییک هال 

 

 در قضیه بعد با بکارگیری دنباله درجه، یک کران بالا برای Gs شود.حاصل می 

 

 [(  فرض کنید1)]  11.1.  قضیه EVG ,گرافی با دنبالهه درجهه،  ndddG  21 

باشد، آنگاه  







 

2

1kd
nGs، طوریکهبه

















 

2
:max 1id

iik. 

01اگر: اثبات dآنگاه برای هر اندیس ،i   داری  









2
1 id

nGs01کنهی . حاو فهرض مهی d ،

خههوش تعریههف اسههت چههون kمقههدار









2
1 2d و بههرای هههر







 


2

1n
i،








 

2

1id
i، لههذا داریهه . 











2
1

n
kاز تعریهف . k ، داریه

























 

222

212 kkk dd
k

dبنهابراین بههرای .njk 2 

داری ،
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2 jk
dd

k و بعلاوه k ایهن ویژگهی اسهت. فهرض  بزرگترین اندیسی است کهه دارای

کنیههد nkk vvvS ,,, 21 بههرای هههر زیرمجموعههه .SX  ، داریهه  kSVSXN 
 

و  k
ddd

dkdSXN kkk
kk 


























 


22

1
2

11 111
11لهههذا ،S

 
امهههن اسهههت  

و  knSGs .■ 

 

 است. 8,8,8 ایین قضیهآید که مشابه کران پاز قضیه فوق یک کران بالا بدست می

 

 [(  فرض کنید1)]  11.1.  نتیجه EVG ,گرافی با دنبالهه درجهه،  ndddG  21 

باشد، آنگاه   












2

2GSnd
nGs. 
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فههرض کنیههداثبففات: 
















 

2
:max 1id

iik، بنهها بههه قضههیه قبههل داریهه .  knGs  .

چون  kGsn  داری  kلذا بنا به تعریف 1   












2
1

2GSnd
Gsn بنابراین نتیجه حاصهل ،

 ■شود.می

 ، با مینیم  درجهnیک گراف از مرتبه ،G[(  فرض کنید1)]  1.1..1  گزاره G  باشد. آنگاه هر

عه امن بحرانی حداکار از اندازهمجمو 










2

G
n


 است. 

ای ازمجموعهههه Sفهههرض کنیهههداثبفففات:  










2

G
n


SXباشهههد. فهههرض کنیهههد Gرأس در   .

بنابراین        SXN
GG

SXN 


















22
1


 و لذاS امن است.■  

 

 تواند بهبود یابد لذا قضیه بعد را داری .کران فوق در حالت خاص می

 

 ، بها مینهیم  درجههn ، یک گراف دو بخشی از مرتبههG[(  فرض کنید1)]  11.11.  قضیه G 

باشد. آنگاه داری    GnGs . 

 بنا بر تعریف مجموعه امهن، اگهر اثبات:   GnGs  آنگهاه بهرای ههر مجموعههW از  G   ،رأس

WVZX ای مانندمجموعه   طوریکههوجود دارد به    ZXNZXN 1 . فهرض کنیهدV 

2Vو

 

21باشند، همننین فهرض کنیهد  Gدو بخش از WWW   ای ازمجموعهه G رأس باشهد بهه-

2,1i ،iiبههرای هههر طوریکههه VW 

 
 و 











2

G
Wi

 فههرض کنیههد .ZX 
-ای باشههد بهههمجموعههه  

طوریکه    ZXNZXN . اگر برای هرi ،iVX  آنگاه 

       .33 ii WGXZXNZXNW   . 



 

11 

بنابراین 










2
13

G
W i

که این تناقض است چون ، 










2

G
Wi

بنابراین .X ید شامل رئوسهی با

 از هر دو بخش باشد. در این حالت داری 

            GWGWGZXNZXNWG   21 

 ■.که باز ه  تناقض است

 بالا امنیت عدد  1.1

 گفتی  قبلی مطالا در که طورهمان Gs در بحرانی امن مجموعه کوچکترین با برابرG اکنون .است 

 GS
 

 بحرانهی امن مجموعه بزرگترین اندازه با برابر که شود،می تعریف G یبالا امنیت عدد عنوان به

همننین. است Gدر nS،  مقدار ماکزیم  GS یهاگراف تمام رویG مرتبه از n باشهدگرفته مهی .

داری  80,8,8 گزاره به بنا 
 











2

G
nnS

 .اگر دهی می نشان  4G، دسهت مقدار این آنگاه 

 .است یافتنی

 

یم  درجهههمینهه بهها n مرتبههه از، Gگههراف[(  1)]  11.1.  گففزاره  4G هبهه اسههت موجههود-

طوریکه 
 











2

G
nGS

. 

 از درجهه Hسازی . با یک گراف همبنهد منهتظ صورت زیر میرا به Gگراف اثبات:
 










2

G  شهروع

کنهی کنهی . تعریهف مهیمی 
1

2
K

G
HG 










فهرض کنیهد .S مجموعهه رئهوسH  باشهد. توجهه

کنید 










2

G
nS

بنابراین .S باشد. فرض کنیدامن است. باید نشان دهی  که بحرانی ه  می X 

XSدارد کهه بها رأسهی از x حداقل یک رأس مانند Xباشد. پس Sیک زیرمجموعه سره از   مجهاور

است. بنابراین داری  
   

  XxN
GG

XxN 



























2
11

2
1


پس .X  امن نیسهت

 ■.باید بحرانی باشد Sو لذا
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مااو وقتی عنوانبه  4G و  5G12ترتیهابهه ،8,2,8 ، آنگهاه بنها بهه اثبهات گهزاره 2KCn  

13و 3 KCn  آیدبدست می. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل چهارم                    

 اتحاد باز در گراف                
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 مقدمه 1.1

و همکاران او در  2استیفان هدیتنمی طور که در فصل دوم گفتی  اتحاد در گراف اولین بار توسطنهما

[. در بخش آخر آن مقاله چهار مسأله باز بیان شد که 88ارائه شد] ای تحت عنوان اتحاد در گرافمقاله

روی سهه مهورد اوو  دار و اتحهاد بهاز.به ترتیا عبارتند از اتحاد تهاجمی، اتحاد سراسهری، اتحهاد وزن

تاکنون کار شده است که در فصل دوم کارهای انجام شده را بیان کردی . در این فصل ما اتحاد بهاز را 

های آن دهی  و بسیاری از خواص این مفهوم را استخراج کرده، سپس روی کرانمورد مطالعه قرار می

 کنی . بحث می

 

 اتحاد دفاعی باز  2.1

های باز تعریف طورکامل برحسا همسایگیگر بهگوئی  اد دفاعی را باز مییک اتحا   1.2.1تعریف  

VSشود. یعنی زیرمجموعه اتحاد دفاعی باز است هرگاه برای هر ،Sv ، داشته باشی 

 

       41 SVvNSvN   
 

 داشته باشی ، Svهرهمننین یک اتحاد دفاعی باز را قوی نامی  هرگاه برای 
 

       42.  SVvNSvN   
 

VSعبارت دیگر زیر مجموعهبه  یک اتحاد دفاعی باز قوی است اگر برای هرSv، 
 

      431degdeg   vv SVS  
 

 طور معادو داشته باشی ،و یا به
 

     44.1degdeg2  vvS  
 

 یک اتحاد دفاعی باز نباشد. Sشود اگر هیچ زیرمجموعه سره ازبحرانی نامیده می S دفاعی باز اتحاد

                                                 
1i Stephen Hedetniem 
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 گیری ،صورت زیر در نظر میهایی از اتحاد دفاعی باز بحرانی بهکلاس ،Gبرای هرگراف 

 

 S یک اتحاد دفاعی باز بحرانی درG   باشد   :SGt  

 S یک اتحاد دفاعی باز قوی بحرانی درG  باشد   :ˆ SGt  

 

 های فوق مقادیر زیر را داری ،با توجه به کلاس

 

(    Gباز )عدد اتحاد دفاعی      GSSGa tt  :min 

(   G)عدد اتحاد دفاعی باز قوی      GSSGa tt  ˆ:minˆ 

 

 شود.نامساوی زیر به آسانی از تعاریف فوق نتیجه می
 
 

     45.ˆ  GaGa tt 

 

 باشد و Gفاعی باز قوی بحرانی از گرافیک اتحاد د Sاگر   2.2.1تعریف   GaS t
ˆ آنگاهS یک 

 Gat
ˆمجموعه ازG است. 

 

 باشند.رئوس سفید نشان دهنده اتحاد دفاعی باز و اتحاد دفاعی باز قوی می 8,2در گراف شکل

 

                                 
)الف(                34 Wat 

)ب(                                            5ˆ
4 Wat 

 

 8,2شکل                                                     
 

 های اتحاد دفاعی بازویژگی  1.1

اتحاد دفاعی باز و اتحاد دفاعی قوی با ه  برابرنهد. بنهابراین  1,1 با توجه به تعاریف بخش قبل و بخش

 شود.گزاره بعد نتیجه می



 

10 

، داری Gبرای هرگراف [( 82)]  1.1.1گزاره     GaGa t
ˆ.  

 

G،در گراف Sبرای هر اتحاد دفاعی باز قوی بحرانی [( 81)]  2.1.1گزاره   SG .همبند است 

 

 چنین بنا به تعریف اتحاد دفاعی باز قوی داری ،ه 

 

 یههک Sفههرض کنیههد [( 81)]  1.1.1گففزاره   Ga t
ˆمجموعههه از گههرافG وSv باشههد. اگههر 

  1deg vS  آنگاه  1deg v. 
 

رأس داریه  nروی Gتوجه کنید برای هر گراف  nGat  از  ههایی. در قضهیه زیهر تمهام گهراف2ˆ

 nکنی . بهرای ههر عهدد صهحیهمی هستند را مشخص nکه شامل عدد اتحاد دفاعی باز قوی nمرتبه

اگر وتنها اگر یکهی  Gریکهطوباشد به  nهای همبند از مرتبهای از گرافخانواده   کنی فرض می

 های زیر برقرار باشداز حالت

8-G مسیری به طووn
 

 باشد,

1-G دوری به طووn,باشد 

8-G شامل دو دور از مرتبهm وmn( ،33  nmطوریکه این دو دور تنها در یهک ( است به

 .رأس مشتر  هستند

 

 رأس باشهد. n یهک گهراف همبنهد بها G فرض کنید  [(81)]  1.1.1قضیه    nGat ˆ اگهر وتنهها ،

 .Gاگر

دهی ابتدا نشان میاثبات:     nPaCa ntnt  کنی  . فرض میˆˆ  nPa nt ˆ وS یک  nt Pâ مجموعه

باشد. چون SG
 

 همبند است لذا SG
 

طوریکهه بهه باشهد، Sرأسهی از v کنهیمسیر است. فهرض مهی
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    1deg vSG 8,8,2. بنابر گزاره  ،  1deg. v لذا   nPSG 
 

و این یک تناقض است، پس  nPa nt ˆ .

 طور مشابهبه  nCa nt ˆکنی می . اکنون فرض  nn CPG ,. فرض کنیدS یک Gat- مجموعه

باشههد. زیرگههراف القههایی SG نههدارد.  را در نظههر بگیریههد. ایههن گههراف القههایی، رأسههی از درجههه یههک

بنابراین SG باشد. لذا باید شامل حداقل یهک دور باشهد. تنهها میدارای کوچکترین درجه حداقل دو

mnC و  mC که درجه حداقل دو دارند G های القایی اززیرگراف  و یا خود G دههی است. حاو نشان مهی 

mC  وmnC  کنی دهند. فرض میتشکیل یک اتحاد دفاعی باز قوی نمی   mCSG  باشد. از طرفهی mC 

 طوریکهاست به Svدارای رأسی مانند  4deg vGو لذا این رأس دارای دو همسایگی در داخل ،S  

SVو دو همسایگی در  باشد. بنابراین رأسمی v کند.در نامساوی زیر صدق نمی 

 

 
     SVvNSvN   

 

mnC تواند یک اتحاد دفاعی باز قوی باشهد. بهراینمی mC لذا  لی کهرد. تهوان چنهین اسهتدلاهه  مهی

بنابراین  GSG . 

Gبرعکس، فرض کنید 
 

رأس باشد و nیک گراف با  nGat ˆاگر .   2 G باشد آنگاهG  یک مسیر یا

ت. اکنون فرض کنیداس nیک دور به طوو  3 G فرض کنید .v   رأسی با ماکزیم  درجه باشد. چون

 vV  اتحاد دفاعی باز قهوی درG نیسهت بنهابراین  vNv 1  طوریکههوجهود دارد بهه  2deg 1 v .

اگر  1deg 1 v آنگاه  1vV  اتحاد دفاعی باز قوی است که تناقض اسهت. لهذا  2deg 1 v بنهابراین .

 رأسی مانند 12 vNv   طورریکههموجود است به  2deg 2 vاگهر .  1deg 2 v  آنگهاه 2vV    یهک

اتحاد باز قوی است که یک تناقض است. لذا  2deg 2 v چون . 21 ,vvV    یک اتحاد دفاعی باز قوی

 نیست پس 23 vNv    طوریکهوجود دارد به   2deg 3 v با ادامه روند فوق مسهیر .kvv .,,1   بهرای

11طوریکه بهرایآید بهبدست می kیک  ki،  2deg iv و بهرایkv،   1deg kv
 

vvk یها  .

 اگر  1deg kv آنگاه  kvV  یک اتحاد دفاعی باز قهوی درG  .اسهت کهه بهاز هه  تنهاقض اسهت

vvkبنابراین اگر .  5deg v آنگاه  11 .,,  kvvV   .یک اتحاد دفاعی باز قوی است که تناقض است
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 در نتیجه    4deg  Gvچون .  kvvV .,,1  وی نیسهت پهس رأسهی یک اتحاد دفاعی باز قه

 مانند   111 ,  kvvvNw طوریکهوجود دارد به  2deg 1 wاگر .   1deg 1 w آنگاه  1wV   یهک

 اتحههاد دفههاعی بههاز قههوی اسههت کههه مغههایر بهها  nGat ˆ اسههت. بنههابراین   2deg 1 wچههون . 

 11 ,.,, wvvV k یک اتحاد دفاعی باز قوی نیست پس رأسی ماننهد  12 wNw  وجهود دارد بهه-

 طوریکه  2deg 2 wگیری  مسیری ماننهد. همانند قبل با ادامه این روند نتیجه می lww .,,1   بهرای

knlیک  11رایطوریکه بآید بهبدست می  li،  2deg iw و vw lچهون .  4 G  لهذا

lC  با رأسی از kC گیری  رأسی ازنتیجه می
 

 ■شود.رو نتیجه حاصل مییکی است. از این

 
 

G،گراف همبنهد[(  برای هر81)]  1.1.1گزاره    2ˆ Gat اگهر وتنهها اگهرG  دو رأس مجهاور از

 درجه یک باشد.

vدو رأس مجاور از درجه یک مانند Gاگر اثبات:
 
شود به آسانی دیده می آنگاه بنا به تعریف باشد   wو

vکه
 
است. فرض کنید Gمینیم  اتحاد دفاعی باز قوی در w و wvS ,، Gat

ˆ مجموعه باشد. بنا

 vدهی  این دو رأس از درجه یک هسهتند. بهرای رأسمجاورند، حاو نشان می w وv، 1,8,2به گزاره 

داری ،    1degdeg2  vvSچون .  1deg vS لذا  1deg v
 

بها همهین اسهتدلاو  w است. برای

 داری ،  1deg w.■ 

 
 

داری  G[(  برای هرگراف81)]  1.1.1گزاره    3ˆ Gat اگروتنها اگر  2ˆ Gat وG
 

با یکهی از دو 

 زیرگراف القایی زیر یکریخت باشد،

uvw، با رئوسی به ترتیا،3P(الف  طوریکهبه ,,    1degdeg  wu
 
و vdeg از درجه حداکار سه ،

 باشد.

 طوریکه هر رأس آن از درجه حداکار سه باشد.، به3K ب(
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کنی فرض میاثبات:   2ˆ Gat
Gباشد. اگر 

 
یها )ب( داشهته  با )الف(دارای زیرگراف القایی یکریخت 

هسهتند. فهرض  Gشود که ههر دو مینهیم  اتحهاد دفهاعی بهاز قهوی درباشد آنگاه به آسانی دیده می

کنید 321 ,, vvvS ،  Ga t
ˆ 1,8,2مجموعه باشد. بنا به گهزاره ، SG  همبنهد اسهت. لهذا دو حالهت

جههود دارد، یهها و    1degdeg 31  vv SS و  2deg 2 vS
 یهها اینکههه   2deg iS v 3,2,1بههرایi اگههر .

    1degdeg 31  vv SS و   2deg 2 vS
 یک اتحاد دفاعی باز قوی است لذا Sباشد آنگاه چون 

 

       1deg1degdeg22  iiiS vvv                          
 

 ،3,1iبرای
 

       3deg1degdeg24 222  vvvS 
 

اگر   2deg iS v  3,2,1برایi آنگاه، چونS یک اتحاد دفاعی باز قوی است لذا 
 

       3deg1degdeg24  iiiS vvv 
 

 ■.3,2,1iبرای

 

1Gفرض کنید
 

4Kگرافی است که از
 

با حذف دقیقاً دو یاو از آن بها رئهوس 4321 ,,, vvvv کهه در آن

2Gاست حاصل شده باشد. فرض کنید از درجه یک 1vرأس
 

4Kگرافی است که از
 

با حذف دقیقهاً یهک 

یاو از آن با رئوس 4321 ,,, vvvv 1هایکه در آن رأسv 2وv است حاصل شده باشد.  از درجه دو 

 
 

Gبرای هرگراف [( 81)]  1.1.1گزاره  
 

داریه ،  4ˆ Gat هها اگهراگهر وتن  2ˆ Gat,  3ˆ Gat 

 با یکی از شش زیرگراف القایی زیر یکریخت باشد، Gو

123ترتیها،، با رئوسی به4P الف( ,, vvv
 

طوریکههبهه 4vو    1degdeg 41  vv
 
و 2deg v, 3deg v  از

 درجه حداکار سه باشند،

 طوریکه هر رأس آن از درجه حداکار سه باشند،، به4Cب( 

 طوریکه رأس مرکزی از درجه حداکار پنج باشد و بقیه رئوس از درجه دقیقاً یک باشد،به ،3,1K ج(
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طوریکه ، به1G د(  1deg 1 v
 

 و بقیه رئوس از درجه حداکار پنج باشد،

 طوریکه، به2G و( 1deg v ,  2deg v
 

 حداکار سه و 3deg v, 4deg v
 

 حداکار پنج باشد،

 طوریکه هر رأس آن از درجه حداکار پنج باشد.، به4K ه(

کنی فرض میاثبات:   2ˆ Gat و  3ˆ Gat
 

Gباشد. اگر
 

القایی یکریخهت بها یکهی از دارای زیرگراف 

از آنها مینیم  اتحاد دفهاعی بهاز  شود که هر کدامهای فوق داشته باشد آنگاه به آسانی دیده میحالت

هستند. فرض کنید Gقوی در 4321 ,,, vvvvS  ، Gat
ˆ ،مجموعه باشد. شش حالهت وجهود دارد

 )الف( اگر    1degdeg 41  vv SS و    2degdeg 23  vv SS صورت داری ،در این 

       1deg1degdeg22  iiiS vvv                                                                                                

 ،4,1iبرای

       3deg1degdeg24  iiiS vvv 

 .3,2iبرای

 )ب( اگر  2deg iS v
 

 آنگاه،  4,3,2,1iبرای

       3deg1degdeg24  iiiS vvv 

 .4,3,2,1iبرای

 )ج( اگر  3deg 1 vS
 

و  1deg iS v 4,3,2برایi ،آنگاه 

       1deg1degdeg22  iiiS vvv 

 ، 4,3,2iبرای
 

       5deg1degdeg26 111  vvvS 
 

 )د( اگر  1deg 1 vS،  3deg 2 vS
 

و  2deg iS v
 

 آنگاه،  4,3iبرای
 

       1deg1degdeg22 111  vvvS 
 

       5deg1degdeg26 222  vvvS  

       3deg1degdeg24  iiiS vvv 
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 .i,4,3برای

 )و( اگر  2deg iS v
  

و 2,1iبرای  3deg iS v
 

 آنگاه، 4,3iبرای
 

       3deg1degdeg24  iiiS vvv 

 ، 2,1iبرای

       5deg1degdeg26 222  vvvS 
 

 .4,3iبرای

 )ه( اگر  3deg iS v
 

 آنگاه،  4,3,2,1iبرای
 

       5deg1degdeg26  iiiS vvv 

 ■.4,3,2,1iبرای

 

2nرایب[(  81)]  1.1.1 گزاره
 

،داری   1
2

ˆ 









n
Ka nt.

 

S کنید فرض: اثبات
 

 یک nt Kâو مجموعهSv صورتاین در. باشد   









2

n
SvN  داریه  لذا 

1
2











n
S .کنید فرض دیگر طرف ازVS  1 اندازه از

2








n
 داری ، Svرأس هر برای. باشد 

  
 v

nv
SV











deg1

22

1deg 

چون     vvv SVS  degdegdeg  ، لذا داری   vv SVS  deg1degبنابراین .S دفاعی بهاز  اتحاد

قوی است و  1
2

ˆ 









n
SKa nt.

 
بنابراین  1

2
ˆ 










n
Ka nt.■ 

 

srبرایالف( [(  81)]  1.1.1گزاره   1،   2
22

ˆ, , 


















sr
Ka srt  

ب(   1
2

1
ˆ, 







 


n
wa nt 
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دو بخش از rVو sVفرض کنید: الف( باتاث
srK ,

sVs باشند که در آن   وrVr فرض کنیهد . S
 

 یک srt Ka ,
ˆطوریکهبه مجموعه

sr SSS  که در آن
ii VS 

 
sri برای ,  رأس  ههر بهرای .باشد

iSv طوریکهبه sri , ، داری  






 


2

in
SvN  2لذا

22




















sr
S .فهرض دیگر طرف از 

VSکنید  2اندازه از
22

















 sr 1طوریکه به
2








 r رأس ازrV 1و
2








 s رأس ازsV
 

 برای. باشد

sri طوریکهبه iSv رأس هر , ، داری 

  
 v

inv
SV 







 



deg1

22

1deg 

لذا داری ،   vv SVS  deg1degبنابراین .S دفاعی باز قوی است و اتحاد  2
22

ˆ
, 



















sr
Ka srt. 

 و حداقل nWمجموعه شامل رأس مرکزی ب(






 

2

1n های آن تشهکیل اتحهاد دفهاعی بهاز از همسایه

 دهند لذاقوی می  1
2

1
ˆ 







 


n
wa nt .فهرض کنیهد دیگر طرف ازS یهک  nt Wâ مجموعهه باشهد

آنگاه هیچ رأس SGباشد، زیرا هر رأس در، از درجه یک نمیnW ست. بنهایراین از درجه حداقل سه ا

کوچکترین درجه در SG القایی از حداقل دو است. تنها زیرگرافnW  که شامل رئوسهی از درجهه دو

بایهد شهامل رأس مرکهزی و حهداقل  Sباشهد. لهذایا زیرگرافی شامل رأس مرکهزی مهی nCاست، دور








 

2

1n های واقع براز همسایهnC   باشد. در نتیجه داری  1
2

1
ˆ 







 


n
wa nt■. 

 

nmGگراف توریبرای هر   [(81)]  11.1.1گزاره    داری ، ,

                                                                                  
 

 

 









nm

nm

Ga nmt

,min

,max

ˆ
, 

اگر :اثبات  1,min nm شود.نتیجه می 2,8,2گراف توری یک مسیر است لذا از قضیه  آنگاه 

 اگر  1,min nm 

 صورتایندرغیر 
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 دهند.صورت هر یک از مجموعه رئوس زیر تشکیل اتحاد دفاعی باز قوی میدرغیر این

miکه در آن nPنسخه متوالی از  iوس واقع در( رئ8 2 ، 

njکه در آن mPنسخه متوالی از  j( رئوس واقع در1 2■. 

 

n از مرتبهه Gگراف همبنهد nm، با شرط,nm برای هر دو عدد صحیه [( 81)]  11.1.1گزاره  
 

طوریکهموجود است به  mGa t ˆ. 

mnP و مسیر mCگرافی باشد که از دور  Gفرض کنیداثبات:   طوریکه یک رأسبه mC ا یاو آویهزانب 

mnP  2,8,2و قضیه  1,8,2 وسیله یک یاو متصل باشند. بنابر گزارهبه   mGa t ˆ
 
nV و .■ 

 

 کران برای عدد اتحاد دفاعی باز قوی  1.1

n، از مرتبهG[(  برای هر گراف همبند81)]  1.1.1گزاره  
 

با کوچکترین درجه G ، داری 

  
 

.
2

1
ˆ








 


G
nGat



 

VS: فرض کنیداثبات  از اندازه 







 


2

1G
n


 داری ، Svباشد. برای هر رأس 

 
     

 v
GGv

SV 






 






deg

2

1

2

1

2

1deg 
 

لذا داری ،    vv SVS  deg1degبنابراین .S دفاعی قوی و اتحاد 
 








 


2

1
ˆ

G
nSGat

.■ 

 

G ،بیان شد برای هر گراف همبند 10,1,8 قضیهطور که در همان   GG   در این خصوص اگر .

 شود.های واقع بر رأسی از مینیم  درجه را حذف کنی  گراف ناهمبند مییاو

 

 از درجه فرد باشد آنگاه G[(  اگر هر رأس81)]  2.1.1گزاره       GaGaGa tt
ˆˆ . 
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 داری  8,8,2 ( و گزاره1-2طبق نامساوی ): ثباتا     GaGaGa tt
ˆˆ . 

 ، یکSحاو فرض کنید Gatمجموعه بوده و فرض کنیدSv  باشد. بنا به تعریف اتحاد دفاعی باز

داری    vv SVS  degdegچون .v  از درجهه فهرد اسهت، لهذا vSdeg  حهداقل یهک واحهد بیشهتر

از vSV deg است. بنابراین     1degdeg   vv SVSبنابراین .      GaGaGa tt
ˆˆ ■. 

 

ه فرد باشد آنگاهاز درج G[(  اگر هر رأس81)]  1.1.1نتیجه    1
2

ˆ 









n
Gat.  

 

فرض کنید  21 ,VV یک دوبخشی از رئوس گراف همبندG ههای بهین طوریکه تعداد یاوباشد به

2V، و رئوس 1Vرئوس G
 

11 باشد. اگر V 12 یا V گهویی  باشد آنگاه مهی یهک   دوبخشهی

یهک گهویی  کهههر دو حداقل دو رأس داشته باشند می  2V و 1V منفرد است. در حالتی که  دو

 ست. حاو با توجه به نکات فوق گزاره زیر را داری .بخشی نامنفرد ا

 

از درجه فرد بها  G[(  اگر هر رأس81)]  1.1.1گزاره     GG   ، باشهد داریه  









2
ˆ

n
Gat.

 
 

فرض کنید:  اثبات 21 ,VV افرازی از رئوس گراف G 1هها طوریکهه تعهداد یهاوباشهد بههV 2 وV 

برابر G 21باشد. همننین فرض کنید VV چهون .    GG   پهس یهک   دوبخشهی

کارا داری نامنفرد است. آش









2
1

n
V1 کنی . ادعا میV اتحاد دفاعی باز قوی است و لذا  










2
ˆ

n
Gat .

-وجهههود دارد بهههه 1Vu اتحهههاد دفهههاعی بهههاز قهههوی نباشهههد آنگهههاه رأسهههی ماننهههد 1V اگهههر

طوریکه    21 VuNVuN  اکنون فرض کنید .    uVuV 211 , دوبخشی ازG  .باشد

 صههورت داریهه در ایههن   uu VV 12
degdeg1  چههون     21 VuNVuN    در نتیجههه

1این مغایر با فرض .  که 1 دوبخشی است. پسV ی باز قوی است.یک اتحاد دفاع■ 
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 که هر رأس آن از درجه فرد است، شامل G[(  اگر81)]  1.1.1نتیجه    ،بخشی نامنفرد باشد

آنگاه داری   









2
ˆ

n
Gat

. 

 

بههها کهههوچکترین درجهههه  n از مرتبهههه Gبهههرای ههههر گهههراف  [(81)]  1.1.1گفففزاره   G ،

داری  
 








 


2

3
ˆ

G
Ga t

. 

VSفرض کنید اثبات:  یک  Gat
ˆباشد. در این حالت برای هر مجموعه Sv ، داری 

      vvv SVS  degdegdeg 

 نا به تعریف اتحاد دفاعی باز قوی داری ،ب

    vv SVS  deg1deg 

 طرفین نامساوی فوق را با vSV deg صورت داری ،کنی  در اینجمع می 

 
 

 
2

1deg
deg




v
vSV 

 حاو طرفین نامساوی فوق را با vSdeg کنی ،جمع می 

 
   

   
 v

vv
vv SS deg

2

1deg

2

1deg
degdeg 







                                                                                       

از طرفی  1deg  SvS و    vG degلذا داری ،  
S

G




2

3
 ■. بنابراین حک  کامل شد. 

 

 

Gبرای هر گراف  [(81)]  1.1.1گزاره  
 

داری    GaGa t
ˆ1 . 

VSکنی اثبات : فرض می  یک  Gat
ˆدانی ،مجموعه باشد. می 

S
G




2

3تهوانی  . آنگهاه مهی

را در نظر بگیری . پس برای هر Swرأسُ  wSSv  ، داری 

 

      vvv wSS degdegdeg  
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             vv wSV deg1deg   

    vv wSV deg21deg   

   21deg   vSV 

بنابراین wS  یک اتحاد دفاعی درG  است، پس داری    1ˆ  GaGa t.■ 

 

 اتحاد تهاجمی باز  1.1

VSمجموعه غیر تهی از رئوس   1.1.1تعریف    شود هرگاه برای یک اتحاد تهاجمی باز نامیده می

Svهر  ، داشته باشی 
 

     46degdeg   vv SVS 
 

 

Svطور معادو برای هرو یا به  ، داشته باشی 

 

 

     47.deg2deg   vv SV 
 

 طور اکید باشد.های فوق بهیک اتحاد تهاجمی باز را قوی گویند هرگاه نامساوی
 

می باشد و بها  Gبرابر با مینیم  اندازه یک اتحاد تهاجمی باز بحرانی از Gهاجمی باز گرافعدد اتحاد ت

 Gaot شود. همننین عدد اتحاد تهاجمی بهاز قهوی گهرافنشان داده میG را بها Gaot
نشهان مهی  ˆ

 دهی .

 

             

)الف(                  24,4 Kaot 
)ب(                                           3ˆ

4,4 Kaot 
 

  1,2 شکل                                                       
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 توان نتیجه گرفت.با توجه به تعاریف گزاره زیر را می

 
 

G،[(  برای هر گراف81)]  2.1.1گزاره     GaGa oto
ˆ و   GaGa otot

ˆ.  

 

بنابراین در ادامه بحث روی Gaot کنی .بحث می 

 

 ، با مینیم  درجهG[(  برای هر گراف81)]  1.1.1 گزاره  G ، داری 
 











2

G
Gaot


 .                                                                      

 یههک Sکنههی فههرض مههی:  اثبففات Gaotمجموعههه وSv   1-2باشههد. بنهها بههه نامسههاوی 

داریهه    vv SVS  degdeg.حههاو دو طههرف نامسههاوی را بهها vSdeg  کنههی . در نتیجههه جمههع مههی

داری  
 

2

deg
deg.

v
vS  واضه اسهت کههاز طرفی vS Sdeg

 

و   Gv deg. از دو نامسهاوی

آخر داری  
 











2

G
Gaot

.■ 

 

الف( [(  81)]  1.1.1گزاره    









2
,

n
Gaot 

ب(    GGaot   . 

هایی طوریکه تعداد یاوکنی  بهمی آمیزیچنان رنگ bو aرا با دو رنگ Vمجموعه رئوسالف(  اثبات:

کنی  که دو سر آن یک رنگ یکسان دارند مینیم  اندازه باشد. فرض می baVf ,:  چنین رنگ-

 دهی رار میآمیزی باشد. ق

     vfufuv  : 

   avfvA ii  :  

   bvfvB ii  : 

ABکنی بدون از دست دادن کلیت مسئله فرض می  کنی . حاو ادعا میB  یک اتحهاد تههاجمی

داری ، Avباز است یعنی برای هر   vv AB degdeg صهورت کنی  چنین نباشد در این. فرض می



 

21 

طوریکهبه Avوجود دارد   vv AB degdeg آمیزی. اکنون رنگ  baVf ,:  گیری  را در نظر می

میزی رنگ متفاوتی از رنگ آ v که در آن baVf ,:  دهی ،دارد. حاو قرار می 

     avfvvAA ii  : 

     bvfvvBB ii  : 

     vfufuv  : 

 در نتیجه   vv BA degdeg  چون .   vv AB degdeg  بنابراین  این مغایر با .

یک اتحاد تهاجمی باز است در نتیجه داری  Bاست. پس مینیم  اندازه  









2

n
Gaot. 

یک  Sکنی فرض میب(  Gمجموعه باشد. برای هرSv   داری 

      vvv sVSVS   deg1degdeg 

یهک اتحهاد  Gهر پوشهش رأسهی در. لذا است باز تهاجمی اتحاد یک S،8,1,2تعریف  به بنا نتیجه در

 ■تهاجمی باز است.

 

 طوریکه، بهG[(  برای هر گراف81)]  1.1.1گزاره    2 G ، داری   1Gaot . 

فهههرض کنیهههداثبفففات:  vS کهههه در آن ،    2deg  Gvچهههون بهههرای ههههر .Sw ، 

  1deg wSو  1deg  wSVبنابراین .    ww sVS  degdeg لذا بنا به تعریف نتیجه حاصهل مهی-

 ■.شود

 

nC و دور nPبرای  مسیر  [( 81)]  1.1.1نتیجه  
 

داری   رأسبا حداقل دو     1 notnot PaCa . 

2n،برایالف(    1.1.1گزاره    









2
,

n
Ka not

 

sr برایب(  1،  









2
. ,

r
Ka srot
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:اثبففات
 

چههون در گههراف کامههلالففف(   1 nKn  داریهه   8,1,2اسههت. لههذا بنههابر گههزاره

  






 


2

1n
Ka not

 ، 2,1,2. از طههههرف دیگههههر بنهههها بههههه قسههههمت اوو گههههزاره   









2

n
Ka not

 .

چون






 










2

1

2

nn شود.نتیجه حاصل می 

چون در گراف دوبخشی فوق داری ب(   rK sr , داریه  8,1,2. لذا بنابر گزاره  









2
,

r
Ka srot

. از 

 دو بخههش از rVو sVطرفههی دیگههر فههرض کنیههد
srK ,

sVs باشههند کههه در آن  
 
rVrو  فههرض .

کنید
rVS 

 
از اندازه










2

r
 پهس دههد.باز می تهاجمی اتحاد یک تشکیل S،8,1,2 تعریف به بنا باشد. 

داری   









2
,

r
SKa srot.■ 

 

4n، باnWبرای هر چرخ   [(81)]  1.1.1گزاره  
 

 داری   1
3

. 









n
Wa not 

 هایگرافی با مجموعه رأس  nW و 4nکنی فرض می :اثبات   nn vvvWV ,, 10 موعه یاوو مج-

های   nivvvvvvWE niiin   1:,, دهی باشد. قرار می 110









3

1: ivA i و   AvS 0 واضه .

 دههد. بنهابراینتشهکیل اتحهاد تههاجمی بهاز مهی Sاست کهه  1
3











n
Wa notاکنهون نشهان مهی .-

دهی   1
3











n
Wa notکنی  چنهین نباشهد بنهابراین داریه . فرض می  










3

n
Wa notفهرض مهی .-

یک  Sکنی  not Wa.مجموعه باشد. تنها دو حالت زیر ممکن است وجود داشته باشد 

S( اگر8)
 

Svصورت برایباشد. در اینن 0v شامل رأس مرکزی 0  داری 

    
3

4

3
2

3
2deg2deg 00

nn
n

n
nvvn sV 

























   

 که تناقض است.
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S( اگر1)
 

باشد. چون 0vشامل رأس مرکزی   









3

n
Wa not

لذا  0vS  1 باید شهامل حهداکار
3








n 

Svرأس باشهههد. در نتیجهههه   طوریکههههوجهههود دارد بهههه    vv SVS  degdeg کهههه ایهههن بههها .

 Gaotمجموعه بودنS در تناقض است. لذا فرض خلف باطل است بنابراین   1
3











n
Wa not

■.  

 

 ، از درجه فرد باشد آنگاهG رأس[(  اگر هر 81)]  1.1.1گزاره     GaGa oot .

 

داری  1,1,2طبق گزاره : اثبات   GaGa oot  . 

 ، یکSحاو فرض کنید Gaotمجموعه بوده و فهرض کنیهدSv 
 

باشهد. بنها بهه تعریهف اتحهاد 

 تهاجمی باز داری    vv SVS  degdegچون .v
 
از درجه فرد است، لذا   vSdeg  حداقل یهک واحهد

بیشتر از vSV deg است. بنابراین     1degdeg   vv SVSبنابراین .    GaGa oto ■. 

 

ای ای عدد اتحاد تهاجمی باز یک گراف برحسا عدد پوششی رأسی و عهدد غلبههدر پایان کرانی را بر

 دهی .ارائه می

 

 ، باG[(  برای هر گراف81)]  1.1..1گزاره    3G ، داری 

  
   

.1
2








 


GG
Gaot



 

فرض کنید :اثبات YX , افرازی از رئوس گهرافG برشهی بهین-طوریکهه یهاوباشهد بههX وY 

YX ماکزیم  اندازه باشد. همننین فرض کنید ی کن. ادعا میX  اتحاد تههاجمی بهاز اسهت یعنهی

 داری  Yvبرای هر   vv YX degdeg اگر .X اتحاد تهاجمی باز نباشد آنگهاه رأسهی ماننهدYv 

 وجود دارد که   vv YX degdeg اکنهون فهرض کنیهد .    vYvX  ,  افهرازی از رئهوس

Xبرشهههی دیگهههری بهههین-طوریکهههه یهههاوباشهههد بهههه Gگهههراف
 
صهههورت باشهههد. در ایهههن Yو 
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داری    vv
YX degdeg   چون   vv YX degdeg  در نتیجه   و این مغهایر بها .

مهاکزیم  انهدازه اسهت.  Yو Xبرشی بهین-طوریکه یاواست به Gزی از رئوس گراف، که افرافرض

لذا  XGaot از طرفی چون .  3G
 

داری     
1

2








 


GG
X


■. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 A  پیوست

 گیری وپیشنهاداتنتیجه
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بوده است.که در دو  [88] طور که در مقدمه فصل چهارم گفتی  اتحاد باز یک مسأله باز از مقالههمان

 :. این مقوله در حاو حاضر در دست مطالعه قرار دارد[81،82نس ریاضی ارائه شده است]کنفرا

 هرری. هایاتحاد دفاعی سراسری روی گراف .8

 های پترسن تعمی  یافته.اتحاد دفاعی سراسری روی گراف .1

 اتحاد سراسری باز در گراف. .8

 امنیت قوی در گراف.  .2

گراف بحث جدید و نوپا است بعضی از مسهائل هنهوز دلیل اینکه مبحث اتحاد و امنیت در همننین به

 کنی . مورد بررسی قرار نگرفته است که به برخی از آنها اشاره می

 ای بین اعداد اتحاد)دفاعی, تهاجمی, ...( تعیین کنید.رابطه (8

طوریکهها( معرفی کنید بهای از گرافهایی)یا خانواه( گراف1   aG G . 

طوریکهها( معرفی کنید بهگرافای از هایی)یا خانواه( گراف8   ˆt aG G . 

طوریکهها( معرفی کنید بهای از گرافهایی)یا خانواه( گراف2   ˆ
o oa G a G. 

1( آیا 1

2

n  
 
 
یک کران بالا برای  s G

 
 است؟nبرای هر گراف شامل رأس

S( زیرمجموعه1 V از گراف ,G V E  ای مانند موجود باشد     را ناامن گویی  هرگاه زیرمجموعه 

طوریکهبه       N X S N X S موعه ناامن. معین کنید مجS    چگونه شامل زیرمجموعه امن 

 است؟    

صورترا بهG( اندازه کوچکترین مجموعه امن سراسری گراف2 se G هنگامی  کنی . چهتعریف می 

      ses G G؟ 

S( زیرمجموعه1 V از گراف ,G V E ،kامن است اگر هر حمله از اندازهk    .قابل دفاع باشد 

 فت؟توان گچه می Gامن در گرافkدرباره مجموعه     
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 درست است؟ nاز مرتبه G( آیا کران زیر برای هر گراف2

                                                                    .    1s G s G n   
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Gضرب دکارتیحاصل
 

H    Gو H                

G هایتعداد یاو Ge                             

                n nWچرخ از مرتبه

vدرجه
 

G در vdeg                

vدرجه
 

GSدر   vSdeg                

                   T درخت

                n nCدوری از مرتبه

Sزیرگراف تولید شده توسط
 

G   در SG             

x سقف x                

G عدد اتحاد تهاجمی Gao               

G عدد اتحاد تهاجمی باز Gaot                

G عدد اتحاد تهاجمی قوی Gao
ˆ               

G    عدد اتحاد تهاجمی باز قوی Gaot
ˆ                

G    عدد اتحاد تهاجمی سراسری Go   

G عدد اتحاد تهاجمی سراسری قوی Gô     

G تحاد دفاعیعدد ا Ga   

G عدد اتحاد دفاعی باز Gat   

G عدد اتحاد دفاعی قوی Gâ   

G عدد اتحاد دفاعی باز قوی Gat
ˆ   

G عدد اتحاد دفاعی سراسری Ga   

G    عدد اتحاد دفاعی سراسری قوی Gâ   

G عدد اتحاد نیرومند Ga p   

G عدد اتحاد نیرومند قوی Ga p
ˆ   

G عدد اتحاد نیرومند سراسری Gap   

G عدد استقلاو G    

G دد امنیتع Gs    

G  عدد امنیت بالا GS 

G   عدد پوششی G    
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G   ایعدد غلبه G    

G  ای بازعدد غلبه Gt 

vفاصله دو رأس
 
G در uو uvdG ,   

G قطر Gdiam 

x کف x  

G کمر Ggirth 

mn nmGگراف توری از مرتبه ,  

mn nmKگراف دوبخشی کامل از مرتبه , 

 n nKگراف کامل از مرتبه

G ماکزیم  درجه G  

 G Gمتم 

T مجموعه رئوس در TS  

G مرتبه گراف Gn  

 S Sمرز

 n nPمسیر از مرتبه

G مینیم  درجه G 

G همبندی G 

G همبندی یالی G 

G هاله Gcor 

v    همسایگی بسته vN 

v همسایگی باز vN  
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 نامه فارسی به انگلیسیواژه

 

 
 

 Vulnerable پذیر آسیا

 Alliance اتحاد

 Offensive alliance اجمیاتحاد ته

kاتحاد تهاجمی kOffensive alliance 

 Open offensive alliance اتحاد تهاجمی باز

 Open strong offensive alliance اتحاد تهاجمی باز قوی

 Strong offensive alliance اتحاد تهاجمی قوی

 Global offensive alliance اتحاد تهاجمی سراسری

 Global strong offensive alliance قوی اتحاد تهاجمی سراسری

 Defensive alliance اتحاد دفاعی

k  اتحاد دفاعی kDefensive alliance 

 Open defensive alliance اتحاد دفاعی باز

 Open strong defensive alliance اتحاد دفاعی باز قوی  

 Strong defensive alliance اتحاد دفاعی قوی  

 Global defensive alliance اتحاد دفاعی سراسری

 Global strong defensive alliance قوی اتحاد دفاعی سراسری

 Powerful alliance اتحاد نیرومند

 Strong powerful alliance اتحاد نیرومند قوی

 Global powerful alliance  رومند سراسری اتحاد نی

 Global strong powerful alliance قوی اتحاد نیرومند سراسری

 Secure امن

Sامن SSecure 

 Security امنیت

 Best defense  بهترین دفاع 

  Cartesian product حاصلضرب دکارتی

 Global سراسری
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 Offensive alliance number اتحاد تهاجمی عدد

 Open offensive alliance number عدد اتحاد تهاجمی باز

 Open strong offensive alliance number عدد اتحاد تهاجمی باز قوی

 Strong offensive alliance number عدد اتحاد تهاجمی قوی

 Global offensive alliance number عدد اتحاد تهاجمی سراسری

 Global strong offensive alliance number قوی عدد اتحاد تهاجمی سراسری

 Defensive alliance number عدد اتحاد دفاعی

 Open defensive alliance number عدد اتحاد دفاعی باز

 Open strong defensive alliance number عدد اتحاد دفاعی باز قوی

 Strong defensive alliance number عدد اتحاد دفاعی قوی  

 Global defensive alliance number عدد اتحاد دفاعی سراسری

 number Global strong defensive alliance قوی عدد اتحاد دفاعی سراسری

 Powerful alliance number عدد اتحاد نیرومند

 Strong powerful alliance number عدد اتحاد نیرومند قوی

 number Global powerful alliance اتحاد نیرومند سراسریعدد 

  Global strong powerful alliance number قوی عدد اتحاد نیرومند سراسری

  number  Independent      عدد استقلاو

 Security number عدد امنیت

 Upper security number عدد امنیت بالا

 Covering number عدد پوششی  

 Dominating number ایلبهعدد غ

 Total dominating number ای بازعدد غلبه

 Weighted graph دارگراف وزن

 Security set مجموعه امن

 Cohesive set مجموعه چسبنده

 Dominating set مجموعه غالا 

 Total dominating set مجموعه غالا باز

 Defender مدافع 

 Attacker مهاج 

 Boundary مرز

  Internally disjoint paths دو به دو مجزای درونی رهایمسی

 Corona هاله
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 انگلیسی به فارسی نامهواژه
 

 

 
 Alliance اتحاد

 Attacker مهاج 

 Best defense  بهترین دفاع 

 Boundary مرز

  Cartesian product حاصلضرب دکارتی

 Cohesive set مجموعه چسبنده

 Corona هاله

 Covering number عدد پوششی  

 Defender مدافع 

 Defensive alliance اتحاد دفاعی

 Defensive alliance number عدد اتحاد دفاعی

 Dominating set مجموعه غالا

 Dominating number ایعدد غلبه

 Global سراسری

 Global defensive alliance اتحاد دفاعی سراسری

  Global defensive alliance number عدد اتحاد دفاعی سراسری

 Global offensive alliance اتحاد تهاجمی سراسری

 Global offensive alliance number عدد اتحاد تهاجمی سراسری

  Global powerful alliance  اتحاد نیرومند سراسری 

 number Global powerful alliance عدد اتحاد نیرومند سراسری

  Global strong defensive alliance قوی اتحاد دفاعی سراسری

 number Global strong defensive alliance قوی عدد اتحاد دفاعی سراسری

  Global strong offensive alliance قوی اتحاد تهاجمی سراسری

  Global strong offensive alliance number قوی عدد اتحاد تهاجمی سراسری

  Global strong powerful alliance قوی اتحاد نیرومند سراسری

  Global strong powerful alliance number قوی عدد اتحاد نیرومند سراسری

  number   Independent عدد استقلاو
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  Internally disjoint paths دو به دو مجزای درونی مسیرهای

k  اتحاد دفاعی knceDefensive allia  

kاتحاد تهاجمی kOffensive alliance  

 Offensive alliance اتحاد تهاجمی

 Offensive alliance number عدد اتحاد تهاجمی

  Open defensive alliance اتحاد دفاعی باز

  Open defensive alliance number عدد اتحاد دفاعی باز

 Open offensive alliance تهاجمی بازاتحاد 

 Open offensive alliance number عدد اتحاد تهاجمی باز

  Open strong defensive alliance اتحاد دفاعی باز قوی  

  Open strong defensive alliance number عدد اتحاد دفاعی باز قوی

 Open strong offensive alliance اتحاد تهاجمی باز قوی

  Open strong offensive alliance number عدد اتحاد تهاجمی باز قوی

  Powerful alliance اتحاد نیرومند

      Powerful alliance number عدد اتحاد نیرومند

Sامن SSecure 

 Secure امن

 Security امنیت

 Security number عدد امنیت

 Security set عه امنمجمو

 Strong defensive alliance اتحاد دفاعی قوی  

 Strong defensive alliance number عدد اتحاد دفاعی قوی  

  Strong offensive alliance اتحاد تهاجمی قوی

  Strong offensive alliance number عدد اتحاد تهاجمی قوی

  Strong powerful alliance اتحاد نیرومند قوی

  Strong powerful alliance number عدد اتحاد نیرومند قوی

  Total dominating number ای بازعدد غلبه

  Total dominating set مجموعه غالا باز

  Upper security number عدد امنیت بالا

 Vulnerable پذیر آسیا

 Weighted graph دارگراف وزن

 



 

 

 

 

 

 

 

Abstract 

A non-empty set of vertices VS  is called a defensive alliance if S  has at least as many 

vertices from its closed neighbor in  S  as it has in  SV  . A non-empty set of vertices  

VS  is called a offensive alliance if each vertex in S  has more neighbors in  S  than in 

SV  . we consider alliances that are both defensive and offensive, which we call 

powerful alliances. Set S  is secure if and only if every attack on S  is defendable. We 

organize this thesis as follows: In chapter one  we present elementary and basic 

concepts which we need in next chapters. In chapter two we study all kinds of alliances 

in graphs. In chapter three we study security in graphs. In chapter four we present our 

new results on open alliance in graphs, that listed as an open question by S.T. 

Hedetniem et al. 

Keywords: defensive alliance, offensive alliance, powerful alliances, secure set 
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