
ریاضی علوم دانشکده
کاربردی ریاضی گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد کارشناسی درجه دریافت برای
ریاضی آمار گرایش آمار،

عنوان

کاربردها و روش�ها تقریبی: بیزی محاسبات

راهنما استاد

باغیشنی حسین دکتر

مشاور استاد

اقبال نگار دکتر
دانشجو

ی ا ید
١٣٩٣ بهمن



م دروما م قد



ان ی یای وچشرا نده ت دیا داو شازآن تا پاسو ن
ی وزگارا بآ ی ه د ا ه از تآنرا و ت هایسا ه، د ا

. ماشا БЗرگ
تا می�دانم لازم خود بر است، رسیده انجام به حاضر پایان�نامه بنده�نوازی�هایش، سایه�سار در که اکنون
انجام به پایان�نامه این هرگز نبود، یاریگرشان دست اگر که آورم جا به بزرگوارانی از را سپاس مراتب

نمی�رسید.
داشتند، عهده بر را پایان�نامه این راهنمایی زحمت که باغیشنی دکتر آقای گران�قدرم استاد از ابتدا
را پایان�نامه این مشاوره زحمت که اقبال دکتر خانم سرکار قدرم عالی استاد از دارم. را سپاس کمال
دکتر آقایان جناب داور، محترم اساتید از که می�دانم لازم برخود می�کنم. تشکر صمیمانه شدند، متحمل
قدردانی و تشکر شاهرود، دانشگاه آمار گروه فرهیخته اساتید تمام از همچنین و ربیعی، دکتر و شاهسونی

نمایم.
در حضورشان که می�کنم تقدیم عزیزم مادر و پدر به زندگیم، همراهان مهربان�ترین به را آخر سپاس

است. بوده سخاوت بی�ریای مصداق زندگیم فضای

ی ا ن۱۳۹۳ید



ھد
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی افچنگی سعید اینجانب
راهنمایی تحت ، کاربردها و روش�ها تقریبی: بیزی محاسبات عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،

می�شوم: متعهد باغیشنی حسین دکتر

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ی ا ن۱۳۹۳ید

ر ق و ج تا ت مال
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



یده چ
درستنمایی- بر مبتنی نمونه�گیری روش�های از تکنیکی به�عنوان تقریبی، بیزی محاسبات روش�های
مشکل حل برای رضایت�بخش راهکاری به�عنوان اخیر، سال ده در روش�ها، این می�شوند. شناخته آزاد
تقریبی، بیزی محاسبات شده�اند. معرفی رام�نشدنی، و پیچیده درستنمایی توابع با مدل�های بیزی استنباط
گرفته قرار استفاده مورد کاربرد�ی موقعیت�های از وسیع�تری طیف در سپس و ژنتیک در بار اولین برای
در محققین نظر مورد روش�ها این نظری مباحث و کاربرد جنبه دو هر گذشته، سال چند طی در شد.
این در روش�ها، این از بی�سابقه و گسترده استقبال به توجه با است. گرفته قرار رشته�ها سایر و آمار
آن�ها کاربرد چند نمایش و نظری مباحث از برخی بررسی آن�ها، مختلف الگوریتم�های معرفی به پایان�نامه

می�پردازیم. شبیه�سازی، و واقعی مثال�های در

یدی کماتک
نوفه�دار. ABC ،ABC روش بیزی، آمار درستنمایی-آزاد، روش�های



تار
سیستم�های مانند پیچیده، تصادفی مدل�های در استنباط شامل آماری کاربردهای از بسیاری در
درستنمایی تابع محاسبه کاربرد�هایی، چنین در است. درستنمایی تابع محاسبه اصلی مشکل پویا، تصادفی
شبیه�سازی مدل، پارامترهای بودن معلوم شرط با پیچیدگی، این کنار در است. ناممکن حتی و پیچیده
شرایطی چنین در (ABC) تقریبی بیزی محاسبات روش است. ساده�ای کار مدل درستنمایی تابع از
که مرحله�ای از درستنمایی تابع محاسبه به�جای روش این .(٢٠٠٢ همکاران، و (بیومونت می�رود به�کار
یا داده�ها مقایسه به سپس می�کند. استفاده است، مختلف پارامتر�های ازای به �داده�ها شبیه�سازی شامل
اگر که به�طوری می�پردازد، شبیه�سازی�شده و مشاهده�شده داده�های برای آن�ها از خلاصه�شده�ای آماره�های
توزیع از مقداری عنوان به را شده�اند شبیه�سازی آن تحت داده�ها که پارامتری مقدار باشند، نزدیک هم به
کاربردی، حوزه�های در به�ویژه گسترده�ای، استقبال از اخیر، سال�های طی در روش� این می�پذیرد. پسین،
روش، این مختلف الگوریتم�های تا شدیم آن بر پایان�نامه این در دلیل همین به است. شده برخوردار
مطالب دهیم. قرار بحث مورد و کنیم معرفی را آن از کاربرد چند و آن پیرامون نظری مباحث از برخی

می�باشد: زیر موارد شامل اختصار، به پایان�نامه،

مونت نمونه�گیری الگوریتم�های شامل که می�کنیم معرفی را اولیه تعاریف و مفاهیم اول، فصل در •
بر نگاهی همراه به را تقریبی بیزی محاسبات روش�های برای لازم اجزای سپس می�باشد. کارلو

می�کنیم. بیان درستنمایی-آزاد روش��های

اصلی نسخه سه ادامه، در می�دهیم. ارايه را ABC روش از تاریخچه�ای ابتدا دوم، فصل در •
می�کنیم. بیان را آن�ها الگوریتم�های و می�دهیم قرار بررسی مورد مفصل به�طور را ABC روش�های

می�کنیم. ارزیابی را آن عملکرد شبیه�سازی�، مثال یک ارایه با سپس

این در می�دهیم. قرار مطالعه مورد را ABC روش پیرامون نظری مطالب از برخی سوم، فصل در •
خواهیم خطاها این کاهش در سعی و می�کنیم، اشاره پسین برآورد در ایجادشده خطاهای به فصل،
از استفاده جمله از ،ABC روش مولفه�های برای بهینه مقادیر معرفی به منجر تلاش این داشت.
برآوردگر�های مجانبی ویژگی�های ادامه، در می�گردد. خلاصه�شده، آماره برای پسین توزیع میانگین
می�کنیم. اثبات و بیان ۶.٣.٣ کلی قضیه یک در را همگرایی، نرخ شامل ،ABC از حاصل بیزی

را R نرم�افزار و ABC روش از استفاده با شبیه�سازی و استنباط نحوه و کاربرد چهارم، فصل در •
می�دهیم. نمایش کاربردی مثال دو در

نوشته�شده کدهای از برخی شامل پیوستب و لازم تعاریف برخی شامل آ پیوست پایان�نامه، این در •
است. پایان�نامه، در موجود مثال�های بازتولید برای ،R نرم�افزار محیط در



چ

ماد و تشا

تصادفی متغیر Y

تصادفی بردار Y
پسین توزیع π(θ|y)
پیشین توزیع π(θ)

درستنمایی تابع π(y|θ)
نرمال�ساز ثابت C(θ)

پارامتر فضای Θ

رد نمونه�گیری RS

پشنهادی توزیع π٠(θ)

نقاط�مهم نمونه�گیری IS

کلاسیک کارلوی مونت برآوردگر Ĵπ

پوش یا ابزاری تابع q(θ)

IS �کارلوی مونت برآوردگر ĴIS

IS نمونه�گیری وزن�های wi

مارکوفی زنجیر �کارلو مونت نمونه�گیری MCMC

مارکوف انتقال هسته k(·|·)
نرم تابع || · ||

هسته تابع K(·)
استاندارد نرمال چندک Φ(y)

میانه مطلق انحراف mad(y)

میانه med

تکرارها(نمونه�ها) تعداد T

فاصله تابع ρ(·)
تحمل سطح ϵ

خلاصه�شده آماره S(·)
نشانگر تابع I(·)

تقریبی بیزی محاسبات ABC

ABC رد نمونه�گیری RS − ABC



ح

ABC مهم نقاط نمونه�گیری IS − ABC

ABC مارکوفی زنجیر �کارلو مونت نمونه�گیری MCMC − ABC

شده پذیرفته تکرار�های تعداد Tacc

موثر نمونه حجم Tess

خطا توان�دوم زیان تابع L(θ٠, θ̂, ·)
خطا توان�دوم میانگین MSE

هزینه Cost

هزینه تابع c(·)
اریبی bias

مشتق عملگر ∂

ماتریس اثر tr()

کواریانس ماتریس Σ



مطالب فهرست

ر تصاویر لیست

ز جداول لیست

١ اولیه مفاهیم و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط ٢.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسامدی دیدگاه ٣.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی دیدگاه ۴.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پسین توزیع ١.۴.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمونه�گیری روش�های ۵.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رد نمونه�گیری ١.۵.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مهم نقاط نمونه�گیری ٢.۵.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . مارکوفی زنجیر کارلوی مونت نمونه�گیری ٣.۵.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری نرم�های ۶.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم�ها انواع ١.۶.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته�ها ٧.١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچیده تصادفی مدل�های ٨.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k − g مدل ١.٨.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α-پایدار مدل�های ٢.٨.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . میانه مطلق انحراف و میانه توام چگالی ٣.٨.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد درستنمایی روش�های ٩.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل از تحقق�هایی تولید ١٠.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده خلاصه آماره�های ١.١٠.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (نرم) فاصله تابع ٢.١٠.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزنی تابع و تصمیم ٣.١٠.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحمل سطح ۴.١٠.١

خ



د مطالب فهرست

٢٣ تقریبی بیزی محاسبات ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ABC روش�های پیدایش انگیزه ١.١.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چیست؟ ABC ٢.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . درستنمایی تابع در رام�نشدنی سطوح ١.٢.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ABC روش کارکرد ٢.٢.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ABC مختلف الگوریتم�های ٣.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ABC-رد گیری نمونه ١.٣.٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ABC مهم نقاط گیری نمونه ٢.٣.٢
٣۶ . . . . . . . . . . ABC مارکوفی زنجیر کارلوی مونت نمونه�گیری ٣.٣.٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راه�حل�ها و عیوب ۴.٢

۴١ ABC روش�های نظری چارچوب ٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوفه�دار ABC و کالبیدن ١.٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چیست؟ کالبیدن ١.١.٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوفه�دار ABC الگوریتم ٢.١.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . پارامترها پسین برآورد برای خطا سه و تقریب سطح سه ٢.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ABC کارلو مونت خطای ١.٢.٣
۵١ . . . . . . . . (غیربسنده) آماره�ها از استفاده در پسین تقریب خطای ٢.٢.٣
۵۴ . . . . نرم و هسته) (یا تحمل آستانه از استفاده در پسین تقریب خطای ٣.٢.٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرایی نرخ ٣.٣
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرایی نرخ نظری نتایج ١.٣.٣

۶٧ کاربردها ۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وایبل توزیع ١.١.۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MA(q) مدل ٢.١.۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پویا شناسی زیست مدل�های ٣.١.۴

٨١ تعریف�ها و نمادها آ�

٨٣ چهارم و دوم فصل اجرای برای R برنامه کد ب

٩۶ مراجع

١٠٢ انگلیسی به فارسی واژه�نامه



ذ مطالب فهرست

١٠۵ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



تصاویر لیست

چپ سمت نمودار است. نرمال مدل اساس بر ۴.٢ الگوریتم تکرار ٢٠ برای خروجی ١.٢
را پذیرفته مقادیر راست سمت و شبیه�سازی�شده و واقعی داده تجربی تجمعی توزیع

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . می�دهد. نشان
بالا از سطرها است. نرمال توزیع از تکرار ١٠٠٠ اساس بر ١.٢ الگوریتم خروجی ٢.٢
در هستند. ϵ برای ٠٫ ٢۵ و ٠٫ ١ ،٠٫ ٠۵ ،٠٫ ٠١ مقادیر با متناظر ترتیب به پایین، به

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. θها افقی محور نمودارها تمام
٣۴ . . شده�اند نتیجه S(y) = ȳ بسنده آماره اساس بر که ٢.٢ شکل مشابه نمودارهای ٣.٢

خلاصه�شده آماره�های اساس بر (θ١, θ٢) پارامترهای حاشیه�ای پسین چگالی نمودار ١.٣
۵۴ پایینی). هیستوگرام (دو واریانس و میانگین و بالایی) هیستوگرام (دو mad و میانه

فاصله از درصد ϵ = (٠٫ ۵,١,١٫ ۵) چندک�های اساس بر شده پذیرفته پارامترهای ١.۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . معیار انحراف و میانگین شده خلاصه آماره و نظر، مورد

N = ١٠۶ از درصد ٠٫ ١ با برابر ϵ تحمل اساس بر رد پذیرش الگوریتم خروجی ٢.۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیرفته�شده شبیه�سازی داده�های

محاسبه اتوکواریانس فاصله و خام فاصله اساس بر را ABC نمونه دو پراکندگی ٣.۴
٠٫ ١٪ برای قرمز ،١٪ برای (آبی ϵ متفاوت چندک�های از استفاده با که است شده

٧١ است. مشکی رنگ به پسین چگالی سطوح است. شده داده نشان ( ٠٫ برای٪٠١ وزرد
، ١٠٪ برای نقطه نقطه متفاوت چندک�های از استفاده با را ABC نمونه�ای توزیع ۴.۴
حاشیه�ای چگالی با مقایسه در که درصد)، ٠٫ برای٪١ توپر خط و ١٪ برای تیره خط
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و شکارچی داده بیانگر چین خط که است tزمان به نسبت LV perfect نمودارداده ۵.۴

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شکار داده بیانگر پر خط
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از استفاده با log(θ) و θ اساس بر شده سازی شبیه پارامترهای هیستوگرام نمودار ٧.۴
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٧٨ . . . . . . log(θ) و θ اساس بر شده سازی شبیه پارامترهای هیستوگرام نمودار ٨.۴

ر
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

تاثیرگذار زیست محیط روی مستقیما که است تصمیماتی یک�سری از ناشی روزمره زندگی در ما تجارب
اساس بر تصمیمات این حقیقت در می�گذارد. اثر زندگی�مان کیفیت روی ما تصمیمات پایه است.
غالبا است. مشاهدات از خاص مدل یک از ناشی که است موجودی شرایط از پیش�بینی یا استنباط
کنند. پیش�بینی را بعد حوادث تا هستند مشاهدات از خاص نظم و برجسته روند یک دارای مدل�ها این
به واقعی کاربرد�های در و مواقع اکثر در اما است، ساده مدل آوردن به�دست و ساختن اوقات گاهی
در مدل، نبودن درک قابل علت به طراح، برای خاصی روش بنابراین است. پیچیده حد از بیش مراتب
که واقعی فرایند درک برای ساده تقریب�های از استفاده کلی، حل راه یک موارد این در نیست. دسترس
بیزی تحلیل هدف پایان�نامه، این در است. استنباط برای آن از استفاده و شده�اند، تولید آن از داده�ها
در است. ناممکن یا دشوار بسیار آن�ها درستنمایی تابع به دسترسی که است پیچیده�ای تصادفی مدل�های
بود. نخواهد محاسبه قابل است، بیزی دیدگاه در آماری استنباط همه مبنای که پسین توزیع صورت، این
برای داده�ایم. قرار بیزی، چارچوب یک در مدل�ها، نوع این تحلیل روی را خود تمرکز ما مقدمه، این با
محاسبات روش�های به معروف محاسباتی روش�های از رده�ای اخیر، سال�های در مدل�ها، نوع این برازش
معرفی (٢٠١٠ پرانگل، و فیرنهد ٢٠١٠؛ بلام، ٢٠٠٢؛ همکاران، و (بیمونت (ABC) تقریبی١ بیزی
بیزی استنباط برای آن�ها از استفاده و ABC مختلف روش�های معرفی به پایان�نامه، این در شده�اند.
مفاهیم و تعاریف ابتدا فصل، این در اصلی، بحث به ورود برای می�پردازیم. پیچیده تصادفی مدل�های

می�دهیم. ارایه را لازم

١Approximate Bayesian Computating



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

آماری استنباط ٢.١

برآوردیابی و فرضیه آزمون شامل جامعه، یک ویژگی�های مورد در استنتاجی فرایند یک آماری، استنباط
مشاهدات همه تحلیل یا دسترسی که آن�جایی از است. شده مشاهده داده�های همه شامل جامعه است.
انجام جامعه از معقول نمونه یک اساس بر آماری استنباط است، مشکل آن، بالای حجم دلیل به جامعه،
نتایج تعمیم آماری استنباط هدف بنابراین، می�شود. داده تعمیم نظر مورد جامعه به آن از حاصل نتایج و
استنباط از درست نتیجه�ای بتوانیم این�که برای است. نظر مورد جامعه به نمونه�ای مشاهدات از حاصل
فرآیند به نزدیک مدل یا واقعی مدل انتخاب آن و است، ضروری نکته یک رعایت باشیم، داشته آماری
می�شود مربوط نادرست مدل انتخاب به آماری استنباط در مشکلات عمده که چرا است. داده�ها تولید

.(٢٠٠٨ کیت�گاوا، و (کونیش
نیستند به�فرد منحصر الگو�ها٢، یا مکاتب این دارند. وجود متفاوتی فلسفی مکاتب آماری استنباط در
سایر به نسبت متفاوتی تفسیر غالبا می�گردد اجرا خوبی به مشاهدات روی الگو یک تحت که روشی و
آماری استنباط برای را الگو چهار (٢٠١١) فورستر و بندی�اپاتای دارد. نظر مورد نمونه روی الگو�ها

می�کنند: معرفی

بسامدی آمار یا کلاسیک آمار •

بیزی آمار •

درستنمایی بر مبتنی آمار •

.(AIC)کاييک٣ آ اطلاع معیار بر مبتنی آمار •

بیزی. دیدگاه بسامدی، دیدگاه دارد: وجود دیدگاه دو نظر مورد پارامتر اساس بر آماری استنباط در اما
می�دهیم. شرح را آن�ها خلاصه به�طور زیر در

بسامدی دیدگاه ٣.١

عنوان به احتمال و است نامعلوم اما ثابت بررسی مورد پارامتر آماری، استنباط بسامدی مکتب در
با و نمونه فضای مقادیر روی تصادفی، آزمایش زیاد تکرار ازای به نظر مورد پیشامد رخداد نسبی فراوانی
میانگین�گیری با آماری فرآیند هر عملکرد معمولا مکتب، این در می�شود. تفسیر نامعلوم، پارامتر به توجه
به و شود انجام آزمایش اجرای از قبل می�تواند میانگین�گیری این می�شود. تعیین نمونه فضای کل روی
دو کلی، طور به شود. وارد نقدهایی منظر، این از دیدگاه، این به است شده باعث که ندارد بستگی داده�ها

دارند: وجود بسامدی استنباط در دیدگاه

درستنمایی تابع .(١٩٩٢ (فیشر، می�دانست درستنمایی تابع بر مبتنی را آماری استنباط فیشر، •
گرفته نظر در ثابت مشاهدات که، تفاوت این با دارد، نمونه توام چگالی همچون مشابهی ضابطه

٢Paradims٣Akaik Information Criterion



٣ بسامدی دیدگاه .٣.١

کمک با را داده�ها پیچیدگی او هستند. ممکن مقادیر همه روی تغییر به مجاز پارامترها و می�شوند
مورد در داده�ها در موجود اطلاعات همه آماره�ها این که طوری� به داد کاهش بسنده، �آماره�های
درستنمایی برآوردیابی نظریه همچنین فیشر .(٢٠٠٢ برگر، و (کسلا دارند را بررسی مورد پارامتر
را برآوردیابی روش این از حاصل برآوردگرهای مجانبی توزیع و ایجاد را (MLE) ماکسیمم۴
فیشر، اطلاع نام به معیاری از استفاده با را برآوردگر یک کارایی او .(١٩٢٢ (فیشر، کرد معرفی
مرتبط موضوع�های می�داد. تکی مشاهده یک در را دسترس در اطلاعات مقدار که کرد، اندازه�گیری
،(٢٠٠۵ (گلمن، واریانس۵ تحلیل از: عبارتند شد، مطرح دیدگاه این در وی توسط که دیگری
آزمون�های ،(٢٠١۴ پورسل، و (شام معناداری٧ آزمون�های ،(١٩٢۶ (فیشر، تصادفی�سازی۶
به وی .(٢٠١٠ بلستات، ٢٠٠۶؛ (هنینگ، اتکایی٩ فواصل و (٢٠٠١ (پسارین، جایگشتی٨
آماری استنباط و آزمایش�ها طرح ژنتیک، در توجهی قابل سهم آماردان، و دانشمند یک عنوان

دارد.

در را آماری استنباط سپس و کردند ایجاد را تصمیم نظریه پایه�های ،(١٩٣٣) پیرسون و نیمن •
و معرفی را اطمینان نواحی آن�ها بود. قیاسی١٠ اساسا فیشر خلاف بر آن�ها نظریه گنجاندند. آن
نیاز اگر .(٢٠٠٠ همکاران، و (نوی بیابند مجاز١١ رده�های در بهینه�ای راه�حل�های تا کردند سعی
آن�ها نقطه�ای، برآوردیابی در مثال، برای بیابند. راه�حلی بتوانند تا می�کردند محدود را رده�ها بود
کردن محدود با بنابراین ندارد. وجود خطا دوم توان می�نیمم برآوردگر یکنواخت به�طور که دریافتند
١٢ واریانس کمترین با نااریب یکنواخت به�طور برآوردگر نااریب، برآوردگرهای به برآوردگر�ها رده�
تعریف سپس و زیان١٣ تابع یک تعریف با را ایده�ها این (١٩۵٠) والد یافتند. را (UMVU)
داد. تعمیم بود، نمونه فضای روی میانگینی که زیان تابع ریاضی امید عنوان به مخاطره١۴ تابع
قرار پوشش تحت پارامتر مقادیر همه به�وسیله که کرد تعریف را ناپذیرفتنی١۵ تصمیم قاعده سپس
معیار�های از والد است. پذیرفتنی نباشد، ناپذیرفتنی که دیگری قاعده هر او، تعریف با می�گرفت.
فهمید غیرمنتظره�ای به�طور اما می�کرد. استفاده خود تصمیم نظریه چارچوب ایجاد برای بسامدی
این در دیگر موضوع�های می�دهند. تشکیل را بیزی قواعد از رده یک پذیرفتنی، قواعد از رده�ای که
یکنواخت به�طور ،(١٩۴١ (والد، فرضیه�ها آزمون در یکنواخت آزمون�های پرتوانترین شامل: زمینه
(استاین، جیمز-استاین برآوردگرهای و (١٩۶۶ همکاران، و (چوی نااریب آزمون�های پرتوانترین

می�باشند. (١٩٨١

نظریه با استنتاج نظر از به�شدت فیشر .(١٩٧۶ (ساویج است بنیادی نیمن و فیشر دیدگاه دو تفاوت
وی، مخالفت می�ورزید. مخالفت می�کرد، انکار استقرایی منطق از استفاده با را استنتاج که نیمن تصمیم

بود: زیر موارد شامل نیمن-پیرسون دیدگاه درباره به�ویژه،
۴Maximum Likelihood Estimation
۵Analysis of variance
۶Randomization
٧Significance tests
٨Permutation tests
٩Fiducial intervals

١٠Deductive
١١Allowed classes
١٢Uniformly Minimum Variance Unbiased
١٣Loss function
١۴Risk function
١۵Inadmissible decision rule
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نیستند. بسته یک، به یک کردن١۶) (بازپارامتری پارامتری تبدیلات تحت نااریب برآوردگر�های -
برای لزوما g(T ) باشد، نااریب θ مانند پارامتری برای T مانند برآوردگری اگر که، معنی این به

نیست. نااریب است، یک به یک g(·) آن در که ،g(θ)

نیستند. سازگار درستنمایی اصل با نااریب برآوردگرهای -

داده�ها انداختن دور با معادل که اطلاعات رفتن بین از با فیشر نیستند. کارا نااریب برآوردگرهای -
بود. مخالف به�شدت بود،

آمار استنباط بسامدی دیدگاه تکنیک�های و ابزار مجموعه به�عنوان حاضر حال در که آن�چه حال، این با
وجود که اختلافاتی وجود با و است گروه دو هر روش�های و مفاهیم از ترکیبی می�شود، شناخته پارامتری
دلیل شاید می�شود. استفاده بسامدی، آمار عنوان به نیمن-پیرسونی و فیشری دیدگاه دو هر از دارند،
UMVUE و MLE دوجمله�ای، و نرمال مدل�های مانند مهمی حالت�های برای که است آن ترکیب این
بسنده آماره که نمایی، توزیع�های خانواده رده مانند مواردی در بسامدی دیدگاه هستند. یکی همزمان

می�کند. کار به�خوبی دارد، وجود می�نیمال
که معنی این به است. سازنده اساسا فیشر ایده از استفاده با درستنمایی تابع بر مبتنی استنباط
نایف «جک به�عنوان MLE به (١٩٨۶) افرون بیابند. مسایل حل برای ساختاری می�توانند الگوریتم�ها
استنباط نوع این گردد. استفاده موقعیت�ها از بسیاری در می�تواند که است ابزاری زیرا کرد؛ اشاره اصلی»
تبدیلات تحت ماکسیمم، درستنمایی برآوردگرهای این�که جمله از دارد. اتکایی قابل خوب ویژگی�های
با درستنمایی تابع بر مبتنی بسامدی استنباط هستند؛ سازگار درستنمایی اصل با هستند؛ پایا پارامتری

دارد. شباهت تفاوت�هایی،� با البته بیزی، استنباط

بیزی دیدگاه ۴.١

به�نام کشیش یک توسط بار اولین برای که گرفت شکل قضیه�ای بر مبتنی آماری استنباط بیزی مکتب
علمی مجله�ای در پرایس، ریچارد دوستش، توسط او مرگ از پس و مطرح ١٧۶٣ سال در بیز توماس
است هوشمندانه خیلی که بیز قضیه .(٢٠٠۴ برگر، و (کسلا رسید چاپ به انگلستان سلطنتی انجمن در
مشاهده�نشده رخداد�های احتمال کردن به�روز برای را روشی و می�شود بیان شرطی احتمال یک وسیله به
یک مرتبط، رخداد وقوع به توجه با یعنی می�دهد. ارایه داده�اند، رخ دیگری رویداد با ارتباط در که
را پسین احتمال جدید اطلاعات جمع�آوری با سپس داریم، مشاهده�نشده رخداد برای پیشین احتمال
آماری توزیع نامعلوم پارامتر درباره استنباط اساس عنوان به بیز قضیه بیزی، آمار در می�کنیم. به�روز

کرد: بیان زیر صورت به می�توان را رویکرد این کلیدی اجزای می�شود. استفاده

واقعی مقدار این می�شود فرض بیزی آمار در است، نامعلوم پارامتر واقعی مقدار که آن�جایی از -
این می�شود. محسوب تصادفی متغیر یک پارامتر عبارتی به است. احتمالی توزیع یک از تحققی

١۶Reparametrization
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قضیه دارد. وجود می�شود، فرض ثابت نامعلوم پارامتر آن در که بسامدی ایده با که است تضادی
است. مشاهده�شده اطلاعات به توجه با واقعی پارامتر درباره استنباط کردن به�روز الگوریتم بیز
از قبل پارامتر ممکن مقدار هر مشاهده شانس آن توسط که داریم پیشینی احتمال توزیع بنابراین
ذهنی می�تواند پیشین احتمال توزیع می�شود. محاسبه باشد، موجه که گونه�ای به داده�ها، مشاهده

باشد. داشته نامعلوم پارامتر مورد در پیشینی اعتقاد می�تواند دیگری کس هر زیرا باشد،

�گردد. تفسیر پارامتر آن درباره فرد باور» «درجه عنوان به باید پارامتر درباره احتمالی گزاره هر -

داده�های به توجه با را پارامتر درباره استنباط تا می�کنیم استفاده مستقیم به�طور احتمالی قاعده از -
پارامتر ممکن مقدار هر بررسی که می�دهد نتیجه را پسینی توزیع بیز قضیه دهیم. انجام مشاهده�شده

باشد. موجه داده�ها مشاهده از بعد

پیشین اطلاعات می�کنیم: ترکیب نامعلوم پارامتر مقدار درباره اطلاعاتی منبع دو با را بیز قضیه -
باور و وزن عنوان به پیشین، توزیع یک قالب در پیشین، اطلاعات مشاهده�شده. داده�های و
داده�های در موجود اطلاعات می�شود. تعیین داده�ها مشاهده از قبل پارامتر واقعی مقدار از نسبی
می�کند ترکیب را منبع دو این بیز قضیه می�شود. خلاصه درستنمایی تابع توسط نیز مشاهده�شده
ارایه را می�باشد داده�ها مشاهده از بعد پارامتر مقدار از باورمان نسبی وزن که را پسین توزیع و

می�دهد.

پارامتر مورد در باورمان تغییر با سازگار روش تنها بیز قضیه داریم، اختیار در که داده�هایی به توجه با
بدهند رخ می�توانند که آن�هایی نه شده�اند، مشاهده که است داده�هایی به وابسته فقط بیزی استنباط است.
یک .(١٩٩٨ ولپرت، و (برگر است سازگار درستنمایی اصل با بیزی استنباط بنابراین نداده�اند. رخ اما
می�شود: مشخص خودکار و واحد روش یک با همیشه پسین که است این بیزی استنباط عمده مزیت
توسط را مشاهده�شده داده�های در موجود اطلاعات و پیشین چگالی از را پارامتر� درباره اولیه اطلاعات

می�سازد. را پسین چگالی و می�کند ترکیب هم با درستنمایی تابع
می�آیند. دست به پسین توزیع بر مبتنی استنباط�ها همه بیزی دیدگاه در می�کنیم تاکید دیگر بار

پسین توزیع ١.۴.١

که به�طوری باشد π(y|θ) درستنمایی تابع دارای y = (y١, · · · , yn) ∈ ℜn مشاهدات بردار کنید فرض
π(θ) پیشین چگالی تابع دارای θ پارامتر بردار کنید فرض همچنین .θ = (θ١, · · · , θp) ∈ Θ ⊂ ℜp

شکل به پسین توزیع چگالی تابع بیز، قضیه بنابر صورت، این در باشد.

π(θ|y) = cπ(θ)π(y|θ) ∝ π(θ)π(y|θ) (١.١)

آن در که است، محاسبه قابل

c =
١∫

ℜp π(θ)π(y|θ)dθ
(٢.١)
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می�گویند. نرمال�ساز١٧ ثابت آن به و
محاسبه قابل درستنمایی تابع که کرد محاسبه می�توان زمانی را پسین چگالی تابع این است ذکر شایان
در جز به (٢.١) انتگرال نمود. استفاده بیزی استنباط برای آن از نمی�توان صورت این� غیر در باشد.
محاسبه این کرد. محاسبه عددی صورت به را آن باید بنابراین ندارد. بسته�ای صورت خاص١٨، موارد

است. زیاد پارامترها تعداد که زمانی� به�ویژه باشد، مشکل بسیار است ممکن
داشتن با یعنی است. آسان بیز، قاعده از استفاده با نظری، دیدگاه از پسین توزیع آوردن به�دست
محاسبه عمل، در اما کرد. محاسبه را آن می�توان (١.١) از استفاده با و پیشین چگالی و درستنمایی توابع
پارامتر بعد افزایش با سختی این باشد. غیرممکن حتی یا سخت بسیار می�تواند c نرمال�ساز ضریب

می�شود. هم شدیدتر
آن�که به�ویژه است. پسین چگالی تابع محاسبه بیزی استنباط در چالش�ها مهم�ترین از یکی بنابراین،
برای باشند. نرمال توزیع از تصادفی نمونه یک از مصداقی مشاهدات که کرد فرض نمی�توان معمولا
١٩٩٠؛ اسمیت، و (گلفاند شده�اند معرفی مختلفی نمونه�گیری و عددی روش�های چالش، این با برخورد
این در که نمونه�گیری روش�های از برخی به ادامه در .(١٩٨۶ همکاران، و تیرنی ٢٠٠٢؛ کسلا، و رابرت

می�کنیم. اشاره می�شوند، استفاده پایان�نامه

نمونه�گیری روش�های ۵.١

می�کنیم. تشریح را پسین توزیع تقریب برای معمول نمونه�گیری روش سه بخش این در

رد نمونه�گیری ١.۵.١

(سایمن، است شده طراحی هدف توزیع از مستقیم نمونه�گیری برای که است روشی (RS) رد١٩ نمونه�گیری
توزیع به معروف توزیعی از رد، الگوریتم اجراست. قابل نرمال�ساز ثابت بدون حتی روش این .(٢٠٠٧
اساس بر را تولیدشده نمونه و می�کند نمونه تولید می�شود) نامیده نیز آغازین توزیع گاهی (که پیشنهادی٢٠

می�پذیرد. پسین توزیع از نمونه�ای عنوان به می�دهیم، توضیح ادامه در که قاعده�ای
پیشنهادی چگالی تابع π٠(θ) و π(y|θ)π(θ) نرمال�ساز) ثابت (بدون پسین چگالی تابع کنید فرض
که معنی این به بپوشاند. را پسین که شود انتخاب طوری پیشنهادی چگالی باید روش این در باشد.

که یافت به�طوری را M عدد ،θ هر برای بتوان

Mπ٠(θ) ≥ π(y|θ)π(θ). (٣.١)

نمونه N تولید فرآیند می�کند. کار شده�اند، پذیرفته نهایی نمونه در که پیشنهادی مقادیر با فقط رد الگوریتم
است: زیر صورت به g(θ) = π(y|θ)π(θ)

Mπ٠(θ)
تعریف با رد نمونه�گیری الگوریتم اساس بر پسین توزیع از

١٧Normalization constant
خانواده رده در مزدوج پیشین خانواده�های ١٨برای

نمایی توزیع�های

١٩Rejection Sampling
٢٠Proposal distribution
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رد نمونه�گیری الگوریتم :١.١ جدول

رد نمونه�گیری الگوریتم
کن تکرار را زیر مراحل نمونه Tپذیرش تا

کن تولید π٠(·) توزیع از را θ-١
کن محاسبه را g(θ)-٢

کن تولید استاندارد یکنواخت توزیع از را u-٣
کن رد را θ صورت این غیر در بپذیر. را θ ،u < g(θ) ۴-اگر

بازگرد ١ مرحله ۵-به

از نمونه�هایی به�عنوان ،ui < gi آن�ها برای که π٠(θ) از شده تولید θiهای رد، الگوریتم به توجه با
،T نظر، مورد نمونه حجم از الگوریتم مراحل تکرار تعداد معمولا می�شوند. پذیرفته π(θ|y) پسین توزیع
پذیرش معنی به این و باشد هدف توزیع با متناسب پیشنهادی توزیع آن�که مگر است، بیشتر مراتب به
از الگوریتم باشد، بیشتر اجرا مراحل تعداد و T تفاوت هرچه الگوریتم این در است. پیشنهادها همه
الگوریتمی داشتن برای بنابراین است. وابسته M انتخاب به تفاوت این است. بر�خوردار کمتری کارایی
است، بالا پارامتر بعد زمانی�که ویژه به متعددی، موارد در انتخاب این است. مهم خیلی M انتخاب کارا
باید پیشنهادی توزیع ممکن، پیشنهادهای تعداد ماکسیمم شدن پذیرفته برای می�باشد. مشکل و پیچیده

.(٢٠٠٩ میگز، و (مارتینو بپوشاند را آن تا باشد داشته پسین همانند شکلی

اتفاق زمانی حالت این نمی�کند. کار به�خوبی الگوریتم باشد، M = sup g(θ) اگر رد نمونه�گیری در
پیشنهادی توزیع دم که زمانی همچنین باشد. داشته پسین از سبک�تر دمی پیشنهادی توزیع که می�افتد
معمولا مشکل این حل برای بود. نخواهد کارا نیز آن از استفاده باشد، هدف توزیع دم از سنگین�تر خیلی
برای کوچک آزادی درجه با t توزیع مثال، عنوان به می�کنند. استفاده هدف و پیشنهادی چگالی لگاریتم از
کیندرمن ٢٠١٣؛ کیقوش، و (لی می�شود استفاده کاربردها از خیلی در سنگین دم پیشنهادی توزیع یک

.(١٩٧٧ موناهان، و

آن�گاه بگیریم، نظر در π٠(θ) پیشنهادی توزیع عنوان به را π(θ) پیشین توزیع اگر روش این در
درستنمایی تابع توسط پیشنهادی نمونه�های رد یا پذیرش مورد در قضاوت بنابراین .g(θ) ∝ π(y|θ)

می�گیرد. صورت

است. دلخواه پسین توزیع از نمونه�ای روش، این با پذیرفته�شده نمونه که داد نشان می�توان راحتی به
می�کنیم تعریف کار، این برای

p(θ|accept) = p(accept|θ)p(θ)
p(accept)

.
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با است برابر پذیرش احتمال ،p(θ) = π٠(θ) به�ازای و تکرار هر برای بنابراین،

p(accept) =

∫
p(accept|θ)p(θ)dθ

=

∫
π(y|θ)π(θ)
Mπ٠(θ)

π٠(θ)dθ

=
١
M

∫
π(y|θ)π(θ)dθ

=
١
M

. (۴.١)

نتیجه در

p(θ|accept) =
π(y|θ)π(θ)
Mπ٠(θ)

π٠(θ)

١
M

= π(y|θ)π(θ). (۵.١)

است. لازم تکرار M متوسط به�طور نمونه هر تولید برای که دریافت می�توان پذیرش، احتمال به توجه با
باشد. ساده پیشنهادی توزیع از شبیه�سازی و کوچک M باید روش کارایی برای نتیجه در

مهم نقاط نمونه�گیری ٢.۵.١

چندک�های و واریانس میانگین، مانند پسین، توزیع از خلاصه�شده�ای آماره�های معمولا بیزی استنباط در
کنید فرض داد. نمایش ریاضی امید یک با می�توان را آماره�ها این معمولا هستند. علاقه مورد توزیع،

محاسبه

J =

∫
Θ

h(θ)π(θ|y)dθ = Eπ(θ|y) (h(θ)) (۶.١)

چگالی تابع می�دهد. نتیجه را θ پسین میانگین (۶.١) ،h(θ) = θ با مثال، عنوان به باشد. نظر مورد
کلاسیک کارلویی مونت برآوردگر باشد. بسته جزیی به�طور یا بسته صورت دارای می�تواند π(θ|y) پسین

صورت به (۶.١)

Ĵπ ≃ ١
T

T∑
i=١

h(θi) (٧.١)

،T → ∞ اگر بزرگ اعداد قوی قانون بر بنا هستند. پسین از تولیدشده نمونه �θها آن در که می�گردد معرفی
آن�گاه

Ĵπ
a.s−→ J . (٨.١)

زیربخش در را مورد این که نباشند، مستقل می�توانند پسین از تولیدشده نمونه�های که باشید داشته دقت
می�دهیم. توضیح ٣.۵.١
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درستنمایی تابع که ،πM(y|θ) تابع با را π(θ|y) (۶.١) رابطه در چنان�چه کنیم اشاره که است شایسته
کنیم، جانشین ،M مدل تحت پارامترهای برای ،πM(θ) پیشین تابع با را h(θ) و است، M مدل تحت
و مدل انتخاب بحث در که بود خواهد شهود٢٢ یا حاشیه�ای٢١ درستنمایی به معروف کمیتی J آن�گاه

می�شود. محسوب کلیدی کمیت یک بیزی فرضیه�های آزمون
h(θ) چگال نواحی با π(θ|y) چگال نواحی یا باشد، سخت π(θ|y) از نمونه مستقیم تولید اگر
یک موارد این در بود. نخواهد کارا (٧.١) کلاسیک کارلوی مونت برآوردگر باشند، نداشته مطابقت
این در .(٢٠٠٧ همکاران، و (دوک است (IS) مهم٢٣ نقاط نمونه�گیری از استفاده جانشین رهیافت
رابطه در می�شود. انجام نمونه تولید q(θ) مانند دیگری توزیع از π(θ|y) از نمونه تولید به�جای روش

صورت به می�توان را J ،(۶.١)

J =

∫
Θ

h(θ)π(θ|y)
q(θ)

q(θ)dθ = Eq

[
h(θ)π(θ|y)

q(θ)

]
(٩.١)

را امکان این (٩.١) نمایش صورت می�شود. نامیده پوش٢۵ یا ابزاری٢۴ تابع q(θ) تابع آن در که نوشت،
روش این در کرد. استفاده بتوان نمونه تولید برای π(θ|y) به�جز دیگری چگالی�های از که می�سازد میسر
طور به دهد. نتیجه کاراتر برآوردگری و باشد راحت�تر آن از نمونه تولید که می�شود انتخاب طوری q(·)

.|h(θ)|π(θ|y) ≊ q(θ) خود تکیه�گاه روی که می�شود انتخاب طوری چگالی این نمونه
صورت ،q(·) از نمونه�ای داشتن با (٩.١) شکل با J کردن برآورد برای نمونه�گیری، روش این در

است: زیر شکل به مهم نقاط برآوردگر

ĴIS =
١
T

T∑
i=١

h(θi)π(θi|y)
q(θi)

, (١٠.١)

با همگراست. J به ١ احتمال با بزرگ اعداد قوی قانون به بنا نیز برآوردگر این .q(θ) > ٠ آن در که
بود. خواهد Ĵπ از کوچک�تر ĴIS برآوردگر واریانس ابزاری، توزیع مناسب انتخاب

تنها نه اول، است. برخوردار مهم ویژگی دو از روش این می�کند، اشاره (١٩٨٧) اوهیگن که همانطور
وابسته نیز q(θ) پیشنهادی توزیع انتخاب� به کامل به�طور بلکه است، وابسته π(θ|y)h(θ) به برآوردگر
مختلفی برآوردهای می�توان پیشنهادی توزیع از (θ١, · · · , θT ) واحد نمونه یک داشتن با بنابراین است.
نمونه یک با دیگر عبارت به آورد. به�دست مختلف نمونه�ای توزیع�های تحت یکسان انتگرال یک برای را
نامعقول (کمکی) اطلاعات به وابستگی این کرد. محاسبه را مختلفی برآوردگرهای می�توان تولیدشده،
ویژگی .(١٩٨٨ ولپرت، و برگر ٢٠٠۴؛ کسلا، و (رابرت می�کند مختل را درستنمایی اصل و است
مقادیر همه برآورد، محاسبه از پس آن در که کلاسیک کارلوی مونت روش برخلاف که است آن دوم
برای را نمونه�ها این اطلاعات مهم نقاط نمونه�گیری روش می�گیرد، نادیده را (θ١, · · · , θT ) تولیدشده

می�کند. حفظ دیگر برآوردگرهای محاسبه

٢١Marginal liklihood
٢٢Evidance
٢٣Importance Sampling

٢۴Instrumental
٢۵Envelop
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وزن�های باید ابتدا الگوریتم این اجرای برای است. آمده ٢.١ جدول در مهم نقاط نمونه�گیری الگوریتم
شوند. محاسبه ،i = ١, . . . , T ،wi =

π(y|θi)π(θi)/π٠(θi)∑T
i=١ π(y|θi)π(θi)/π٠(θi)

مهم نقاط نمونه�گیری الگوریتم :٢.١ جدول

مهم نقاط نمونه�گیری الگوریتم
کن تکرار T تا i = ١ برای

کن تولید π٠(·) توزیع از را θi-١
کن محاسبه را π(y|θ)π(θ) پسین -٢

کن محاسبه را π٠(θ) پیشنهادی توزیع ،θi هر ازای به -٣
کن محاسبه را wi ۴-وزن�های

متناظر وزن�های و تولیدشده نمونه�های شامل ،i = ١, · · · , T ،(θi, wi) مقادیر ٢.١ الگوریتم خروجی
می�باشد. آن�ها با

مارکوفی زنجیر کارلوی مونت نمونه�گیری ٣.۵.١

و متروپولیس توسط بار اولین (MCMC) مارکوفی٢۶ زنجیر کارلوی مونت نمونه�گیری روش�های ایده
بلوری ساختارهای در اتم�ها انرژی سطوح از کارا شبیه�سازی برای روشی به�عنوان (١٩۵٣) همکاران
پرورش را ایده این (١٩٧٠) هستینگز بیزی، استنباط به�ویژه آماری، استنباط در آن دنبال به شد. مطرح
تحت گسترده به�طور را MCMC نمونه�گیری روش�های ویژگی� مارکوف، زنجیر�های نظریه اساس بر و داد
بیشتر در پسین توزیع بیزی، استنباط در شد، اشاره قبلی بخش�های در که همان�طور داد. قرار مطالعه
برای پسین توزیع تقریب بزنیم. تقریب را آن تا هست نیاز نتیجه در نیست. بسته شکل دارای مواقع
برای گسترده رده یک نمونه�گیری، بر مبتنی روش�های که کردیم اشاره و است دشواری کار بالا بعدهای
مشکل آن از نمونه مستقیم تولید که است پیچیده آنقدر پسین توزیع گاهی می�باشند. توزیع�ها این تقریب
غیر روش یک شوند. معرفی مستقیم غیر به��طور نمونه تولید روش�های تا شد باعث دلیل این است.
که بسازیم تحویل�ناپذیری٢٨ و بازگشتی٢٧ مارکوف زنجیر که است آن π(θ|y) از نمونه�گیری برای مستقیم
است زنجیرهایی چنین ساخت چگونگی به پاسخ ،MCMC نظریه باشد. π(θ|y) همان آن مانای توزیع
فرض .(١٩٨۴ گمان، و گمان ١٩٩٠؛ کسلا، و جورج ١٩٩٠؛ اسمیت، و گلفاند ٢٠٠۴؛ کسلا، و (رابرت
مقادیر آن�گاه باشد، بزرگ کافی اندازه به زنجیر اجرا، در اگر، بنابراین دارد. وجود زنجیری چنین کنید
توسط که نمونه�هایی گرفت. نظر در پسین توزیع از نمونه�ای عنوان به می�توان را زنجیر از شبیه�سازی�شده
از نمی�توان نمونه�ای چنین اساس بر استنباط برای بنابراین و هستند وابسته می�شوند، تولید روش�ها این
١٩٩۵؛ همکاران، و (رزنتال باشد ارگودیک٢٩ تولیدشده زنجیر اگر اما کرد. استفاده بزرگ اعداد قانون

٢۶Markov Chain Monte Carlo
٢٧Recurrent

٢٨Irreducible
٢٩Ergodic



١١ نمونه�گیری روش�های .۵.١

اعداد قانون مشابه که کرد استفاده اهدافی چنین برای ارگودیک قضیه از می�توان آن�گاه ،(١٩٨٢ والتر،
اندازه�پذیری٣٠ تابع هر برای ،T −→ ∞ وقتی قضیه این تحت است. وابسته نمونه�های برای ولی بزرگ

L مانند

Ĵπ =
١
T

T∑
i=١

L(θi)
a.s.−→ Eπ(θ|y){L(θ)}. (١١.١)

تعداد زنجیر، برای تحقق� تولید مکانیسم جمله از مهمی مطالب ،MCMC نمونه�گیری روش�های اجرای در
این مورد در بیشتر اطلاعات برای هستند. مطرح زنجیر شروع نقطه انتخاب و زنجیرها طول و زنجیرها

کنید. مراجعه ،(٢٠١٠) ریکی و (٢٠٠٧) آسموسن ،(١٩٩۵) گرین ،(١٩٨۴) اسمیت به مطالب
حالت در انتقال ماتریس (یا انتقال٣١ هسته با مارکوف، زنجیر نظریه اساس بر معمول روش�های
توزیع تا کرده مشخص را مانا توزیع سپس کنند. مدل�بندی را علاقه مورد فرآیند تا می�شوند، آغاز گسسته)
اساس بر که معنی این به می�کنند. طی را معکوس مسیر MCMC روش�های شود. تعیین زنجیر حدی
(یا مارکوف زنجیر انتقال هسته تا است این هدف می�شود. مشخص انتقال هسته معلوم، مانای توزیع
آن�گاه باشد، معلوم θ اگر که شود تعیین طوری می�شود، داده نشان k(·|·) با که مارکوف) انتقال توزیع

باشد. معلوم نیز می�دهیم، نشان k(θ′|θ) با را آن که ،θ′ زنجیر، بعدی حالت شرطی توزیع
هسته تحویل�ناپذیر، و بازگشتی زنجیر هر که است این MCMC روش�های زیربنایی و اصلی نظریه
همگرا خود مانای توزیع به ،t → ∞ وقتی tمرحله�ای، انتقال هسته و داشت، خواهد واحدی انتقال
باشد. برقرار πk = π شرط باید π مانای توزیع و k انتقال هسته با زنجیر تولید برای بنابراین می�گردد.
در زنجیرهایی چنین .θ′ ∼ π آن�گاه θ′ ∼ k(θ′|θ) اگر ،θ ∼ π این�که فرض با که است معنی بدان این

می�کنند: صدق دقیق٣٢، تعادل شرط به معروف زیر، شرط

π(θ|y)k(θ′|θ) = π(θ′|y)k(θ|θ′). (١٢.١)

بازگشتی رفتار نتیجه در است. مشابه عقب، به چه و جلو به چه زمان، به نسبت زنجیر حرکت یعنی این
است. MCMC انتقال هسته هر برای زنجیر خوب ویژگی�های از این و می�شود، درک به�خوبی زنجیر

که دارند وجود MCMC نمونه�گیری روش�های برای مختلفی الگوریتم�های انتقال، هسته اساس بر
هستینگز، ١٩۵٣؛ همکاران، و (متروپولیس متروپولیس-هستینگز نمونه�گیری الگوریتم�های به می�توان
به�طور کرد. اشاره (١٩٩٠ اسمیت، و گلفاند ١٩٨۴؛ گمان، و (گمان گیبز نمونه�گیری الگوریتم و (١٩٧٠

کرد. ارایه ٣.١ جدول صورت به می�توان را MCMC الگوریتم کلی
احتمال با صورت این در مشخصکردیم. p با را MCMC الگوریتم پذیرش احتمال ،٣.١ جدول به توجه با
که الگوریتم خروجی به توجه با می�توانیم سپس می�شود. پذیرفته π(θ|y) توزیع از نمونه�ای به�عنوان θ ،p
تقریب را پسین توزیع یا کارلویی مونت انتگرال می�دهد، تشکیل را (i = ١, · · · , T ) θiها از مجموعه�ای
متروپولیس-هستینگز الگوریتم برای مثلا می�کند. تغییر p مقدار MCMC الگوریتم هر برای بزنیم.

٣٠Measurable
٣١Transition kernel

٣٢Detailed balance conditon
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MCMC نمونه�گیری الگوریتم :٣.١ جدول

MCMC نمونه�گیری الگوریتم
کن تکرار T تا i = ١ برای

کن ایجاد را π(·) مانای توزیع با k(·|·) مارکوف ١-هسته
کن تولید را θ(i) → θ ∼ π مارکوف زنجیر -٢

کن تولید k(θ|θ(i−١)) مارکوف هسته از را θ -٣

θ =

θ(i) p احتمال با

θ(i−١) ١− p احتمال با
بده ۴-قرار

با است برابر پذیرش احتمال مقدار

p(θ, θ(i−١)) = min

{
١, π(θ|y)

π(θ(i−١)|y)
k(θ(i−١)|θ)
k(θ|θ(i−١))

}
. (١٣.١)

آماری نرم�های ۶.١

(پیوست برداری فضای در که است تابعی نرم ریاضی، دیگر زمینه�های و تابعی آنالیز خطی، جبر در
استفاده نیز نیم�نرم٣٣ از نرم بر علاوه می�دهد. نسبت بردار هر به را صفر یا مثبت اکید فاصله یک آ)،
ضرب�پذیری مانند ویژگی�هایی دارای نرم�ها می�دهد. نسبت نیز غیرصفر بردار به را صفر طول که می�گردد،
خاطر همین به و است بردار طول برابر بردار هر برای اقلیدسی نرم مثال، عنوان به هستند. جمع�پذیری و
برداری فضای را است، شده تعریف نرم آن در که برداری فضای همچنین می�شود. شناخته اندازه به�عنوان

می�گویند. نرم�دار

صورت این در باشد. مختلط اعداد از F میدان روی برداری فضای یک V کنید فرض .١.۶.١ تعریف
باشد: زیر ویژگی سه دارای u, v ∈ V هر و a ∈ F هر برای هرگاه گویند، نرم را ρ : V → R تابع

(٣۵ مطلق مقیاس�پذیری یا مطلق٣۴ همگنی (خاصیت ρ(av) = |a|ρ(v) .١

زیرجمعی٣٧) خاصیت یا مثلث٣۶ (نامساوی ρ(u+ v) ≤ ρ(u) + ρ(v) .٢

مجزا) (نقاط v = ٠ آن�گاه ،ρ(v) = ٠ اگر .٣

٣٣Seminorm
٣۴Homogeneity absolute
٣۵Scalability absolute

٣۶ Inequality triangle
٣٧ Subadditivity



١٣ هسته�ها .٧.١

معادل V برداری فضای روی ρ٢ و ρ١ نیم�نرم) (یا نرم دو ندارد. را ٣ ویژگی نیم�نرم یک کنید توجه
باشیم داشته V در v بردار هر برای که به�طوری باشند، داشته وجود C و c مثبت ثابت دو اگر هستند

cρ٢(v) ≤ ρ١(v) ≤ Cρ٢(v). (١۴.١)

می�دهند. نشان نیز ∥ · ∥ نماد با را نرم تابع آماری، متون در

نرم�ها انواع ١.۶.١

می�کنیم. معرفی را معمول نرم�های انواع قسمت این در

مطلق قدر نرم

زیر صورت به که است، مختلط و حقیقی اعداد برای یک�بعدی فضای در نرم یک مطلق، قدر نرم تابع
می�شود: تعریف

ρ(x) = |x|.

−نرم p

تعریف زیر صورت به است، حقیقی عدد یک p آن در که ،p ≥ ١ برای Lpبرداری فضای در p-نرم تابع
می�شود:

ρ(x) = ∥x∥p :=

(
n∑

i=١
|xi|p

)١/p

,

شده�اند. ارایه معروفی نرم توابع مشخصی �pهای برای است. بعدی n بردار یک x آن در که

است. معروف نیز تاکسی نرم به که ||x||١ :=
∑n

i=١ |xi| آن�گاه p = ١ اگر -

است. اقلیدسی نرم تعریف که ||x||٢ :=
√

x٢١ + . . .+ x٢n آن�گاه p = ٢ اگر -

می�شود. گفته ماکسیمم نرم آن به که ||x||∞ := max (|x١|, . . . , |xn|) آن�گاه p = ∞ اگر -

،x ∈ R۴ اگر مثال به�عنوان می�شوند. استفاده زمینه�ها از برخی در که دارند وجود نیز دیگری نرم توابع

وجود این با .ρ(x) := ٢|x١|+
√
٣|x٢|٢ +max (|x٢,|٣|x۴|)٢ از عبارتست معمول نرم یک آن�گاه
می�کنیم. استفاده تاکسی و اقلیدسی نرم�های از پایان�نامه، این در

هسته�ها ٧.١

است. مختلفی معانی دارای آمار در هسته٣٨ عبارت
٣٨Kernel
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عاملی هر آن در که است تابعی احتمال، (چگالی) تابع یک هسته از منظور بیزی، استنباط در •
احتمال (چگالی) تابع همان هسته عبارتی، به است. شده حذف نیست، متغیرها به وابسته که

می�شود. تعریف نرمال�ساز ثابت بدون (پسین)

را واریانس ماتریس ساختار که است تابعی معمولا هسته از منظور ماشینی٣٩، یادگیری متون در •
می�کند. مشخص چندمتغیره مدل�های در

می�رود. کار به چگالی تابع برآورد تکنیک�های در وزنی تابع یک عنوان به هسته ناپارامتری، آمار در •

به پاسخ متغیر شرطی ریاضی امید برآورد برای ناپارامتری، روش به رگرسیونی تابع برآورد در •
می�گیرد. قرار استفاده مورد تبیینی متغیرهای شرط

می�رود. کار به طیفی۴١ چگالی تابع برآورد در دوره�نگار۴٠ عنوان به زمانی سری�های در همچنین •

این از استفاده در است. ناپارامتری آمار هسته توابع همان هسته توابع از منظور پایان�نامه، این در
پارامتر یا �نوار۴٣ پهنای به که را تنظیم�کننده�ای۴٢ پارامتر باید ناپارامتری، برآوردیابی اجرای برای توابع
نتیجه در و دارد تاثیر خیلی روش عملکرد بر پارامتر این تغییر �کنیم. مشخص است، معروف هموارساز۴۴
کند: صدق نیز زیر شرط دو در باید K(·) مانند هسته تابع یک کرد. فرض را لازم دقت باید آن تعیین ∫در +∞

−∞ K(u)du = ١ .١

K(−u) = K(u) ،u مقدار هر برای .٢

تابع آن�گاه باشد، نظر مورد هسته K(·) اگر می�کند. القا هسته تابع به را تقارن ویژگی یک دوم شرط
هسته توابع شایع�ترین کرد. تعریف K∗(x) = λK(λx) صورت به می�توان باشد λ > ٠ وقتی را K∗(·)

آورده�ایم. ۴.١ جدول در را می�گیرند قرار استفاده مورد که
رابطه می�توان هسته، و نرم تابع دو بین

Kϵ(y) = K
(
||y||
ϵ

)
, (١۵.١)

پایان�نامه، این در است. (۴.١ (جدول هسته تابع K(·) و نوار پهنای پارامتر ϵ آن در که کرد، تعریف را
کرده�ایم. استفاده یکنواخت و نرمال هسته دو از شبیه�سازی�شده، مثال�های در

پیچیده تصادفی مدل�های ٨.١

منطقی تصادفی مدل که برشمرد می�توان را مختلفی کاربردی موقعیت�های علوم، مختلف شاخه�های در
به مدل�ها، این از دسته�ای پیچیدگی است. دشواری کار آن�ها در استنباط و برازش و پیچیده آن�ها برای

٣٩Machine learning
۴٠Periodogram
۴١Spectral density

۴٢Tuning parameter
۴٣Bandwidth
۴۴Smoothing parameter
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رایج آماری هسته� توابع :۴.١ جدول

هسته توابع
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١۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

از رده این بیزی استنباط پیچیدگی، این آن�هاست. درستنمایی تابع ناممکن حتی و سخت محاسبه دلیل
می�سازد. دشوار و ناممکن نیز را مدل�ها

مورد اخیر سال�های در که هستیم مشکل این برای ارایه�شده راه�حل معرفی دنبال به پایان�نامه این در
با تصادفی مدل چند اشاره، مورد پیچیدگی�های بهتر درک برای آن، از قبل اما است. گرفته قرار توجه
را درک قابل و ساده نمونه�های امکان حد تا کرده�ایم سعی مثال�ها این در می�دهیم. ارایه را ویژگی این
درستنمایی تابع محاسبه مدل، سادگی عین در که کنید دقت البته بگنجانیم. غیرمتخصص خواننده برای

است. اساسی مشکلی آن�ها

k − g مدل ١.٨.١

هستند. ،Φ(y) استاندارد، نرمال چندک از توابعی و چندکی۴۵ توزیع�های خانواده از بخشی k− g توزیع
با آن .(١٩٩٨ (هینس، می�رود به�کار استاندارد غیر مدل� داده�های برای و است انعطاف�پذیر توزیع، این

می�شود: تعریف زیر به�صورت معکوس توزیع تابع یک

Q(y,A,B, c, g, k) = A+B

(
١+ c

١− e−gΦ(y)

١+ e−gΦ(y)

)(
١+ Φ(y)٢

)k
Φ(y), (١۶.١)

و مقیاس، و مکان پارامترهای ترتیب به B و A همچنین است. استاندارد نرمال چندک ،Φ(y) آن در که
می�گیرند. نظر در ٠٫ ٨ برابر و ثابت معمولا را c پارامتر هستند. کشیدگی۴٧ و چولگی۴۶ ترتیب به k و g
شکل .(٢٠٠٢ مک�گالیوری، و (راینر دارند محدودیت k > −١/٢ و B > ٠ فقط پارامتر�ها این بین در
از استفاده با و به�سختی درستنمایی تابع مدل این برای و نیست دسترس در توزیع این درستنمایی تابع
نمونه n برای را درستنمایی تابع (٢٠٠٢) همکاران و مک�گالیوری می�گردد. محاسبه عددی روش�های

صورت به k − g توزیع از تصادفی

π(y|θ) = Πn
i=١fY (yi|θ)

= Πn
i=١

∂

∂yi
Q−١

Y (yi|θ)

= Πn
i=١Q

′
Y

(
Q−١

Y (yi|θ)|θ
)−١ (١٧.١)

درآن که دادند، نشان

Q′
Y (y|θ) =

∂QY

∂y
=

∂QY

∂Φ−١(y)

∂Φ−١(y)

∂y

ندارد. بسته�ای شکل Q−١
Y (yi|θ) آن در این�که و است ∂Φ−١(y)/∂y =

√
٢π exp((Φ−١(y))٢/٢) و

روش از استفاده با را شبیه�سازی این است. راست سر و ساده بسیار k − g مدل از شبیه�سازی اما
استفاده با مدل این تحلیل برای ABC روش از (٢٠٠٩) همکاران و آلینگ�هام می�دهند. انجام ABC

پرداختند. شبیه�سازی�شده، داده�های از

۴۵Quantile distribution
۴۶Skewness

۴٧Kurtotis



١٧ آزاد درستنمایی روش�های .٩.١

α-پایدار مدل�های ٢.٨.١

مستقل متغیر n از مشخصه تابع آن در که است شده تشکیل زیر به�شکل مشخصه تابع از α-پایدار توزیع
می�آید: به�دست α-پایدار توزیع دارای (Y١, · · · , Yn) هم�توزیع و

ϕY (t) =

exp
(
iδt− γα|t|α[١+ iβ tan πα

٢ sgn(t)(|γt|١−α − ١)]
)

α ̸= اگر١

exp
(
iδt− γ|t|[١+ iβ ٢

π
sgn(t)(ln(γ|t|)]

)
α = اگر١

،α ∈ (٠,٢) همچنین .(١٩٨۴ تاکیو، و (ساموروفسکی است i٢ = −١ و sgn(t) = t/|t| آن در که
و مقیاس، پارامتر γ > ٠ است. (چولگی) عدم�تقارن۴٩ نشان و درجه β ∈ [−١,١] دم۴٨، تباهی نرخ
بزرگی یا کوچکی با که می�شود، نامیده مشخصه توان α پارامتر .(١٩٢۴ (لوی، است مکان پارامتر δ ∈ R
c(α = ١, β = ٠) کوشی و N(α = ٢, β = ٠) توزیع�های داشت. خواهیم سبک یا سنگین دم آن،
درستنمایی تابع α-پایدار، توزیع به توجه با می�دهند. تشکیل را خانواده این رام�نشدنی زیرمجموعه�های
به نیاز رو این از است. مشکل بسیار عددی روش�های به آن محاسبه حتی ندارد. مشخصی شکل آن
این حل برای ABC روش از (٢٠١٠) سیسون و پیتر می�شود. احساس مساله این حل برای روشی

کردند. استفاده مساله

میانه مطلق انحراف و میانه توام چگالی ٣.٨.١

انحراف آماره صورت این در داریم. را (y١, · · · , yn) هم�توزیع و مستقل تصادفی نمونه که کنیم فرض
صورت به (mad) میانه۵٠ مطلق

mad(y) = med(|yi −med(y)|) i = ١, · · · , n

دو-بعدی آماره صورت این در .�yi ∼ N(٠, σ٢) که کنیم فرض حال می�شود. تعریف
S(y) = (med(y),mad(y))

شکل نیز آن توام درستنمایی تابع که است بدیهی و ندارد بسته�ای شکل آن توام چگالی نیست، بسنده که
داشت. نخواهد بسته

آزاد درستنمایی روش�های ٩.١

که می�پردازیم بیزی آماری مدل�های برای روش�ها از رده�ای معرفی به خلاصه، به�طور زیربخش این در
هستند. آزاد۵٢ درستنمایی به معروف روش�ها از رده این هستند. رام�نشدنی۵١ درستنمایی توابع شامل
در رام�نشدنی عبارت می�شوند. شناخته (ABC) تقریبی بیزی محاسبات به رده این از عمد�ه�ای بخش

۴٨Tail decay
۴٩Asymmetry
۵٠Median absolute deviation

۵١Intractable
۵٢Free likelihood



١٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

طور به آن محاسبه که معنی این به است؛ درستنمایی تابع صورت نبودن بسته معنی به درستنمایی تابع
مدل�بندی انگیزه با ABC روش�های داشت. خواهد به�دنبال بالایی هزینه یا است غیرممکن مستقیم
روش�ها این در .(٢٠١٢ همکاران، و (مارین شده�اند معرفی رام�نشدنی درستنمایی توابع با مدل�ها بیزی
می�شود. استفاده استنباط اهداف برای πABC(θ|y) تقریبی نسخه از π(θ|y) واقعی پسین توزیع به�جای
چندین نیازمند ABC روش�های از استفاده داد. خواهیم توضیح را πABC(θ|y) محاسبه نحوه ادامه در

است: مولفه

می�شود. زده تقریب شبیه�سازی با که رام�نشدنی، پسین توزیع •

رام�نشدنی. مدل از داده�ها سازی شبیه تکنیک •

درآن که (S, ρ, ϵ) کمیت�های پارامترها از مجموعه�ای داشتن •

شبیه�سازی�شده و واقعی داده�های برای خلاصه�شده۵٣ آماره : S •

استفاده خلاصه�شده آماره یا مشاهدات بردار دو بین تفاوت اندازه�گیری برای معیاری : ρ •
می�شود.

تابع حسب (بر آماره یا بردار دو نزدیکی سنجش برای که است دقتی یا تحمل سطح یک :ϵ •
می�گردد. استفاده نرم)

در اضافی جمله یک دادن قرار با که می�گیرد صورت پسین توزیع از شبیه�سازی آزاد درستنمایی روش در
می�شود: محاسبه زیر به�صورت پسین توزیع این می�گیرد. انجام مدل پسین

π(θ, x|y) ∝ π(y|x, θ)π(x|θ)π(θ), (١٨.١)

مشاهدات از مشابهی فضای روی که است، شبیه�سازی�شده مشاهدات از بردار یک x ∈ D آن در که
پسین وزن عنوان به π(y|x, θ) تابع می�گردند. تولید x ∼ π(x|θ) درستنمایی اساس بر ،y ∈ D واقعی
،S(x) ≈ S(y) باشند، نزدیک S(y) به آن�ها خلاصه�شده آماره که xهایی برای می�شود. تعریف رام�نشدنی
زمانی�که است. کم وزن این باشد، زیاد S(y) و S(x) بین اختلاف که آن�هایی برای و بزرگ پسین وزن

می�شود. ماکسیمم پسین وزن ،S(x) = S(y)

می�شود: بیان زیر صورت به (١٨.١) حاشیه�ای توزیع به�عنوان آمده به�دست هدف توزیع نتیجه در

πABC(θ|y) ∝
∫
X
π(y|x, θ)π(x|θ)π(θ)dx

∝ π(θ)

∫
X
π(y|x, θ)π(x|θ)dx

= π(θ)Eπ(x|θ)[π(y|x, θ)]

≈ π(θ)

s

s∑
i=١

π(y|xi, θ). (١٩.١)

۵٣Summary statistics



١٩ مدل از تحقق�هایی تولید .١٠.١

سازی) ساختگی(شبیه داده مجموعه s از تقریبی ، x١, · · · , xs ∼ π(x|θ) ، (٢.١) عبارت به توجه با
وسیله به πABC(θ|y) از مستقیم طور به نمونه�گیری واقع در می�باشند. (رام�نشدنی) درستنمایی تابع از
می�شود. انجام πABC(θ|y) پسین هر محاسبه قبال در کارلو مونت انتگرال با (١٩.١) انتگرال تقریب
توسط بعد به آن از و شد، مطرح (٢٠٠٣) همکاران و مجرم توسط بار اولین ، (١٩.١) عبارت امید
راتمن(٢٠٠٩)، پتیت(٢٠٠۵)، و ریوس ،(٢٠٠٨) همکاران و شد(پیتر گرفته کار به دیگر نویسنده چند

تونی(٢٠٠٩)).
دهیم. می ارایه را توضیحاتی ABC پسین تقریب مولفه�های از هرکدام مورد در اختصار به ادامه در

مدل از تحقق�هایی تولید ١٠.١

تولید قابلیت آن که می�باشد، نیاز مورد اجرا در که است کلیدی فرضیه یک شامل آزاد درستنمایی روش
محاسبه برای جایگزینی تا می�کند تولید را ساختگی داده�های نتیجه در است. مدل از موثر تحقق�های
شامل و شد بیان (١٨.١) عبارت در که آزاد درستنمایی روش به توجه با گردد. درستنمایی نقطه به نقطه
از تقریبی هدف، پارامتر با مرتبط حاشیه�ای آزاد درستنمایی که است واضح بود، نشانیده پسین توزیع
که بود داده� مجموعه s از سازی شبیه تحقق�ها، آن و شد، بیان (١٩.١) عبارت در که بود پسین توزیع

بودند. شده مشخص x(s)با عموما
نمی�تواند مدل از سازی شبیه آن در که شد، ارايه همکاران(٢٠٠٩) و پیتر مقاله در فرضیه این امید
درستنمایی روش در خاصی استرپ بوت فرایند از مشکل این رفع برای شود. انجام مستقیم به�صورت

گردند. تولید x ساختگی داده�های تا می�کنند استفاده آزاد

شده خلاصه آماره�های ١.١٠.١

خلاصه محاسبه به ادامه در و می�شود، تولید x ساختگی داده�های از مجموعه�ای آزاد، درستنمایی روش در
است. شده بیان S(x) و S(y) با ترتیب به که می�پردازیم، ساختگی و واقعی داده�های

را S(y) = y ،ABC روش ابتدا در دارد. وجود شده خلاصه آماره�های برای زیادی انتخاب�های
پی زود خیلی می�پردازد. شده شبیه�سازی و واقعی داده�های مقایسه به مستقیم طور به که می�کند، انتخاب
ایده�آل، حالت در است. محدود حد از بیش مقایسه این پیوسته، دامنه روی مشاهدات برای که شد برده
باشیم. داشته هستند، بسنده آماره�های شامل که را S شده خلاصه آماره�های از برداری که است این دلخواه
در نظر مورد اطلاعات همه خلاصه�ها از انتخاب این نیمن-فیشر، گیری فاکتور قضیه به توجه با بنابراین
داده�های روی بسنده آماره�های مقایسه به ABC روش انتخاب، این طبق سپس می�گیرد. بر در را مدل
بسنده آماره�های آزاد، درستنمایی مدل اجرای اکثر در می�پردازد. اریبی، بدون شبیه�سازی، و واقعی
نزدیک-بسندگی درجه مقداری عموما S شده خلاصه آماره�های از برداری کلی حالت در نمی�آید. به�دست
پیشنهاد S شده خلاصه آماره برای دیگر بسنده آماره چندین می�کنند. ایجاد π(x|θ) طریق از θ برای را
تجربی مجموع�های شامل مشهور نمونه�های ببینید). را (٢٠٠٩) همکاران و پیتر مثال (برای است شده
و متعامد آماره�های تجربی، مشخصه تابع برآورد صدک�ها، و چندک�ها� گشتاورها، همچون: اجرا قابل



٢٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

می�توان ،ABC در که شود توجه هستند. معلوم که برآوردگرهایی برای ϕ به θ مدل پارامترهای تبدیل
چندین در آیند. به�دست تبدیل مدل از که زمانی تا کرد، مقایسه تبدیل پارامترهای طریق از را داده�ها
بسیار روش تعمیم و کارایی نظر از واقعیت این شد، داده نشان (٢٠٠٩) همکاران و پیتر در که مثالی
S برای دیگری کاربرد که شد، ارايه (٢٠٠٩) وهمکاران راتمن توسط بهتری تعمیم اخیرا است. مفید

دادند. قرار بررسی مورد

(نرم) فاصله تابع ٢.١٠.١

آماره این بین متریک فاصله ،S(y) و S(x) شده خلاصه آماره آمدن به�دست با آزاد درستنمایی روش در
می�دهند. نشان ρ(S(x), S(y)) با عموما را شده خلاصه

آماره بین همبستگی به مربوط اطلاعات حاوی که فاصله�ای معیار�های به�ویژه که باشید داشته توجه
محاسباتی هزینه اساس بر که می�دهند πABC(θ|y) حاشیه�ای پسین از برآوردی هستند، خلاصه�شده

دارند. استفاده مورد شبیه�سازی الگوریتم�های در بیشتری کارایی و دقیق�تر خیلی به�مراتب محدود
یعنی نیست. مهم باشد برقرار زیر شرط زمانی�که تا ρ فاصله شکل تئوری به�صورت

ρ(S(x), S(y)) = ٠ اگر فقط و اگر S(x) = S(y),

مقایسه�ای تحمل از استفاده با می�توان را این است. درست حدی توزیع که می�کند تضمین شرط این
که به�طوری می�پردازد، شده خلاصه آماره در شده شبیه�سازی و واقعی داده�های مقایسه به که داد، تعمیم ϵ

نتیجه در ،ϵ −→ ٠ تحمل سطح وقتی
limϵ→٠π(θ)π(ρ(S(x), S(y)) ≤ ϵ) = π(θ|S(y))

مجموعه�ای برای می�یابند. افزایش محاسباتی هزینه�های می�یابد، کاهش ϵ تحمل زمانی�که خصوص به
دقت بر نیز این که است، فاصله تابع انتخاب به وابسته محاسبات در افزایش خلاصه�شده، آماره�های از
تحمل برای تا ببریم به�کار مناسبی فاصله�ای تابع یک باید رو این از است. تاثیرگذار πABC(θ|y) برآورد
در و شود ایجاد π(θ|ρ(S(y), S(x)) ≤ ϵ) = π(θ|S(y)) برای خوبی تقریب ϵ بزرگ کافی اندازه به
پیتر همچون مقاله چندین در کنیم انتخاب ϵ چه این�که مورد در بحث یابد. کاهش محاسباتی هزینه نتیجه

است. شده ارایه (٢٠٠٩) همکاران و نوات و (٢٠٠٩) همکاران و

وزنی تابع و تصمیم ٣.١٠.١

بعدی گام است، شده شبیه�سازی و شده خلاصه آماره�های بین فاصله که ρ(S(Y ), S(X)) ≤ ϵ داشتن با
وجود وزنی تابع برای انتخاب چندین است. (١٩.١) عبارت در π(y|xs, θ) به خصوص به دادن وزن
شبیه و واقعی داده�های خلاصه مستقیم طور به که شده استفاده وزنی تابع یک از مقالات بیشتر در دارد.

یعنی می�کند، مقایسه را شده سازی

π(y|x, θ) ∝

١ اگر ρ(S(y), S(x)) = ٠

٠ صورت این غیر در



٢١ مدل از تحقق�هایی تولید .١٠.١

تحمل سطح یک طبق بسندگی نزدیک عنوان تحت را مفهومی آن بردن به�کار مورد در تصمیم بنابراین
کنترل مستقیم طور به را ABC تقریب درجه بسنده آماره�های ایده�آل، طور به که می�کند، مطرح مشخص

است. شده بیان سخت چندان نه تصمیم وزنی تابع به موسم دیگری وزنی تابع ادامه در می�کنند.

π(y|x, θ) ∝

١ اگر ρ(S(y), S(x)) ≤ ϵ

٠ صورت این غیر در

همکاران و مارین مقاله همچون مقاله چندین در اما است، استفاده مورد هم هنوز وزنی تابع این
از دیگری شکل�های می�باشد. ناکارا وزنی تابع این رد نرخ افزایش دلیل به که است شده اشاره (٢٠١٢)

کردیم. اشاره آن به قبل بخش در که گوسی هسته و اپانچنیکف هسته همچون دارد وجود وزنی تابع

تحمل سطح ۴.١٠.١

است، مطرح πABC(θ|y) تقریب برآورد در دقت تاثیر که هنگامی است. مهمی فرض تحمل انتخاب
پسین از نمونه�گیری در شده استفاده الگوریتم�های به وابسته عموما که دارند وجود فراوانی انتخاب�های
زنجیر همچون پیچیده�تر نسخه�های می�کند. استفاده ثابت تحمل یک از رد الگوریتم مثال برای هستند.
هستند. نوردیده یا شده ملایم تحمل از استفاده به متمایل نقاط�مهم گیری نمونه و کارلویی مونت مارکوف
همکاران و پیتر مقاله در را بیشتر شود.(جزیئات می انجام سازوار و پویا طرح نوردیدن روی کار اخیرا

ببینید) (٢٠٠٨) همکاران و مورل دل و (٢٠٠٩)



٢٢



٢ فصل

تقریبی بیزی محاسبات

مقدمه ١.٢

(١٩٨۴) روبین توسط بار اولین دادیم) نشان ABC با اختصار به (که تقریبی بیزی محاسبات روش ایده
تولید آن حاصل که پرداخت شبیه�سازی بر مبتنی نمونه�گیری روش یک مکانیسم توصیف به او شد. مطرح
راه�حلی بودند، رام�نشدنی١ نسبت به که مدل�هایی برای روبین واقع در است. پسین توزیع از نمونه�ای
سال در گالتون فرانسیس که کنیم اشاره است شایسته البته کرد. ارايه شبیه�سازی اساس بر خودکار تقریبا
را تک�مشاهده یک و نامعلوم پارامتر یک با ABC نمونه�گیری طرح یک از فیزیکی اجرای یک ١٨٠٠

داد. ارایه
فقط نباید آماردانان بیزی، استنباط در که بود این شد مطرح روبین توسط که جالبی و اساسی نکته
که باشند محاسباتی روش�های معرفی دنبال به مقابل در و کنند تمرکز وساده رام�شدنی تحلیلی مدل�های به
مدل�های از وسیع�تری طیف ترتیب، این به می�دهد. نتیجه را علاقه مورد پارامتر پسین توزیع از برآوردی

می�گردد. بررسی واقعی�تر اما پیچیده�تر
در آماری، استنباط انجام برای شبیه�سازی فرآیند اولین (١٩٨۴) گریتون و دیگ می�رسد نظر به
شبیه�سازی طرح یک از استفاده آن�ها کردند. ایجاد را هست، رام�نشدنی درستنمایی تابع که مواردی
کردند. پیشنهاد است، نشدنی یا دشوار آن محاسبه که موقعی درستنمایی تابع تقریب برای را متقارن
تابع آن، از استفاده با تا است پارامتر فضای در مشبکه٢ یک تعریف بر مبتنی آن�ها پیشنهادی روش
هموارسازی٣، روش�های از استفاده و مشبکه از نقطه هر برای شبیه�سازی چندین اجرای با را درستنمایی
گشود، پیچیده تصادفی فرآیند�های مدل�بندی برای را جدیدی مرز گریتون و دیگ روش اگرچه بزند. تقریب
ABC روش�های نیست. معادل دقیقا می�شناسیم، ABC به�عنوان اکنون که آن�چه با مذکور روش� اما

می�شوند. گرفته کار به درستنمایی، تابع جای به پسین، توزیع تابع تقریب برای
حالتی که را ABC اصلی الگوریتم (١٩٩٧) همکاران و تاواری بار اولین ژنتیک، علوم تحقیقات در

١Intractable
٢Grid

٣Smoothing



٢۴ تقریبی بیزی محاسبات .٢

شجره�نامه مورد در استنباط به آن�ها دادند. قرار استفاده مورد و معرفی است، پذیرش و رد روش از خاص
رام�نشدنی آماری، مدل هر برای استنباطی چنین پرداختند. DNA توالی داده��های از استفاده با افراد
روش از استفاده با انسان Y کروموزوم در تغییرات مدل�بندی .(٢٠٠٨ همکاران، و (کورنیوت است
توسط تقریبی بیزی محاسبات عبارت نهایت، در شد. انجام (١٩٩٩) همکاران و پریچارد توسط ABC
بودن مناسب مورد در بحث و ABC روش تعمیم�های سایر شد. پیشنهاد (٢٠٠٢) همکاران و بیومونت
زمان، آن از است. شده تبدیل داغ و پرطرفدار بسیار موضوعی به ژنتیکی مسایل برای به�ویژه رهیافت، این
همه�گیر�شناسی۵، زیست�شناسی۴، سیستم�های مانند ژنتیکی مطالعات از خارج دیگری کاربردهای ABC
و پیشنهاد ABC روش برای متفاوتی تعمیم�های اخیر سال�های در است. یافته گیاهی۶، جغرافیای و
،(٢٠١٠) همکاران و بیومونت ،(٢٠١٠) پرانگل و فرنهد ،(٢٠٠٩) پیتر به می�توان که شده�اند، معرفی
ادامه، در کرد. اشاره (٢٠١۴) سیسوسکی و (٢٠١۴) همکاران و مارتین ،(٢٠١٢) همکاران و مارین
پرداخت. خواهیم شده�اند، ارایه (٢٠١٢) همکاران و مارین توسط که تعمیم�هایی و روش�ها به تفصیل به

ABC روش�های پیدایش انگیزه ١.١.٢

می�شوند. داده ترجیح ساده فرآیندهای به پیچیده تصادفی فرآیندهای غالبا طبیعی، سیستم�های مدل�بندی در
و مهم پدیده�های منظم تغییرات از بیشتری سهم آوردن در الگو به و گرفتن نظر در توانایی آن�هم علت
منجر پیچیده�ای درستنمایی توابع به می�توانند فرآیندهایی چنین حال، این با است. سیستم یک برجسته
استنباط� آن پیرو و درستنمایی بر مبتنی آماری استنباط روش�های راه سر بر که است چالشی این شوند.
دانستن بیزی، استنباط در هدف مهم�ترین که شویم متذکر باید موضوع، تشریح برای دارد. قرار بیزی
است متناسب پسین توزیع این چگالی تابع است. مشاهده�شده داده�های شرط به پارامترها پسین توزیع
درستنمایی تابع محاسبه بودن پیچیده دلیل به که پیشین، چگالی تابع و درستنمایی تابع حاصل�ضرب با
می�شود، ساخته پسین توزیع پایه بر که بیزی استنباط بنابراین بود. خواهد پیچیده و سخت نیز آن محاسبه
رام�نشدنی درستنمایی تابع شامل که مدلی بیزی استنباط و تحلیل نتیجه، در چالشمی�شود. و مشکل دچار

می�طلبد. را مشکل این از گذر برای راه�حلی داشتن به نیاز و توجه است،

چیست؟ ABC ٢.٢

است، غیرممکن حتی و سخت درستنمایی تابع محاسبه که مواردی در تقریبی، بیزی محاسبات الگوریتم
درستنمایی تابع صریح محاسبه به نیاز بدون را بیزی استنباط که می�دهد ارایه را روش�هایی از مجموعه�ای

می�دهد. انجام شبیه�سازی، بر مبتنی قاعده یک اساس بر مدل،
آن، دلیل که نیست دسترس در پسین توزیع بسته صورت موارد، غالب در کردیم، اشاره که همان�طور
محاسبه موارد این در چون است. نرمال�ساز ثابت آن تبع به و مدل درستنمایی تابع صورت نبودن بسته

۴Biology
۵Epidemiology

۶Phytogeography



٢۵ چیست؟ ABC .٢.٢

نوع این مورد در جزییاتی بیان به می�شود، منجر بالا بعد با انتگرال�های به یا است ممکن غیر درستنمایی
می�پردازیم. درستنمایی توابع

می�باشند، π(y|θ) = f(y|θ)
C(θ)

درستنمایی تابع دارای که هستند توزیع�هایی رام�نشدنی، توزیع�های
درستنمایی توابع این تقریب برای می�برند. ارث به C(θ) نرمال�ساز ثابت از را خود نبودن رام که به�طوری
که الگوریتم�هایی ،(٢٠٠۶) همکارن و موری می�شود. استفاده استاندارد کارلوی مونت تکنیک�های از
مونت استاندارد تکنیک�های از تعمیمی ،ABC الگوریتم دادند. توسعه را می�روند کار به حالت این در

می�دهد. ارایه پیچیده درستنمایی توابع با توزیع�های در استفاده برای را کارلویی

درستنمایی تابع در رام�نشدنی سطوح ١.٢.٢

توسط سطوح این دسته�بندی دهد. رخ متفاوتی سطوح در می�تواند درستنمایی تابع در رام�نشدنی عبارت
از رده�ای شرح به دسته�بندی این تعمیم با (٢٠٠٨) ویلکینسون و شد ارایه (٢٠٠۶) همکاران و موری

پرداخت. ABC روش�های

پارامترها از مستقل که است C نرمال�ساز ثابت از ناشی درستنمایی تابع رام�نشدنی سطح یک الف)
معلوم قسمت f(y|θ) که است، π(y|θ) = f(y|θ)

C
صورت به درستنمایی حالت این در می�باشد.

است C ثابت محاسبه مشکل حالت، این در است. y مشاهدات �ازای به احتمال (چگالی) تابع
بر پسین توزیع تقریب روش�های در پیچیدگی، سطح این البته باشد. دشوار و پیچیده می�تواند که
روش�ها این زیرا نمی�کند. وارد خللی ،MCMC نمونه�گیری روش�های مانند نمونه�گیری، اساس

هستند. نرمال�ساز) ثابت (بدون f(y|θ) دانستن نیازمند تنها

پارامتر به که است C(θ) نرمال�ساز ثابت محاسبه در درستنمایی تابع پیچیدگی از دیگری سطح ب)
برای می�شود. تعریف π(y|θ) = f(y|θ)

C(θ)
شکل به درستنمایی تابع حالت این در است. وابسته �θ

معمولا، آوریم. دست به C(θ) از تقریبی تا هست نیاز ،θ معین پارامتر با درستنمایی محاسبه
بسیار را آن محاسبه که بالاست، بعد با انتگرال شامل و است وابسته مدل به C(θ) ثابت
روش�های مانند عددی، روش��های از می�توان انتگرال�هایی چنین محاسبه برای می�سازد. مشکل
به عددی انتگرال�گیری روش�های اما کرد، استفاده (AGHQ) سازوار٧ هرمیت گاوس تربیع�بندی
مدل ساختار در کوچک تغییر یک مثال، برای ندارند. کلیت آماری استنباط روش یک عنوان
قبل، مدل ثابت محاسبه برای طراحی�شده عددی روش با که گردد جدید ثابت یک به منتج می�تواند
و می�دهند دست از بعد افزایش با را خود توانایی عددی روش�های همچنین نباشد. محاسبه قابل

می�شوند. همراه بزرگی تقریب خطای با

درستنمایی تابع است کافی ،MCMC مانند کارلویی مونت نمونه�گیری روش�های اجرای برای
(بند است پارامترها از مستقل نرمال�ساز ضریب یعنی این باشد. معلوم نرمال�ساز ضریب بدون
خود از تابعی ،C(θ) نرمال�ساز، ثابت که زمانی پارامتر�ها پسین توزیع از نمونه�گیری بنابراین الف).
نمی�توان موارد، این در مذکور روش�های تعمیم و اصلاح بدون و نیست امکان�پذیر است، پارامترها

٧Adaptive Gauss Hermit Qudrature



٢۶ تقریبی بیزی محاسبات .٢

نوع این برای را مناسب MCMC روش یک (٢٠٠۶) همکاران و موری کرد. استفاده آن�ها از
از نمونه�گیری آسانی، به می�توانند، ABC روش�های موارد، این در کردند. ارایه پیچیدگی سطح از
به است. باارزش�تر بسیار ABC روش�های اصلی هدف حال، این با دهند؛ انجام را پسین توزیع
که می�دهد قرار هدف را اصلی سطوح در درستنمایی تابع نبودن رام مشکل روش�ها این عبارتی

است. شده تشریح بعدی قسمت در

مقاله در که شد ABC روش ایده تحقق به منجر درستنمایی تابع پیچیدگی از مهمی سطح واقع، در ج)
حالت در را آماری استنباط نویسندگان این است. شده پرداخته آن به (١٩٨۴) گریتون و دیگ
در دیگر، عبارت به کردند. بررسی باشد، معلوم داده�ها تولید مکانیسم فقط که زمانی و بسامدی
بودن مفروض با اما نیست معلوم روشنی به π(y|θ) درستنمایی تابع از بخشی هیچ حالت این
که همان�طور صورت، این در شوند. تولید π(x|θ) مدل طبق می�توانند داده�ها مجموعه ،θ پارامتر
پسین توزیع از تقریبی اساس بر را استنباط ،ABC روش�های کردیم، اشاره اول فصل انتهای در

می�دهند. انجام پارامترها واقعی

توزیع تا هست نیاز درستنمایی، تابع محاسبه یا پسین توزیع چگالی تابع صورت داشتن برای بنابراین
در بالایی دقت پسین، تقریب ضمن که می�شود گرفته کار به روشی منظور، این برای شود. زده تقریب پسین
نمونه�گیری مختلف روش�های به شبیه�سازی، از استفاده با ABC روش واقع، در دارد. همراه به نیز برآورد

است. همراه پارامتر برآورد در بالایی دقت با هزینه، کاهش ضمن که می�پردازد پسین از

ABC روش کارکرد ٢.٢.٢

است. بررسی مورد آن پارامتر که است تصادفی مدل تحت داده�ها از ارزان شبیه�سازی به متکی ABCروش
{(x١, θ١), (x٢, θ٢), · · · , (xT , θT )} تحقق، زیادی تعداد از ABC روش پیشین، توزیع به توجه با
آن محاسبه بدون را درستنمایی تابع تا شده�اند، تولید پارامترها و داده�ها توام توزیع از که می�کند، استفاده

بزند. تقریب
پارامترها، و داده�ها توام توزیع از تحقق�هایی شبیه�سازی با که است صورت این به ABC عملکرد نحوه
مشابه xi آن در که می�شود، گرفته نظر در xi ∈ D ⊂ ℜn کمکی تولیدشده مشاهده با متناظر θi پارامتر
محاسبه برای است. متناظر پسین توزیع با بنابراین و است آن متناظر درستنمایی با y مشاهده�شده داده�
داده مقایسه به که می�کنیم بررسی را حالتی ،θi تولیدشده مقادیر تحت π(y|θ) درستنمایی تابع غیر�مستقیم
مشاهده�شده، داده�های با «همانند» داده�های جای به اگر می�پردازد. y واقعی داده� و xi شبیه�سازی�شده
می�دهد رخ دقیقی استنباطی روش کنیم، استفاده هستند، برابر مشاهده�شده داده با دقیقا که داده�هایی از
الگوریتم دستور صورت این در می�آید). به�وجود نمونه�گیری دلیل به که کارلو مونت خطای استثنای (به

است. ١.٢ جدول صورت به ABC
توزیع از مناسب تحققی تولید برای و ناکاراست بسیار الگوریتم این که است درک قابل به�سادگی
برای مشاهدات بردار دو دقیق برابری احتمال زیرا باشد. بزرگ بسیار T تکرار تعداد باید پسین،
با گسسته، تصادفی متغیرهای برای و است صفر برابر نظری، دیدگاه از پیوسته، تصادفی متغیرهای
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ABC الگوریتم با واقعی پسین توزیع از نمونه�گیری :١.٢ جدول

ABC نمونه�گیری دقیق الگوریتم
i = ١, · · · , T تکرار برای

کن. تولید پارامترها و مشاهدات توام توزیع از را (xi, θi) مقادیر .١
بپذیر. پسین توزیع از تحققی عنوان به را θi آن�گاه xi = y اگر .٢

تولید نتیجه در و درستنمایی تابع کاراتر تقریب برای بنابراین می�کند. میل صفر به بردار، بعد افزایش
بین همانندی ارزیابی از راه�حل کرد. عمل دیگری شکل به باید ABC روش در پسین توزیع از نمونه
یک به�وسیله مثال، عنوان به باید، تشابه این می�شود. ناشی واقعی داده�های با شبیه�سازی�شده داده�های
نمونه�های حالت این در گردد. اندازه�گیری واقعی داده�های و شبیه�سازی�شده داده�های بین اقلیدسی فاصله
کلی صورت ٢.٢ جدول داد. خواهند قرار ما اختیار در را واقعی پسین توزیع از تقریبی پذیرفته�شده،

می�دهد. نمایش حالت این در را الگوریتم

ABC الگوریتم با پسین توزیع از نمونه�گیری :٢.٢ جدول

واقعی به تولیدشده مقادیر نزدیکی اساس بر ABC نمونه�گیری الگوریتم
i = ١, · · · , T تکرار برای

کن. تولید پارامترها و مشاهدات توام توزیع از را (xi, θi) مقادیر .١
بپذیر. پسین توزیع از تحققی عنوان به را θi آن�گاه ρ(xi, y) < ϵ اگر .٢

داده�ها، بعد که زمانی یعنی دارد. را قبلی حالت مشابه مشکل نیز ABC الگوریتم نسخه این
شرط که به�طوری می�شوند، نزدیک y بردار مولفه�های به x بردار مولفه�های همه ندرت به بالاست، ،n
الگوریتم است، برقرار هم معمولا که بالا، حجم با مشاهدات برای بنابراین شود. برقرار ρ(x, y) < ϵ

استفاده با مشاهدات بعد کاهش در را راه�حل جدید، حوزه این محققین تا شد باعث نتیجه این ناکاراست.
واقعی مشاهدات با شبیه�سازی�شده مشاهدات تشابه مقایسه عبارتی، به بیابند. خلاصه�شده٨ آماره�های از
ساده�سازی این می�پذیرد. صورت اصلی، داده�های خود به�جای مشاهدات، خلاصه�شده آماره�های حسب بر
است. همراه اطلاعات از بخشی رفتن دست از با معمولا خلاصه�شده، آماره�های توسط داده�ها بعد کاهش و
توصیف، این با باشد. بسنده نظر، مورد پارامترهای برای خلاصه�شده آماره که است زمانی استثناء حالت

بود. خواهد ٣.٢ جدول صورت به ABC الگوریتم دهیم، نشان S(·) با را خلاصه�شده آماره اگر
یک تاثیرگذار مولفه� سه پیشین، توزیع کنار در معین، مدل یک برای که می�شود مشخص این�جا تا
آماره ،ρ(·) (فاصله) نرم تابع کردیم: تشریح اول فصل در که هستند همان�هایی معمول، ABC الگوریتم

٨Summary statistics
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خلاصه�شده آماره حسب بر و ABC الگوریتم با پسین توزیع از نمونه�گیری :٣.٢ جدول

خلاصه�شده آماره اساس بر ABC نمونه�گیری الگوریتم
i = ١, · · · , T تکرار برای

کن. تولید پارامترها و مشاهدات توام توزیع از را (xi, θi) مقادیر .١
بپذیر. پسین توزیع از تحققی عنوان به را θi آن�گاه ρ(S(xi), S(y)) < ϵ اگر .٢

.ϵ تحمل سطح و S(·) خلاصه�شده
احتمال تعریف و احتمال ضرب قانون از استفاده با را پارامترها و داده�ها توام توزیع از نمونه�گیری

صورت به می�توان را توام توزیع این کرد. ساده می�توان شرطی
π(y, θ) = π(θ)π(y|θ),

ابتدا که معنی این به کرد. عمل سلسله�مراتبی صورت به می�توان شبیه�سازی برای بنابراین نوشت.
به مشاهدات شرطی توزیع تحت را داده�ها سپس و کنیم شبیه�سازی π(·) پیشین توزیع از را پارامترها
شبیه�سازی معمولا کنیم. شبیه�سازی معلوم، پارامتر با درستنمایی تابع همان یا ،π(·|θ) پارامترها، شرط
مقابل، در می�کنیم. فرض معلوم کاملا را پیشین توزیع معمولا زیرا است، راحت پیشین توزیع از پارامترها
زیرا نیست؛ آسان همیشه پارامترها، بودن مفروض شرط به شرطی، مدل یک تحت داده�ها شبیه�سازی
نمونه�گیری روش�های از معمولا قسمت این برای باشد. پیچیده می�تواند داده�ها تولید تصادفی مکانیسم
ABC الگوریتم�های از مختلفی صورت�های پیدایش به منجر که می�شود استفاده اول فصل در مطرح�شده

می�پردازیم. آن�ها از برخی معرفی به ادامه در و است شده
رد واقعی، داده�های با غیرمشابه شبیه�سازی�شده داده�های غالب بالا، بعد با پارامترهای و داده�ها برای
به�دست برای بنابراین گردد. بی�فایده پسین از نمونه�گیری تا می�شود باعث شبیه�سازی�ها این شد. خواهند
هزینه خود این که شود انتخاب بزرگ باید T پسین، توزیع خوب تقریب برای مناسب نمونه اندازه آوردن

داشت. خواهد پی در بالایی

ABC مختلف الگوریتم�های ٣.٢

استاندارد ABC ابتدا می�پردازیم. ،ABC بر مبتنی نمونه�گیری اصلی الگوریتم سه معرفی به بخش این در
الگوریتم می�کنیم. تشریح را آن عملکرد مثالی با و می�کنیم بیان را (RS-ABC) ABC-رد الگوریتم یا
عین در اما می�شود. استفاده گسترده به�طور و است آسان پیاده�سازی و فهم در ABC-رد نمونه�گیری
عبارتی به باشد؛ ناکارا می�تواند کند، اختیار پیشین از را بالایی سهم پسین وزن که زمانی بودن، پرطرفدار
(نمونه�گیری کارلو مونت الگوریتم� دو جانشین، رهیافتی عنوان به می�شوند. رد پیشنهادی نمونه�های اکثر
این در را هستند موثرتر ،ABC استنباط برای پارامتر، فضای جستجوی در که مهم) نقاط و MCMC
در و هستند مزایایی دارای استاندارد ABC الگوریتم به نسبت الگوریتم دو این می�کنیم. معرفی بخش
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دارند. بیشتری اجرای پیچیدگی مقابل

ABC-رد گیری نمونه ١.٣.٢

سادگی برای است. پارامترها از برداری θ که باشد π(y|θ) مدل تحت مشاهده�شده داده� y کنید فرض
موقعیت�های بیشتر در البته ندارد. وجود مزاحم پارامتر مدل در و است عددی پارامتر یک θ کنید فرض
می�باشند. همراه نیز مزاحم پارامتر با و هستند بالا بعد با پارامتری دارای تصادفی مدل�های کاربردی
که مواردی در و می�کنند انتگرال�گیری مزاحم پارامترهای به نسبت مدل از معمولا گرفتاری این رفع برای
توزیع از نمونه�گیری یا کارلویی مونت انتگرال�گیری روش�های از است سخت و پیچیده انتگرال محاسبه
(١.١) صورت به ،π(θ|y) ،θ پسین توزیع چگالی تابع اگر می�کنند. استفاده پارامترها همه پسین توام
تقریب می�توان ABC-رد نمونه�گیری همچون استانداردی محاسبات روش به�وسیله را آن آن�گاه باشد،

زد.
همکاران و تاواری می�کند. نمونه�گیری درستنمایی، محاسبه بدون پسین توزیع از ABC روش�های
مستقل تحقق�های تولید با را θ پارامتر و دادند انجام π(y|θ) از تحقق تولید با را نمونه�گیری (١٩٩٧)
توزیع روش، این در کردند. شبیه�سازی π(x, θ) توام توزیع از {(x١, θ١), (x٢, θ٢), · · · , (xT , θT )}
کنید فرض گرفت. نظر در ،x به نسبت ،π(θ, x|y) مدل حاشیه�ای توزیع صورت به می�توان را هدف
می�توان است. y مشاهدات بردار تکیه�گاه همان D آن در که باشند شبیه�سازی�شده داده�های x ∈ D

∫نوشت
π(θ, x|y)dx ∝

∫
π(y|θ, x)π(θ, x)dx

=

∫
I(x=y)π(x|θ)π(θ)dx (١.٢)

اختیار را صفر مقدار موارد سایر در و یک مقدار x = y ازای به که است نشانگری تابع I(x=y) آن در که
استنباط در که پیشین، توزیع انتخاب کنار در که داد نشان ،(١٩٩٧) همکاران و تاواری روش می�کند.
از نمونه�گیری برای پارامترها، و داده�ها توام توزیع از شبیه�سازی�شده مشاهدات است، نیاز مورد بیزی

الزامیست. پسین توزیع
مدل�های برای را پسین توزیع از نمونه تولید الگوریتم این متاسفانه، شدیم، متذکر پیشتر که همان�طور
بررسی بالا، بعد با داده�های برای این�که اول است؛ منبع دو از ناشی هم آن دلیل می�کند. سخت�تر پیچیده�،
داده�ها جایگزینی که کردیم اشاره نیست. ممکن واقعا شبیه�سازی�شده داده�های همه برای x = y شرط
y مشاهده�شده داده�های بنابراین است. مشکل این حل برای رایج روش یک خلاصه�شده، آماره�های با
این واسطه به اگرچه می�شوند. جایگزین S(x) = sx و S(y) = sy با ترتیب به ،x شبیه�سازی�شده و
ABC بر مبتنی استنباط در خطا از سطحی و می�رود دست از موجود اطلاعات از قسمتی خلاصه�سازی
آماری مدل�های از بزرگی رده برای حتی و نیست زیاد اطلاعات نقص این موارد اکثر در اما می�شود، وارد
رابطه توصیف باشند. بسنده خلاصه�شده آماره�های بود امیدوار می�توان نمایی) توزیع�های خانواده (یعنی
ویلکینسون، (پرانگل،٢٠١١؛ است زمینه این در بررسی مورد پژوهش یک ،π(θ|x) و π(θ|s) بین

.(٢٠٠٨
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نیافتد. اتفاق است ممکن sy = sx تساوی باشد، هدف π(θ|sy) پسین توزیع که موقعی حتی دوم،
قبلا که همان�طور است. صفر مساوی برابری این احتمال هستند، پیوسته داده�ها که زمانی مثال، برای
ρϵ(sy, sx) تحمل فاصله یک ،sy = sx اکید برابری پذیرش شرط به�جای مشکل این رفع برای گفتیم،
خطا از دیگری سطح نیز رهیافت این است. نوار پهنای یا تحمل سطح همان ϵ آن در که می�کنند تعریف

می�کند. استنباط مساله وارد را
زیر صورت به که می�دهد ABC وسیله به را پارامترها از پسینی توزیع مطرح�شده، تقریب سطح دو

می�شود: تعریف

πϵ(θ|y) ∝
∫

ρϵ(sy, sx)π(sx|θ)π(θ)dx. (٢.٢)

۴.٢ جدول صورت به را ABC-رد الگوریتم (١٩٩٩) همکاران و پریچارد ،(٢.٢) عبارت به توجه با
است. همکاران و تاواری روش از تقریبی نسخه یک که دادند، ارایه

RS-ABC نمونه�گیری :۴.٢ جدول

RS-ABC نمونه�گیری الگوریتم
کن تکرار i = ١, . . . , T برای

کن. تولید π(·) پیشین توزیع از را θ′-١

کن. تولید π(·|θ′) درستنمایی از را x-٢
.θi = θ′ بده قرار آن�گاه ،ρ(S(x), S(y)) ⩽ ϵ اگر -٣
بازگرد. ١ مرحله به و کن رد را θ′ این�صورت غیر در

پذیرفته�شده پارامترهای از مجموعه�ای خروجی:

۴.٢ نمونه�گیری الگوریتم در

نیست. بسنده غالبا که است D روی تعریف�شده خلاصه�شده آماره :S(·) -

.S(D) روی فاصله تابع :ρ(·) -

است. مثبت همیشه که تحملی سطح :ϵ -

نمونه�گیری می�گیرد، شکل x کمکی متغیر اساس بر که زیر شکل به پسینی از ۴.٢ الگوریتم واقع، در
می�کند:

πϵ(θ, x|y) =
π(θ)π(x|θ)IAϵ,y(x)∫
Aϵ,y

π(θ)π(x|θ)dxdθ
, (٣.٢)

ABC اصلی ایده .IAϵ,y = {x ∈ D|ρ[sx, sy] ≤ ϵ} و است B مجموعه نشانگر تابع IB(·) آن در که
کوچک کافی) اندازه (به تحمل با همراه S(·) خلاصه�شده کافی) اندازه (به آماره از استفاده با که: است این
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یعنی کرد. ایجاد پسین توزیع از مناسب کافی) اندازه (به تقریبی بتوان می�بایست ،ϵ

πϵ(θ|y) =
∫

πϵ(θ, x|y)dx ≈ π(θ|y). (۴.٢)

اگر و هستند (٢.٢) با متناسب پسین چگالی تابع دارای ۴.٢ الگوریتم توسط پذیرفته�شده پارامترهای
داده�ها بررسی، مورد مدل�های اکثر در حال، این با می�شود. همگرا π(θ|y) پسین به آن�گاه ،ϵ → ٠
نظر در ϵ > ٠ مواقع بیشتر در است. صفر ،ϵ → ٠ وقتی پذیرش، احتمال بنابراین و هستند پیوسته
وابسته تقریب این که می�دهد را واقعی پسین توزیع از تقریبی هدف، توزیع حاضر حال در می�شود. گرفته

می�کنیم. بررسی را مثالی مطلب، شدن روشن برای است. ϵ به�ویژه و ρ(·) انتخاب به

این در می�کنیم. بررسی است، N(θ,١) توزیع از مستقل مشاهده پنج دارای که را مدلی .١.٣.٢ مثال
مدل این که کنید توجه است. (٠,١٠) فاصله در یکنواخت پیشین توزیع دارای θ می�کنیم فرض مدل
محاسبه قابل به�سادگی نرمال�سازش ثابت آن تبع به و درستنمایی تابع یعنی است، ساده آن برازش و
مثال این ،ABC روش عملکرد تشریح برای اما نیست. ABC از استفاده به نیازی نتیجه در هستند.
نشان را الگوریتم از بیشتری جزئيات ١.٢ شکل پذیرش، مکانیسم نمایش برای کردیم. مطرح را ساده
برابر فاصله تابع آمده�اند. به�دست شبیه�سازی�شده و واقعی مشاهده N = ٢٠ اساس بر نتایج می�دهد.
خط با مشاهده�شده داده�های ١.٢ شکل چپ سمت نمودار در شد. گرفته نظر در ρ(x, y) = ||x− y||٢
رنگی پذیرفته�شده تحقق دو شده�اند. داده نمایش خاکستری رنگ با شبیه�سازی�شده داده�های و مشکی
پارامتر� دو که می�دهد نشان را شبیه�سازی�شده پارامترهای مقادیر ١.٢ شکل راست سمت نمودار هستند.
خط ،ϵ تحمل سطح هستند. رنگ خاکستری شده�اند، رد که پارامتر�ها باقی و قرمز رنگ با پذیرفته�شده

است. مشخص راست سمت نمودار در که است نارنجی
مختلف مقادیر به توجه با را است) نرمال هسته با متناسب (که پسین چگالی تابع برآورد ،٢.٢ شکل
برآورد ٢.٢ شکل چپ سمت نمودار شد. گرفته نظر در N = ١٠٠٠ شکل این در می�دهد. نمایش ϵ
سمت نمودار است. چین نقطه صورت به واقعی پسین و پررنگ خط با خروجی از حاصل پسین چگالی
مقادیر و هستند قرمز پذیرفته�شده مقادیر می�دهد. نشان را شبیه�سازی�شده پارامترهای ، ٢.٢ شکل راست
ترتیب به پایین، به بالا از سطرها همچنین هستند. رنگ خاکستری گرفته�اند، قرار ϵ خط از بالاتر که رد
می�دهد نشان ٢.٢ شکل نمودارهای بررسی هستند. ϵ برای ٠٫ ٢۵ و ٠٫ ١ ،٠٫ ٠۵ ،٠٫ ٠١ مقادیر با متناظر
حجم علت به ،ϵ کوچکترین برای می�شود. حاصل ϵ ≈ ٠٫ ٢ با سوم و دوم سطر برای تقریب بهترین که
قبلی بخش�های در مطرح�شده ناکارایی همان این و است زیاد برآورد خطای پذیرفته�شده، نمونه کوچک
پذیرفته حالت�ها بقیه به نسبت شبیه�سازی�شده پارامترهای از بیشتری حجم ،ϵ مقدار بزرگترین برای است.
بین ستد٩ و داد یک عمل در می�دهد. افزایش را پذیرفته�شده پارامترهای واریانس پیامد این می�شوند.

گردند. تعیین چارچوبی اساس بر باید که دارد، وجود ϵ و خطا میزان
نتیجه ٣.٢ شکل داد. افزایش (بسنده) خلاصه�شده آماره�های از استفاده با می�توان را الگوریتم کارایی
صورت (در بسنده آماره از استفاده با کلی به�طور است. ȳ بسنده آماره اساس بر RS-ABC الگوریتم
واقعی پسین توزیع همان تقریبا است، کوچک ϵ وقتی حدی توزیع ،۴.٢ نمونه�گیری الگوریتم و وجود)

٩Trade-off
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توزیع چپ سمت نمودار است. نرمال مدل اساس بر ۴.٢ الگوریتم تکرار ٢٠ برای خروجی :١.٢ شکل
می�دهد. نشان را پذیرفته مقادیر راست سمت و شبیه�سازی�شده و واقعی داده تجربی تجمعی

استفاده ٢.٢ شکل سطرهای با متناظر شبیه�سازی�شده داده�های مشابه تعداد از ٣.٢ نمودار سطر هر است.
با متناظر ABC الگوریتم دقت کاهش می�شود. بالا دقت به منتج یابد کاهش تعداد این اگر می�کند.

است. خلاصه�شده آماره در بعد افزایش

بعد با بسنده خلاصه�شده آماره از استفاده که است این می�شود، فرستاده ٣.٢ شکل از که پیغامی
در اما است. مشهود به�خوبی شکل این نمودارهای در که دهد، افزایش را الگوریتم کارایی می�تواند کم
پارامترهای برای بسنده�ای آماره هیچ و هستیم مواجه بالا بعد با داده�های با معمولا واقعی، موقعیت�های
استفاده کم بعد با (غیربسنده) خلاصه�شده آماره�های از باید صورت این در یافت. نمی�توان علاقه مورد
با می�شود. الگوریتم کارایی کاهش باعث که می�رود، دست از اطلاعات از مقداری کار این با البته کرد.

می�کنند. انتخاب را خلاصه�شده آماره بهترین که موجودند روش�هایی حال، این

به ABC در تقریبی خطاهای می�شود، استفاده پسین توزیع تقریب برای متفاوتی سطوح از وقتی
اطلاعات دادن دست از با دوم خطای است؛ کارلویی مونت نمونه�گیری از ناشی خطا یک می�آید: وجود
چگالی تابع برآورد در که خطایی و می�آید؛ وجود به نیست) بسنده معمولا (که S(·) از استفاده دلیل به

می�آید. وجود به ϵ > ٠ از استفاده علت به هدف
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پایین، به بالا از سطرها است. نرمال توزیع از تکرار ١٠٠٠ اساس بر ١.٢ الگوریتم خروجی :٢.٢ شکل
θها افقی محور نمودارها تمام در هستند. ϵ برای ٠٫ ٢۵ و ٠٫ ١ ،٠٫ ٠۵ ،٠٫ ٠١ مقادیر با متناظر ترتیب به

هستند.

خلاصه�شده، آماره�های از استفاده و (١.١) تعریف به توجه با را ABC پسین توزیع چگالی تابع
نوشت: زیر صورت به می�توان

πABC(θ|sy) ∝ π(sy|θ)π(θ), (۵.٢)
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شده�اند نتیجه S(y) = ȳ بسنده آماره اساس بر که ٢.٢ شکل مشابه نمودارهای :٣.٢ شکل

آن در که

π(sy|θ) =
∫

π(y|θ)K
(
sx − sy

ϵ

)
dx. (۶.٢)

تابع برای ABC تقریب به�عنوان (۶.٢) عبارت و است ABC پسین چگالی تابع ،(۵.٢) عبارت
می�شود. محسوب درستنمایی

،ABC الگوریتم�های در که است آن کرد توجه آن به باید که مهمی نکته زیربخش، این پایان از قبل
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ممکن پیشین توزیع�های این زیرا است، ناکارا بسیار گاهی�بخش١٠، ناآ پیشین توزیع از استفاده عمل در
بنابراین گیرند. قرار پسین توزیع کم�چگال نواحی در که کنند پیشنهاد را پارامتر فضای از مقادیری است
که قسمت�هایی از یا می�شوند تولید یکنواخت به�طور یا پسین توزیع از پیشنهادی مقادیر حالت، این در

می�شوند. انتخاب است،� کم آن�ها در واقعی پسین چگالی تراکم

ABC مهم نقاط گیری نمونه ٢.٣.٢

الگوریتم خروجی می�دهد. نشان را (IS-ABC) ABC مهم نقاط نمونه�گیری الگوریتم یک ۵.٢ جدول
با .{(θi, wi)}١≤i≤T یعنی آن�هاست؛ با متناظر وزن�های و مدل پارامترهای از T حجم به نمونه یک

صورت به می�توان را h(θ) مانند تابعی هر خروجی T∑این
i=١ h(θi)wi∑T

i=١wi

, (٧.٢)

احتمال در (٧.٢) برآوردگر بزرگ، T برای که دادند نشان (٢٠١١) پرانگل و (١٩٩۶) لیو کرد. برآورد
به

E(h(θ)w)

E(w)
=

E(h(θ)E(w|θ))
E(w|θ)

=

∫
h(θ)E(w|θ)g(θ)dθ∫
E(w|θ)g(θ)dθ

, (٨.٢)

است. E(w|θ)g(θ) با متناسب چگالی� تابع تحت h(θ) ریاضی امید (٨.٢) عبارت می�گردد. همگرا
است. ABC پسین چگالی تابع با مساوی چگالی این ،۵.٢ جدول برای

هستند: طرح قابل زیر نکته چند IS-ABC الگوریتم مورد در

وزن�ها این با متناظر θi مقادیر عمل در و می�شوند صفر ۵.٢ جدول الگوریتم وزن�های از تعدادی •
شد. خواهند حذف نمونه از

این در .g(θ) = π(θ) که است وقتی ،۵.٢ جدول در IS-ABC الگوریتم خاص حالت یک •
بود. خواهد RS-ABC نمونه�گیری الگوریتم همان نتیجه حالت

استفاده که معمول، انتخاب یک کرد. استفاده می�توان متفاوت هسته توابع از الگوریتم، ٣ گام در •
چنان�چه می�باشد. یکنواخت هسته تابع است، رایج RS-ABC نمونه�گیری الگوریتم در آن از
این در ساخت. دیگر IS-ABC الگوریتم یک ٣ گام تغییر با می�توان نباشد، یکنواخت K(·)

شکل به وزن تابع صورت،�

w = K
(
sx − sy

ϵ

)
π(θ′)

g(θ′)
(٩.٢)

(١.١) همان هدف توزیع الگوریتم این با داد، نشان می�توان مشابه استدلالی با می�شود. تعریف
است.

١٠Noninformative priors
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شود. کوچک می�تواند (٧.٢) برآوردگر واریانس ،g(·) مناسب انتخاب با •

IS-ABC نمونه�گیری :۵.٢ جدول

ABC مهم نقاط نمونه�گیری الگوریتم
i = ١, · · · , T تکرار برای

کن. تولید g(·) پیشنهادی توزیع از را θ′ .١
کن. تولید π(·|θ′) درستنمایی از را x .٢

،wi = π(θ′)/g(θ′) بده قرار ،K((sx − sy)/ϵ) احتمال با .٣
.wi = ٠ بده قرار صورت این غیر در

.wi متناظر وزن�های همراه به θi مقادیر از مجموعه�ای خروجی:

ABC مارکوفی زنجیر کارلوی مونت نمونه�گیری ٣.٣.٢

است. شده ارایه ۶.٢ جدول در (MCMC-ABC) ABC مارکوفی زنجیر �کارلوی مونت الگوریتم
ثابت و مطرح است، یکنواخت انتقال هسته که حالتی برای را الگوریتم این (٢٠٠٣) همکاران و ماجروم
توزیع�های از استفاده الگوریتم، نسخه این معرفی انگیزه است. (۵.٢) چگالی تابع هدف چگالی کردند
الگوریتم در پیشین�ها این از استفاده شدیم، متذکر قبلا که همان�طور زیرا، بود. گاهی�بخش ناآ پیشین
نواحی در که است پیشنهادی مقادیر تولید آن�هم دلیل سازد. ناکارآمد بسیار را الگوریتم می�تواند ABC
،MCMC از استفاده با ،(٢٠١٠) فان و سیزن می�گیرند. قرار کوچک) احتمال (با کم�چگال پسینی

دادند. تعمیم را الگوریتم و دادند ارایه ABC برای دیگری نسخه
به�جای ،MCMC الگوریتم از استفاده با ،ABC نسخه این در RS-ABC روش با مقایسه در
زنجیر یک تشکیل با یعنی می�کنیم. استفاده k(·|·) مارکوف هسته از پیشین توزیع از مستقیم استفاده
محاسبه بدون پسین، توزیع برای تقریبی باشد، همگرا پسین) (توزیع خود مانای توزیع به که مارکوف
قضیه از استفاده با و می�کنیم نمونه تولید k(·|θi) از منظور این برای می�آوریم. به�دست درستنمایی، تابع

می�زنیم: تقریب زیر شکل به را پسین توزیع ارگودیک

π(θ|y) ≈ π(θ)

T

T∑
i=١

π(y|xi, θ), (١٠.٢)

ببینید). را یک (فصل است π(x|θ) چگالی دارای و مستقل داده�های از مجموعه�ای x آن در که
متروپولیس- نمونه�گیری خاص طور به و ،MCMC نمونه�گیری ،MCMC-ABC الگوریتم در
درستنمایی از استفاده بدون ،πABC(θ, x|y) ،ABC هدف توزیع از نمونه�ای تولید برای هستینگز،
صورت به پیشنهادی توزیع الگوریتم، این در .(٢٠٠٣ همکاران، و (ماجروم است شده طراحی رام�نشدنی
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است: زیر

k[(θ′, x′)|(θ, x)] = k(θ′|θ)π(x′|θ′). (١١.٢)

k(θ′|θ) پیشنهادی توزیع از θ′ جدید مقدار است، (θ, x) حالت در الگوریتم که هنگامی واقع، در
گام عبارتی به می�شود؛ تولید π(·|θ′) مدل از x′ جدید مقدار ،θ = θ′ شرط با سپس می�شود. شبیه�سازی
به استدلال این با می�یابد. انتقال (θ′, x′) به (θ, x) از زنجیر بنابراین می�شود. انجام ۶.٢ الگوریتم دوم
مانا، توزیع این به رسیدن برای می�کنیم. پیدا دست πABC(θ, x|y) مانای توزیع با مارکوف زنجیر یک

یعنی بگذاریم. دقیق تعادل شرط روی را خود تاکید باید

πABC(θ, x|y)p[(θ′, x′)|(θ, x)] = πABC(θ
′, x′|y)p[(θ, x)|(θ′, x′)], (١٢.٢)

می�شود: تعریف زیر صورت به (متروپولیس-هستینگز) MCMC انتقال احتمال آن در که

p[(θ′, x′)|(θ, x)] = k[(θ′, x′)|(θ, x)]α[(θ, x), (θ′, x′)], (١٣.٢)

باشد. ١ از کمتر که است حالتی در MCMC-ABC الگوریتم پذیرش احتمال α آن در که
و K(.) ،S(·) انتخاب به تقریب این دقت است. (۵.٢) پسین توزیع برای تقریبی ارایه ABC ایده
واقعی پسین به ABC پسین آن�گاه ،ϵ → ٠ و باشد همانی تابع S(·) اگر مثال، برای دارد. بستگی ϵ
می�افتد. اتفاق نیز باشد نظر مورد پارامتر بسنده آماره S(·) که حالتی برای همگرایی این می�گردد. همگرا

MCMC-ABC نمونه�گیری :۶.٢ جدول

MCMC-ABC نمونه�گیری الگوریتم
πϵ(θ, x|y) هدف توزیع از (θ(٠), s(٠)) تحقق داشتن با

کن تکرار i = ١, . . . , T برای
کن. تولید k(·|θ(i−١)) مارکوف هسته از را θ′-١

کن. تولید π(·|θ′) درستنمایی از را x-٢
.six = sx و θi = θ بده قرار و بپذیر را θ ،min

{
١, K((sx−sy)/ϵ)

K((s
(i−١)
x −sy)/ϵ)

π(θ)k(θ(i−١)|θ)
π(θ(i−١))k(θ|θ(i−١))

}
احتمال ٣-با

.six = s
(i−١)
x و θi = θ(i−١) بده قرار صورت این غیر در

θi مقادیر از مجموعه�ای خروجی:

چیست؟ ۶.٢ الگوریتم در ρ(sx, sy) ≤ ϵنقش که شود ظاهر خواننده ذهن در سوال این است ممکن
است. K((sx − sy)/ϵ) همان ρ(sx, sy) ≤ ϵ که می�کنیم تاکید پاسخ در
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محاسبه لحاظ به بنابراین و نیست درستنمایی تابع محاسبه شامل ۶.٢ الگوریتم در استفاده�شده احتمال
می�شود تولید نمونه�ای ،MCMC-ABC نمونه�گیری الگوریتم از استفاده با است. سودمند ABC برای
زنجیر حرکت احتمال یعنی ،۶.٢ الگوریتم پذیرش احتمال است. πϵ(θ, x|y)هدف توزیع دارای تقریبا که
(متروپولیس-هستینگز)، MCMC الگوریتم چارچوب در iام، مرحله در ،(θ′, x′) به (θ(i−١), x(i−١)) از
و (١١.٢) ،(٣.٢) ،(١٣.١) به توجه با واقع، در است. min

{
١, α[(θ(i−١), x(i−١)), (θ′, x′)]

}
برابر

داریم ،ABC پسین توزیع شکل

α[(θ(i−١), x(i−١)), (θ′, x′)] =
πABC(θ

′, x′|y)
πABC(θ(i−١), x(i−١)|y)

× k[(θ(i−١), x(i−١))|(θ′, x′)]

k[(θ′, x′)|(θ(i−١), x(i−١))]

=
πϵ(θ

′, x′|y)
πϵ(θ(i−١), x(i−١)|y)

× k(θ(i−١)|θ′)π(x(i−١)|θ(i−١))
k(θ′|θ(i−١))π(x′|θ′)

=
π(θ′)π(x′|θ′)IAϵ,y(x

′)

π(θ(i−١))π(x(i−١)|θ(i−١))IAϵ,y(x
(t−١))

× k(θ((i−١))|θ′)π(x(i−١)|θ(i−١))
k(θ′|θ(i−١))π(x′|θ′)

=
π(θ′)k(θ(i−١)|θ′)

π(θ(i−١))k(θ′|θ(i−١))
IAϵ,y(x

′)︸ ︷︷ ︸
πϵ(y|x′,θ′)
πϵ(y|x,θ)

, (١۴.٢)

پذیرش احتمال و (١۴.٢) عبارت به توجه با است. شده تعریف (٣.٢) رابطه در IAϵ,y آن در که
رام�شدنی محاسبه یک بنابراین نیست. رام�نشدنی درستنمایی تابع مستقیم محاسبه به نیازی نتیجه�شده،

به�صورت را تصمیم تابع اگر شود. انجام آسانی به می�تواند که داریم

πϵ(y|x, θ) =

١ ρ(s(x), s(y)) ≤ ϵ اگر

٠ صورت این غیر در
(١۵.٢)

می�گیرد. قرار πϵ(y|x′, θ′) درستنمایی تابع به�جای IAϵ,y(x
′) نشانگر تابع (٣.٢) به توجه با کنیم، تعریف

دقیق تعادل شرط می�دهیم نشان ،min{١, α[(θ, x), (θ′, x′)]}صورت به پذیرش احتمال تعریف با
تضمین را ABC هدف مانای توزیع به همگرایی شرط این برقراری که کردیم اشاره قبلا است. برقرار
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نوشت می�توان (١۴.٢) و (١٣.٢) از استفاده با می�کند.

πABC(θ, x|y)p[(θ′, x′)|(θ, x)] = πABC(θ, x|y)k[(θ′, x′)|(θ, x)]α[(θ, x), (θ′, x′)]

= πABC(θ, x|y)k(θ′|θ)π(x′|θ′)

× πϵ(y|x′, θ′)π(θ′)k(θ|θ′)
πϵ(y|x, θ)π(θ)k(θ′|θ)

= πϵ(y|x, θ)π(θ)π(x|θ)k(θ′|θ)π(x′|θ′)

× πϵ(y|x′, θ′)π(θ′)k(θ|θ′)
πϵ(y|x, θ)π(θ)k(θ′|θ)

= πϵ(y|x′, θ′)π(θ′)π(x′|θ′) k(θ|θ′)π(x|θ)︸ ︷︷ ︸
k[(θ,x)|(θ′,x′)]

= πABC(θ
′, x′|y)p[(θ, x)|(θ′, x′)] (١۶.٢)

است. برقرار مذکور شرط بنابراین
آماره�های از استفاده با MCMC-ABC الگوریتم در ،i ≥ ٠ برای ،(θi, xi) نمونه�های تولید عمل در
زمانی�که به�ویژه می�گردد، زمان و هزینه کاهش باعث کار این است. کاراتر و راحت�تر خیلی خلاصه�شده
است آن نمونه�گیری روش این دیگر جالب ویژگی یک باشد. پیچیده و بزرگ xi کمکی داده� مجموعه
وابسته θ′ پیشنهادی بردار و π(y|θ′) درستنمایی تابع واقعی مقدار به مستقیم به�طور آن پذیرش نرخ که
به حرکت می�کنیم، استفاده (١۵.٢) تصمیم تابع در یکنواخت هسته از که زمانی است بدیهی است.
نسبت با متناسب احتمالی با حالت این و ρ(s(x), s(y)) ≤ ϵ که می�شود پذیرفته زمانی (θ′, x′) سمت

.(٢٠٠٧ همکاران، و (سیزن می�افتد اتفاق درستنمایی
نمود توزیع دم�های در به�ویژه حالت این می�یابد. کاهش پذیرش نرخ ،ϵ کوچک تحمل سطح برای
الگوریتم مواقع این در می�گیرد. قرار ندرت به کم�چگال پسینی نواحی در زنجیر نتیجه، در دارد. بیشتری
می�توان را خاص حالت دو دارد. RS-ABC الگوریتم به نسبت بیشتری پذیرش نرخ MCMC-ABC

کرد: ذکر

است. وابسته پیشین توزیع به فقط ۶.٢ الگوریتم پذیرش احتمال آن�گاه ،k(θ|θ′) = k(θ′|θ) اگر .١

احتمال آن�گاه ،(π(θ)k(θ′|θ) = π(θ′)k(θ|θ′) ،θ ̸= θ′ برای (یعنی باشد بازگشتی k(·|·) اگر .٢
پیشنهادی. نمونه تمام پذیرش یعنی این و می�شود یک برابر پذیرش

تعادل شرط توسط را آن برقراری بالا در (که زنجیر بودن ارگودیک فرض با بیان�شده، مطالب به توجه با
کرد. استفاده π(θ, x|y) پسین تقریب برای شبیه�سازی�شده نمونه�های از می�توان دادیم)، نشان دقیق
و MCMC-ABC الگوریتم توسط تولیدشده آغازین نمونه�های ،MCMC نمونه�گیری روش�های مشابه
(که گذاشت کنار استنباط انجام برای می�توان را (۴.٢ و ۶.٢ (جداول RS-ABC الگوریتم همچنین
فراموش را اولیه حالت مارکوف زنجیر زیرا است)، MCMC روش�های در داغیدن١١ مشابه مفهومی

می�کند. پیدا کاهش محاسبات هزینه اولیه، مراحل حذف با نتیجه در می�کند.
١١Burn-in
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سطح و ρ(·) فاصله ،S(·) خلاصه�شده (آماره تنظیم�کننده پارامتر�های به خوب ABC تقریب داشتن
به ϵ زمانی�که به�ویژه است. ϵ تحمل سطح تقریب، عامل مهم�ترین و موثرترین دارد. بستگی (ϵ تحمل

می�شود. دقیق�تر ABC الگوریتم می�رود، صفر سمت
با را π(θ|y) که به�طوری زد؛ تقریب مجزا به�طور می�توان را ،π(θ|y) واقعی، پسین چگالی تابع
مساله وارد خطا منبع سه زدن تقریب این در زد. تقریب πABC(θ|sy) با را π(θ|sy) و π(θ|sy)
تقریب در ABC پسین تقریب خطای ،πABC(θ|sy) پسین تقریب در کارلویی مونت� خطای می�شوند:
موکول ٣ فصل به مبحث این تشریح .π(θ|y) تقریب در π(θ|sy) تقریب خطای و π(θ|sy) پسین

می�شود.

راه�حل�ها و عیوب ۴.٢

یا سخت خیلی درستنمایی تابع محاسبه که مواردی در ،ABC مختلف روش�های و الگوریتم از استفاده
دارای y مشاهدات اگر است. π(θ|y) واقعی پسین برای تقریبی آوردن به�دست برای است، ناممکن
داشته وجود داده�ها برای کوچک بعد با خلاصه�شده آماره یا باشد، همانی تابع S(·) و باشد کوچکی بعد
باشد، بالا خلاصه�شده آماره یا داده�ها بعد وقتی صورت، این غیر در است. پذیر امکان تقریب این باشد،
به نتیجه این شد. خواهند رد بیشتری نمونه�های و می�یابد کاهش پیشنهادی نمونه�های پذیرش احتمال

است. محاسبات در کارایی عدم معنی
را ABC تقریب خطای می�توان کوچک، کافی اندازه به ϵ انتخاب با حالت این در نظری، دیدگاه از
بعد با داده�های حل برای که استدلالی و بحث نیست. واضح چندان توانایی این عمل در اما کرد. کنترل
البته باشند. بسنده آماره�های برای تقریبی که است خلاصه�شده�ای آماره�های از استفاده است، مطرح بالا
چنین کردن پیدا برای کلی روش یک ساخت این�که مهم�تر و نیست راحت چندان آماره�هایی چنین تعریف
پرانگل، و (فرنهد پذیرفته�شده کلی رویکرد یک است. ناممکن حتی و سخت اوقات بیشتر آماره�هایی،
آماره عنوان به پارامترها پسین میانگین از استفاده ،(٢٠١٠ همکاران، و سیسلری ٢٠١٠؛ بلام، ٢٠١٠؛
هدف که دارد، π(θ|y) پسین محاسبه به نیاز خود پسین میانگین محاسبه البته است. بهینه خلاصه�شده
و اولیه طرح یک در مطرح�شده شبیه�سازی روش�های از استفاده راه�حل�ها، از یکی است. بحث اصلی

است. بهینه خلاصه�شده آماره از برآوردی آوردن به�دست



٣ فصل

ABC روش�های نظری چارچوب

مقدمه

پسین توزیع تقریب در که خطایی به نسبت باید ABC روش�های شد، گفته قبل فصل در که همان�طور
واقعی پسین چگالی به πABC(θ|sy) پسین چگالی تابع که به�طوری کنند، برقرار تعادلی می�شود، ایجاد
حالتی در باشد. نزدیک π(θ|y) به π(θ|ρ(sx − sy) ≤ ϵ) تقریب حداقل یا باشد، نزدیک π(θ|y)
تقریبی به می�توان باشد، بسنده آماره از تقریبی یا مشاهدات از همانی تابعی S(·) خلاصه�شده آماره که
تقریب خطای کاهش راهکارهای از برخی به نظری، به�طور فصل، این در بود. امیدوار واقعیت به نزدیک
این غیر در امکان�پذیرند. باشد، کوچک S(·) بعد که حالتی برای فقط راهکارها این می�پردازیم. ABC

بود. خواهد زیاد تقریب، کارلوی مونت خطای صورت
به�طوری است، مساله بر حاکم شرایط کردن تضعیف بر مبتنی است، مطرح که راهکارهایی از یکی
با را، خوبی بسیار تقریب πABC برای می�توان راهکار، این با گردد. π(θ|y) شبیه πABC(θ|sy) که
کالبیدن١ که ویژگی یک از منظور، این برای آورد. به�دست مدل، مرکزی پارامتر برآورد دقت به توجه
و (روت است شده کالیبره خوبی به که ABC الگوریتم�های از یکی می�کنیم. استفاده می�شود، نامیده
را ABC پسین توزیع یک الگوریتم، این می�شود. نامیده نوفه�دار٢ ABC الگوریتم ،(٢٠١٣ صادق،
در مطرح�شده کارلوی مونت روش�های می�تواند هم و دارد خوبی استنباطی ویژگی هم که می�دهد نتیجه

.(٢٠٠٨ (جنتینگ، کند بررسی را الگوریتم کالبیدن و دقت تا ببرد، به�کار خوبی به را ٢ فصل
است شده ثابت ،(٢٠٠٢ (بیومونت، کالبیدن و دقت معیارهای روی انجام�شده بررسی�های اساس بر
کوچکی بعد آماره این است. ،E(θ|y) پارامترها، پسین میانگین همان نیاز مورد خلاصه�شده آماره که
در پارامتر�ها پسین میانگین که هنگامی عمل، در می�دارد. نگه پایین نسبتا را کارلو مونت خطای و دارد
فرنهید می�یابیم. دست نظر مورد خلاصه�شده آماره به بسنده آماره�های برآورد از استفاده با نیست، دسترس
مطرح را خودکار٣ نیمه ABC روش خلاصه�شده، آماره�های انتخاب مشکل حل برای (٢٠١١) پرانگل و

١Calibration
٢Noisy ABC

٣Semi-automatic ABC
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شبیه�سازی طرح یک از استفاده با که می�کند فراهم را چارچوبی خودکار نیمه ABC حقیقت در کردند.
برآورد پارامترهاست، پسین توزیع میانگین همان که را، بهینه خلاصه�شده آماره بتوان اولیه۴، آزمایشی

کرد.

نوفه�دار ABC و کالبیدن ١.٣

توزیع مناسب تقریب برای نیاز مورد ویژگی یک که می�پردازیم، کالبیدن مفهوم معرفی به بخش، این در
حتی ،٢ فصل در ABC الگوریتم�های هدف توزیع معمول، به�طور که، می�دهیم نشان می�باشد. پسین
می�شود، نامیده نوفه�دار ABC که ساده اصلاح یک با نیست. کالیبره ،ϵ نوار پهنای کوچک مقادیر برای

.(٢٠١١ همکاران، و (دین است شده کالیبره که یافت دست هدفی توزیع به می�توان
می�کند. تعیین مکرر نمونه�گیری طبق را می�دهند رخ q مثلا احتمال با که را پیشامدهایی کالبیدن،
توزیع مثال، به�عنوان می�گیرد. انجام می�شود، وارد مدل به که خطایی اساس بر مکرر نمونه�گیری این
می�دهیم نشان مثال یک با و می�کنیم تعریف رسمی به�طور را کالبیدن ادامه در است. شده کالیبره پیشین
جانشین الگوریتمی نیست. کالیبره شد، معرفی استاندارد ABC عنوان به که ،(۵.٢) پسین توزیع که
اما استاندارد ABC پسین طبق ABC نوع این است. نوفه�دار ABC الگوریتم است، شده کالیبره که
از معمول خلاصه�شده آماره�های به�جای یعنی می�شود؛ ارزیابی تصادفی خلاصه�شده آماره�های اساس بر

می�شود. استفاده شده�اند، جمع نوفه یک با که خلاصه�شده آماره�های

چیست؟ کالبیدن ١.١.٣

تحت مدل، این پسین توزیع برای که تقریبی بگیرید. نظر در θ پارامتر و y داده با را π(y|θ) احتمالی مدل
s = S(y) که به�طوری می�دهیم، نشان (g, s) با را می�شود تعریف پارامترها، برای π(θ) پیشین توزیع
کنید توجه است. s پسین چگالی تابع g = g(θ; s) و y حسب بر خلاصه�شده آماره� مشاهده�شده مقدار
لزوما ،g(θ; s) یعنی آن، پسین چگالی تابع اما باشد π(s|y)است ممکن S خلاصه�شده آماره چگالی تابع
از تحقق یک آن�گاه باشیم، داشته را y مشاهده اگر ایده، این اساس بر بنابراین، نیست. یکی π(θ|s) با

است. g(θ; s) پسین، چگالی تابع برای تقریب یک و بود خواهد s ،S
بیان g(θ; s) = πABC(θ|s) با می�توان را استاندارد ABC پسین چگالی تابع نمادگذاری، این با
این با می�کند استفاده ،g(θ; s) به�عنوان ،ABC پسین چگالی تابع از نوفه�دار ABC الگوریتم کرد.

صورت به آن در گرفته�شده به�کار خلاصه�شده آماره که تفاوت

s = S(y) + ϵx, (١.٣)

دارای می�تواند که است نوفه جمله ϵ و می�شود تولید K(·) هسته با چگالی از x آن در که می�شود، تعریف
می�کنیم. تعریف را کالیبره تقریب یک اکنون باشد. نرمال توزیع

۴Pilot design
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و باشد پارامتر فضای از زیرمجموعه� یک A پیشامد کنید فرض (٢٠١١ (پرانگل، .١.١.٣ تعریف
می�کنیم تعریف λ > ٠ برای .q ∈ [٠,١]

Eq,λ(A) =

{
s :

∣∣∣∣∫
θ∈A

g(θ; s)dθ − q

∣∣∣∣ ≤ λ

}
. (٢.٣)

به λ > ٠ هر برای و باشد، P (s ∈ Eq,λ(A)) > ٠ ،q و A هر برای اگر است، کالیبره (g, s) تقریب
باشیم داشته کوچک، کافی اندازه

lim
λ→٠

P (θ ∈ A|s ∈ Eq,λ(A)) = q. (٣.٣)

آماره�های و داده�ها و پیشین توزیع از پارامترها مکرر نمونه�گیری طبق که است آن بیانگر (٣.٣) عبارت
به را q احتمال نیز g(θ; s) تقریب آن�گاه باشد، q برابر پیشامد�ی نسبی فراوانی اگر مدل، از خلاصه�شده
یعنی می�باشند. یکدیگر معادل و هم تکمیل�کننده (٣.٣) و (٢.٣) عبارت دو می�دهد. نسبت پیشامد آن

∫∣∣∣∣اگر
θ∈A

g(θ; s)dθ − q

∣∣∣∣ ≤ λ,

آن�گاه

−λ ≤
∫
θ∈A

g(θ; s)dθ − q ≤ λ,

نوشت می�توان ∫که
θ∈A

g(θ; s)dθ = q ± λ.

بنابراین

lim
λ→٠

∫
θ∈A

g(θ; s)dθ = q.

پارامترها در موجود واقعی قطعیت عدم بیانگر تقریبا g پسین تقریب که است این کالبیدن، نتیجه
است.

نوفه�دار ABC الگوریتم ٢.١.٣

نمونه�گیری الگوریتم�های به مرحله یک تا کافیست نوفه�دار، ABC نمونه�گیری الگوریتم آوردن به�دست برای
صفر به ϵ چنان�چه الگوریتم این در است. شده بیان ١.٣ جدول در مرحله این کنیم. اضافه ۶.٢ و ۵.٢
ادامه در .(٢٠١٠ پرانگل، و (فرنهید می�شود معادل استاندارد ABC با نوفه�دار� ABC آن�گاه کند، میل
می�دهد نشان که می�کنیم مطرح نوفه�دار ABC و ABC الگوریتم�های کالبیدن ویژگی مورد در قضیه دو
استاندارد ABC نمونه�گیری الگوریتم شرایطی تحت و است کالیبره نوفه�دار ABC نمونه�گیری الگوریتم

باشد. کالیبره می�تواند نیز
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نوفه�دار ABC الگوریتم در تصادفی خلاصه�شده آماره مرحله افزودن :١.٣ جدول

نوفه�دار ABC
می�گردد: اضافه ۶.٢ و ۵.٢ نمونه�گیری الگوریتم�های به زیر گام

.s = S(y) + ϵx بده قرار و کن شبیه�سازی K(·) از را x

است. کالیبره g(θ; s) آن�گاه ،g(θ; s) = π(θ|s) اگر (٢٠١٠ پرانگل، و (فیرنهد .٢.١.٣ قضیه

کافی اندازه به λ برای که گونه�ای به باشند، ثابت q و A و g(θ; s) = π(θ|s) کنید فرض برهان.
داریم ،s ∈ Eq,λ(A) برای .P (s ∈ Eq,λ(A)) > ٠ ∫کوچک،

θ∈A
π(θ|s)dθ = q + δs(λ) (۴.٣)

به�جای π(s|y, θ) دادن قرار همچنین و ،(۶.٢) و (۵.٢) روابط از استفاده با .(δs(λ)) < λ که به�طوری
(y (تکیه�گاه D و s ∈ Eq,λ(A) به نسبت (۴.٣) طرفین از انتگرال�گیری سپس و K((sx − sy)/ϵ))

نوشت ∫می�توان
θ∈A

π(θ)

∫
s∈Eq,λ(A)

π(y|θ)π(s|y, θ)dydsdθ =

∫
s∈Eq,λ(A)

(q + δs(λ))dyds.

نتیجه ∫در
θ∈A

π(θ)

∫
s∈Eq,λ(A)

π(y, θ)

π(θ)

π(s, y, θ)

π(y, θ)
dydsdθ = (q + δ(λ))

∫
s∈Eq,λ(A)

dyds.

بنابراین ∫و
θ∈A,s∈Eq,λ(A)

π(θ, y, s)dθdyds = (q + δ(λ))

∫
s∈Eq,λ

dyds = (q + δ(λ))P (s ∈ Eq,λ(A)),

بودن کالیبره صفر، سمت به λ دادن میل و ١.١.٣ تعریف به توجه با نتیجه در .|δ(λ)| ≤ λ آن در که
می�شود. اثبات g(θ; s)

شده ارایه جبری، صورت به ،(٢٠١٠) پرانگل و فیرنهد ١ قضیه در ٢.١.٣ قضیه برای دیگری برهان
توزیع�های گفت می�توان این�جا تا بنابراین است. کالیبره نوفه�دار ABC الگوریتم می�دهد نشان که است
بودن کالیبره برای نیاز مورد شرایط این�که منظور به هستند. کالیبره نوفه�دار، ABC و پسین پیشین،

داریم ،(۶.٢) و (۵.٢) رابطه دو از استفاده با گردد، حفظ نوفه�دار ABC

πABC(θ|s) ∝ π(θ)

∫
π(s|θ)K((sx − sy)/ϵ)ds, (۵.٣)

تعبیر K(·) هسته و s واقعی پسین چگالی تابع از پیچشی به�عنوان می�توان را (۵.٣) رابطه انتگرال که
باشد. شده تولید (٢.٣) رابطه توسط s که به�طوری کرد
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پسین توزیع داد نشان او شد. مطرح (٢٠٠٨) ویلکینسون توسط مرتبطی ایده زمینه، همین در
در است. معادل واقعی پسین توزیع با مدل، خطای برای مناسب پذیره یک تحت استاندارد، ABC
کردن ضعیف با که ،ABC نمونه�گیری از حاصل پسین تقریب تا کرد پیشنهاد (٢٠٠٨) ویلکینسون واقع،
هسته تابع یک و هدف توزیع پیچش از که کنترل�شده تقریب یک با را می�آید، به�دست پذیرش شرایط
است: زیر صورت به ABC متناظر هدف توزیع حالت این در کنیم. جایگزین می�شود، نتیجه اختیاری

πϵ(θ, x|y) =
π(θ)π(x|θ)Kϵ(y − x)∫

π(θ)π(x|θ)Kϵ(y − x)dsdθ
, (۶.٣)

الگوریتم خروجی که منظر این از دیدگاه این است. ϵ نوار پهنای با پارامتری هسته تابع Kϵ(·) آن در که
از که است آزادی درجه نیز خروجی بودن کنترل�پذیر دلیل است. جالب می�گردد، کنترل کامل به�طور
ABC الگوریتم به را ارزش با مرحله یک (٢٠٠٨) ویلکاکسون می�شود. نتیجه هسته تابع انتخاب
یک به منجر ،Kϵ(·) در خطا از حاصل توزیع آن�گاه گردد، خطا شامل مدل اگر که گونه�ای به افزود،
روش عمل در شد. خواهد شامل را پسین در خطا متغیر از دقیقی شبیه�سازی که می�شود ABC الگوریتم
در هسته گرفتن نظر در به توجه با که دارد استاندارد ABC الگوریتم در اصلاح یک به نیاز ویلکینسون
از حاصل پیچش برای و شده رد یا پذیرش مرحله در بیشتر گام یک شامل جدید الگوریتم ،x شبیه�سازی

می�دهد. ارایه را بالایی کران Kϵ(·) هسته
که می�دهد نشان و می�دهد ارایه شرایط، شدن ضعیف تحت نادرست، کالبیدن برای کرانی زیر قضیه
استاندارد ABC الگوریتم بودن کالیبره قضیه، این است. کالیبره تقریبا کوچک ϵ برای استاندارد ABC

شرط دو تحت را

و است صفر K(·) میانگین (١

هستند کراندار K(·) گشتاورهای همه (٢

می�کند. بررسی هسته، تابع برای

برای و q احتمال و A پارامتر فضای از زیرمجموعه�ای برای کنید فرض (٢٠١١ (پرانگل، .٣.١.٣ قضیه
کوچک، کافی اندازه به λ > ٠ هر

P (s ∈ Eq,λ(A)) > ٠ (٣

�باشند. تحلیلی x در P (θ ∈ A, s+ x ∈ Eq,λ(A)) و P (s+ x ∈ Eq,λ(A)) (۴

s هر برای صورت، این در

lim
λ→٠

P (θ ∈ A|s ∈ Eq,λ(A)) = q +O(ϵ٢).
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پارامترها پسین برآورد برای خطا سه و تقریب سطح سه ٢.٣

می�دهد. رخ خطا سه ABC روش�های از استفاده با پسین توزیع تقریب در که کردیم اشاره دوم فصل در
به خطا دومین می�دهد. رخ پسین توزیع تقریب در که است کارلویی مونت خطای سبب به خطا اولین
پسین چگالی تابع زمانی�که یعنی می�باشد؛ اصلی داد�ه�های به�جای S(·) خلاصه�شده آماره از استفاده علت
تقریب در آماری نرم و هسته از استفاده از ناشی خطا سومین می�شود. زده تقریب π(θ|sy) با π(θ|y)
با π(θ|sy) پسین چگالی تابع تقریب یعنی است؛ ABC از استفاده با خلاصه�شده آماره پسین توزیع
ABC الگوریتم کارلوی مونت خطای ،١.٢.٣ زیربخش در ابتدا، بخش این در .π(θ|ρ(sx, sy) ≤ ϵ)

سطح و خلاصه�شده آماره�های انتخاب به نسبت خطا این که می�دهیم نشان به�ویژه می�کنیم، بررسی را
آماره�های از استفاده از ناشی پسین تقریب خطای ٢.٢.٣ زیربخش در سپس است. تاثیرپذیر ϵ تحمل
از آن پی در و می��پردازیم دقت معیار تعریف به بخش، این در می�دهیم. قرار بحث مورد را خلاصه�شده
٣.٢.٣ زیربخش در نیز انتها در می�کنیم. استفاده بهینه خلاصه�شده آماره عنوان به ABC پسین میانگین

می�پردازیم. پسین تقریب در نرم و هسته) (یا تحمل آستانه خطای انتخاب بررسی به

ABC کارلو مونت خطای ١.٢.٣

نوع سه هر برای را خطا این می�پردازیم. ABC الگوریتم کارلوی مونت خطای بررسی به بخش این در
سه هر برای که داد خواهیم نشان کرد. خواهیم بررسی کردیم، معرفی دوم فصل در که ABC الگوریتم
نمونه�گیری مثال، عنوان به هستند. حساس و وابسته مشابه عوامل به کارلو مونت خطای الگوریتم،
است. حساس کوچک ϵ به نسبت آن� مجانبی رفتار و است وابسته الگوریتم پذیرش نرخ به RS-ABC

RS-ABC نمونه�گیری

مهم نقاط نمونه�گیری الگوریتم از (θi, wi)١≤i≤T خروجی با π(θ|sy) تقریب ،٢.٣.٢ بخش به توجه با
در ABC پسین چگالی تابع برآورد به�عنوان می�توان را است)، آن از خاصی حالت رد نمونه�گیری (که

کرد: استفاده زیر شکل به h(θ) مثل تابعی عددی برآورد برای و گرفت نظر

ĥABC(θ) =

∑T
i=١ h(θi)wi∑T

i=١wi

. (٧.٣)

�Tهای برای برآوردگر این مجانبی واریانس هستند. یک یا صفر wiها ،۵.٢ الگوریتم رد نمونه�گیری در
است: زیر به�صورت بزرگ

V ar(h(θ)|sy)
Tacc

, (٨.٣)

کسر مخرج و h(θ) برآوردگر برای ABC پسین واریانس کسر، صورت آن، در که

Tacc = T

∫
π(θ|sy)π(θ)dθ,
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ABCتقریب π(θ|sy) که باشید داشته خاطر (به است انتظار مورد پذیرفته�شده تکرارهای تعداد که است،
به ABC تقریب از حاصل برآوردگر واریانس که است واضح (٨.٣) از است). (۶.٢) درستنمایی با
بود. خواهد بیشتر برآردگر دقت باشد، بزرگ�تر پذیرش نرخ چه هر است. وابسته الگوریتم پذیرش نرخ

IS-ABC گیری نمونه

وزن�های بین وابستگی دلیل به مهم نقاط نمونه�گیری اساس بر پسین میانگین برآوردگر واریانس محاسبه
دقت که معمول روش ببینید). را ٢٠١١ پرانگل، و ١٩٩۶ (لیو، است پیچیده ،h(θ) مقادیر و wi

(١٩٩٨ منگ، و (گلمن (ESS) موثر۵ نمونه حجم از استفاده می�کند، تعیین را مهم نقاط نمونه�گیری
T با است برابر ،Tess ،ESS آن�گاه باشند، یک برابر میانگین دارای نرمال�شده وزن�های اگر است.
،h(θ) توابع اکثر برای است شده داده نشان .(١٩٩۶ (لیو، وزن�ها دوم توان�های میانگین بر تقسیم
لیو .Tacc جای به Tess کردن جایگزین با البته است، (٨.٣) برابر تقریبا ،(٧.٣) برآوردگر واریانس
گزاره همین ۵.٢ نمونه�گیری الگوریتم تصادفی وزن�های دهد نشان که کرد استفاده وز�ن�هایی از (١٩٩۶)

داد. خواهد نتیجه را
پیشنهادی توزیع g(·) آن در که می�شود، w(θ)استفاده = Xπ(θ)/g(θ)وزن�های از ،۵.٢ الگوریتم در
می�توان سادگی به است. p(X = ١) = K((sx − sy)/ϵ) با مستقل برنولی تصادفی متغیر یک X و
امید این که کنید دقت .E(wn|θ) = E(X|θ)

(
π(θ)
g(θ)

)n
،n > ٠ صحیح عدد برای گرفت، نتیجه

این برای .E(X|θ) = π(θ|sy) و می�شود محاسبه شبیه�سازی�شده داده�های برای �،s مقادیر روی ریاضی
صورت به ESS الگوریتم،

Teff =
TE٢

g (w)

Eg(w٢)
, (٩.٣)

پیشنهادی چگالی تابع تحت ریاضی امید که است آن تاکید برای g زیرنویس آن، در که می�شود محاسبه
همچنین می�شود. محاسبه

Eg(w) = Eg(E(w|θ))

=

∫
π(θ|sy)π(θ)dθ. (١٠.٣)

و

Eg(w
٢) = Eg(E(w٢|θ))

=

∫
π(θ)

g(θ)
π(θ|sy)π(θ)dθ. (١١.٣)

است مطلوب چون می�پردازیم. ،Teff/T ماکسیمم به توجه با بهینه پیشنهادی توزیع بررسی به اکنون
شود، می�نیمم ،

∫ q(θ)
g(θ)

q(θ)dθ با است متناسب که ،E٢
g (w) باید یابد، کاهش کارلو مونت واریانس

۵Effective Sample Size
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وزن�ها این�که و (١٩٩۶) لیو به توجه با است. π(θ|sy)١/٢π(θ) با متناسب چگالی q(θ) که به�طوری
زیرا کرد؛ کراندار ١ حول ،g(θ)انتخاب با می�توان، را

∫ q(θ)
g(θ)

q(θ)dθ انتگرال هستند، ١ میانگین دارای
صورت به را آن می�توان

Eg(w
٢) =

∫
q٢(θ)

g٢(θ)
g(θ)dθ (١٢.٣)

= ١+ V ar(
q(θ)

g(θ)
), (١٣.٣)

برای انتخاب این .g(θ) = q(θ) دهیم قرار کافیست بهینه پیشنهادی توزیع آوردن دست به برای نوشت.
این اساس بر می�کند. می�نیمم را نظر مورد کران و صفر را (١٣.٣) عبارت واریانس پیشنهادی، توزیع

داریم پیشنهادی توزیع

Eg(w
٢) = Eg(E(w٢|θ))

= Eg

(
E(X|θ)(π(θ)

g(θ)
)٢
)

= Eg

(
π(θ|sy)(

π(θ)

g(θ)
)٢
)

=

∫
π(θ|sy)(

π(θ)

g(θ)
)٢g(θ)dθ

=

∫
π(θ|sy)

(π(θ))٢

g(θ)
dθ

=

∫
π(θ|sy)

(π(θ))٢

π(θ)(π(θ|sy))١/٢
dθ

=

∫
π(θ|sy)١/٢π(θ)dθ

= Eπ

(
π(θ|sy)١/٢

)
. (١۴.٣)

همچنین

Eg(w) = Eg

(
π(θ|sy)

π(θ)

g(θ)

)
=

∫
π(θ|sy)

π(θ)

g(θ)
g(θ)dθ

= Eπ(π(θ|sy))

= V arπ(π(θ|sy)١/٢) + E٢
π(π(θ|sy)١/٢). (١۵.٣)

می�شود: تبدیل زیر صورت به ESS ،(١۵.٣) و (١۴.٣) عبارت دو به توجه با

Tess = Tacc

((
V arπ(π(θ|sy)١/٢) + E٢

π(π(θ|sy)١/٢)
)٢

Eπ (π(θ|sy)١/٢)

)

=

(
V ar٢π(π(θ|sy)١/٢)
Eπ (π(θ|sy)١/٢)

+ E٣
π

(
π(θ|sy)١/٢

)
+ ٢V arπ(π(θ|sy)١/٢)Eπ

(
π(θ|sy)١/٢

))
.

(١۶.٣)
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بنابراین .Tess ≥ Tacc که است بدیهی است. وابسته Tacc به موثر نمونه حجم که می�کنید مشاهده
منظر (از را دقیق�تری استنباط�های مراتب به می�تواند IS-ABC نمونه�گیری از استفاده که است واضح
پدید به منجر کوچک، خیلی Tess البته کند. فراهم RS-ABC نمونه�گیری به نسبت کارلو) مونت خطای
معنی این به شوند. اطمینان قابل غیر استنباط نتایج می�شود باعث و شده نامتعادل۶ وزن�های آمدن
که می�یابند افزایش نیز پذیرفته�شده نمونه�های و خطا) (افزایش می�یابد افزایش کارلو مونت واریانس که
.Tess = Tacc نباشد، وابسته θ به π(θ|sy) که زمانی می�گردد. ϵ تحمل سطح حد از بیش کاهش باعث

MCMC-ABC نمونه�گیری

هسته بررسی به حال این با است. سخت�تر MCMC-ABC الگوریتم در کارلو مونت خطای تحلیل
انتقال تابع تا شود انتخاب شکلی به پیشنهادی هسته است این بر سعی می�پردازیم. k(·|·) پیشنهادی
برای می�گردد. کنترل پذیرش احتمال میانگین توسط اول درجه در کارلو مونت خطای دارد. نگه ثابت را
π(θ) آن مانای توزیع که شود انتخاب طوری k(·|·) و باشد یکنواخت هسته K کنید فرض کار سادگی
بتوان و π(θ)k(θi−١|θ)/{π(θi−١)k(θ|θi−١)} ≈ ١ نمونه�گیری iام مرحله در دیگر، عبارت به باشد.
:(٢٠١١ (پرانگل، می�شود تعریف زیر صورت به پذیرش احتمال میانگین گرفت. نادیده را نسبت ∫∫این

πABC(θ|sy)k(θ′|θ)π(θ′|sy)dθdθ′ =
(∫

π(θ)π(θ|sy)dθ
)
×∫∫

πABC(θ|sy)k(θ′|θ)
πABC(θ

′|sy)
π(θ′)

dθdθ′. (١٧.٣)

و است MCMC الگوریتم برای فعلی و پیشنهادی مقادیر میانگین بیان�کننده حقیقت در انتگرال این
(١٧.٣) تساوی راست سمت است. آمده π(θ′|sy) از که ′θای برای پذیرش احتمال میانگین همچنین
احتمال میانگین بیان�کننده ،(١٧.٣) راست سمت اول عبارت است. آمده به�دست (۵.٢) از استفاده با
برابر ،k(θ′|θ) از مستقل نمونه�گیری برای راست، سمت عبارت دومین می�باشد. رد الگوریتم پذیرش
موضعی حرکت انتقال هسته و برسد (قله) خود اوج به پیشین به نسبت ABC پسین اگر می�شود. یک
١ ≪ ،(١٧.٣) راست سمت عبارت دومین آن�گاه تصادفی)، زدن قدم الگوریتم (مانند کند پیشنهاد را

شد. خواهد

مجانبی ویژگی�های

همان که است، وابسته
∫
π(θ|sy)π(θ)dθ به اکیدا کارلو مونت خطای معرفی�شده، الگوریتم سه هر در

خلاصه�شده آماره که حالتی در و ϵ کوچک تحمل سطح برای زیر لم می�باشد. رد الگوریتم پذیرش میانگین
است. اثبات قابل مشابه، به�طور گسسته، حالت برای می�کند. مشخص را پذیرش احتمال باشد، پیوسته

باشند: برقرار زیر بند دو از یکی کنید فرض .١.٢.٣ لم

K(·) هسته تابع دامنه و پیوسته S = sy در ،π(s) خلاصه�شده، آماره حاشیه�ای چگالی تابع الف)
باشد. متناهی

۶Imbalanced weight
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∫
|xi|K(x)dx و کراندار بالا از |∂π(s)/∂si| ،i هر برای و باشد پیوسته مشتق�پذیر π(s) چگالی تابع ب)

باشد. کراندار

،ϵ → ٠ وقتی ∫آن�گاه
π(θ|sy)π(θ)dθ = π(sy)ϵ

d + o(ϵd), (١٨.٣)

است. sy بعد d آن در که

نوشت می�توان ،π(θ|sy) تعریف از استفاده با و (۶.٢) ،(۵.٢) به توجه با ∫برهان.
π(θ|sy)π(θ)dθ =

∫∫
K((sx − sy)/ϵ)π(sx|θ)π(θ)dθdsx

=

∫
ϵdK(x)

∫
π(sy + ϵx|θ)π(θ)dθdx

=

∫
ϵdK(x)

∫
π(sy + ϵx, θ)

π(θ)
π(θ)dθdx

=

∫
ϵdK(x)π(sy + ϵx)dx.

بنابراین است. شده حاصل x = (sx − sy)/ϵ متغیر تغییر با و θ روی انتگرال�گیری از تساوی دومین
نوشت می�توان ینسن٧ نامساوی به توجه ϵ−d∣∣∣∣با

∫
π(θ|sy)π(θ)dθ − π(sy)

∣∣∣∣ ≤ ∫ K(x)|π(sy + ϵx)− π(sy)|dx.

است. شده داده� نشان O(١) با شرط دو هر در کران این
،K(x) > ٠ برای |x| مقدار که می�کنیم تعریف طوری را cثابت می�کنیم. بررسی را (الف) شرط ابتدا
اگر که دارد وجود δ > ٠ ،sy در π(s) پیوستگی تعریف به توجه با و γ > ٠ هر برای گردد. ماکسیمم
داریم ،ϵ < ϵγ هر برای بنابراین، .ϵγ = δ/c می�دهیم قرار .|π(sy+x)−π(sy)| < γ آن�گاه ،|x| < δ∫

K(x)|π(sy + ϵx)− π(sy)|dx ≤ γ. (١٩.٣)

است. ϵ(x) < δ باشد، K(x) > ٠ که x هر ازای به نامساوی این در
تیلور قضیه و پیوسته مشتق�پذیری ویژگی کمک به می�کنیم. بررسی را (ب) شرط اکنون

π(sy + ϵx) = π(sy) +
∑
i

ϵxiri(x),

بسط جایگذاری با بنابراین .|∂π(·)/∂si| از است تابعی و تیلور بسط باقیمانده ri(x) جمله آن در که
یعنی می�گردد. متناهی کران ،|ri(x)| ≤ R فرض با و (١٩.٣) عبارت در آمده دست ∫به
K(x)|π(sy + ϵx)− π(sy)|dx ≤ ϵR

∑
i

∫
|xi|K(x)dx = O(١).

٧Jensen’s inequality
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خطای ،ϵd کوچک مقادیر دارند. تاثیر کارلو مونت خطای روی ϵ و S(·) که می�دهد نشان لم این
باشد، داده�ها از کوچکی بعد با خلاصه�ای ،S(·) که است ایده�آل بنابراین می�کنند. بزرگ را کارلو مونت
روی همچنین و π(θ|sy) تقریب در ABC روش دقت روی ϵ انتخاب باشد. بسنده θ پارامتر برای یا

می�گذارد. تاثیر نیز کارلو مونت خطای و (١٨.٣) پذیرش احتمال میانگین
شده بررسی نیز ١.٣.٢ بخش در که کرد معرفی بعد تاثیر عنوان به می�توان را ١.٢.٣ لم که کنید توجه
مشاهدات به دسترسی می�شود. بررسی کند، می�نیمم را خطا که بهینه ϵ انتخاب ،٣.٢.٣ بخش در است.
ابعاد دارای معمولا که بسنده آماره�های تقریب روی بر تمرکز به�جای تا می�کند ایجاد را انگیزه این واقعی،
یک با می�توانند که اندازه�گیری، صحت و دقت شامل بهینه�سازی، رویکردهای برخی از هستند، بزرگ

کنیم. استفاده آیند، دست به خلاصه�شده آماره�های از مجموعه

(غیربسنده) آماره�ها از استفاده در پسین تقریب خطای ٢.٢.٣

خلاصه از ناشی پسین، توزیع تقریب خطای از دومی سطح شد، اشاره ٢.٣ بخش ابتدای در که همان�طور
قسمتی نیستند. بسنده غالبا که است خلاصه��شده�ای آماره�های از استفاده قالب در داده�ها محسوس کردن
و (٢٠٠٨) ماجروم و جویس توسط خلاصه�شده، آماره�های انتخاب و موضوع این روی بر تحقیقات از
اندازه روی را انتخاب اساس (٢٠٠٨) ماجروم و جویس است. گرفته صورت (٢٠١٢) پرانگل و فرنهید
کالیبره و استنباطی دیدگاه از (٢٠١٢) پرانگل و فرنهید دادند. قرار بسندگی تقریب مفهوم به مربوط
کار اساس آن�ها پرداختند. خلاصه�شده آماره�های انتخاب به هدف، توزیع برآورد برای ABC تقریب بودن
عبارت به نهادند. بنیان است، ABC کالیبره�شده به�خوبی نسخه که تصادفی خلاصه�شده آماره بر را خود
ارایه را هدف توزیع چندک�های از (مناسبی) صحیحی برآوردهای که دادند پیشنهاد را الگوریتمی دیگر
آماره همان علاقه، مورد پارامتر پسین توزیع ریاضی امید که دریافتند (٢٠١٢) پرانگل و فرنهید می�دهد.
معیار رو، این از است. وابسته زیان٨ تابع انتخاب به بهینه انتخاب این البته است. بهینه خلاصه�شده

شد. معرفی پارامتر�ها پسین برآورد در دقت معیار عنوان تحت که کردند معرفی دیگری

خلاصه�شده آماره�های انتخاب و دقت

سنجش در دیگر معیار یک باید و نیست کافی پسین تقریب خطای کاهش برای خود خودی به کالبیدن
معیار همان کمیت، این برساند. حداقل به را پسین تقریب خطای که گیرد قرار استفاده مورد ABC
نمی�دهد ارایه ما به را پارامتر برآورد از دقتی بودن کالیبره اما است کالیبره پیشین توزیع است. دقت
پسین تقریب در برآورد دقت ماکسیمم داشتن دنبال به �همیشه طرفی، از .(٢٠١٠ پرانگل، و (فیرنهد
یک هستیم. زمینه این در زیان توابع بررسی به ناچار پسین برآورد در دقت بررسی برای هستیم. ABC
برای برآوردی θ̂ و پارامتر واقعی مقدار θ٠ کنید فرض است. خطا٩ دوم توان زیان تابع طبیعی، انتخاب

است: زیر شکل به می�شود، استفاده زمینه این در که زیان توابع از رده�ای باشد. θ٠

L(θ٠, θ̂;A) = (θ٠ − θ̂)TA(θ٠ − θ̂), (٢٠.٣)

٨ Loss function٩Quadratic loss function
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توجه با است. پارامترها بعد معرف p که است، p بعد با مثبت١٠ معین وزن ماتریس یک A که به�طوری
است. زیان تابع این کردن می�نیمم هدف ،(٢٠١٢) پرانگل و فیرنهد استنباطی دیدگاه به

خلاصه�شده آماره بهینه انتخاب به که می�گردد حاصل نتایجی می�کند، میل صفر سمت به ϵ که زمانی
انتخاب ،A کامل١١ رتبه وزنی ماتریس انتخاب هر برای می�دهد، نشان زیر قضیه می�شود. منجر S(·)
برای فقط قضیه این است. واقعی پسین میانگین همان که است، sy = E(θ|y) بهینه، خلاصه�شده آماره
است. B ماتریس اثر ،tr(B) از منظور زیر در دارد. کاربرد نوفه�دار ABC و استاندارد ABC روش�های

باشد. p × p مثبت معین A کامل رتبه ماتریس کنید فرض ،٢٠.٣ تعریف به توجه با .٢.٢.٣ قضیه
باشد. θ واقعی پسین توزیع واریانس ماتریس ،Σ ماتریس کنید فرض همچنین

.tr(AΣ) با است برابر ،E(L(θ, θ̂;A)|y) خطا، دوم توان تابع می�نیمم ،θ̂ = E(θ|y) برای الف)

پسین بر مبتنی خطا دوم توان زیان تابع می�نیمم ،ϵ → ٠ چنان�چه آن�گاه ،sy = E(θ|y) اگر ب)
(تابع زیان تابع ریاضی امید نتیجه در می�شود. حاصل θ̂ = EABC(θ|sy) ازای به ،ABC

است. tr(AΣ) همان مخاطره١٢)،

یک است، E(θ|y) ریاضی امید خطا، دوم درجه زیان تابع میانگین می�نیمم�کننده که نتیجه این برهان.
محاسبه برای ببنید. را (١٩٩۴) اسمیت و برنارد مثال، عنوان به است. بیزی آمار در استاندارد نتیجه

داریم می�نیمم، مقدار

E
(
(θ − E(θ|y))TA(θ − E(θ|y))

)
= tr

{
E
(
(θ − E(θ|y))TA(θ − E(θ|y))

)}
= tr

{
AE

(
(θ − E(θ|y))(θ − E(θ|y))T

)}
= tr(AΣ).

و تعریف به بنا .EABC(θ|s) = E(θ|y) ،ϵ → ٠ زمانی�که دهیم نشان تا است کافی ب) قسمت برای
علاوه�براین می�گردد. πABC(θ|sy) = π(θ|s) احتمال١، با ،ϵ → ٠ وقتی

EABC(θ|s) =
∫

θπ(θ|s)dθ,

آنگاه ϵ −→ ٠ چنانچه طرفی از
π(θ|s) P−→ π(θ|y).∫

θπ(θ|sy)dθ = رابطه می�شوند)، s تولید به منجر (یعنی هستند سازگار s با که yهایی تمام برای بنابراین
می�شود. حاصل نظر مورد نتیجه بنابراین بود. خواهد برقرار E(θ|y)

با ABC تقریب از حاصل پسین میانگین تا می�شود باعث خطا دوم توان زیان تابع از استفاده
از دیگری ویژگی�های تطبیق باعث زیان، توابع سایر از استفاده باشد. مشابه واقعی پسین میانگین

١٠Positive definite
١١Full rank

١٢Risk function
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تطبیق به خطا١٣ مطلق قدر زیان تابع مثال، برای می�گردد: واقعی پسین و ABC پسین توزیع�های
تابع میانگین دیگری خلاصه�شده آماره�های است ممکن حالت، این در البته می�انجامد. پسین میانه�های
شدن بزرگ باعث ،d > p پارامترها، بعد از بزرگتر بعدی با آماره�هایی چنین البته کنند. می�نیمم را زیان

ببینید). را ١.٢.٣ (لم می�شوند کارلو مونت خطای

استفاده ABC تقریب در نظر مورد آماره عنوان به آن از بسنده، آماره وجود صورت در .٣.٢.٣ نتیجه
این�که دلیل به اما دارد. را پارامتر مورد در نمونه در موجود اطلاعات تمام بسنده آماره زیرا می�کنیم.
خلاصه�شده آماره از باید ندارد، وجود بسنده آماره آن�ها در غالبا که داریم کار و سر مدل�هایی با معمولا

کرد. استفاده غیربسنده

آماره�های با مقایسه در غیربسنده آماره�های از استفاده عملی نتایج تفاوت به مثالی در (٢٠١۴) رابرت
می�دهیم. قرار تحلیل مورد را رابرت مثال مشابه این�جا در پرداخت. بسنده

داده�ها، واقعی توزیع عنوان به ،N(θ١ = ٠, θ٢ = ١) توزیع از مشاهده ١٠٠ مثال این در .۴.٢.٣ مثال
میانگین از مثال این در .θ٢ ∼ Gamma(٢,۵) و θ١ ∼ N(١٠٠, sd = ١٠) کردیم فرض کردیم. تولید
استفاده غیربسنده آماره�های عنوان به mad و میانه آماره�های از و بسنده آماره�های عنوان به واریانس و
گرفتیم. کمک محاسبات انجام برای شبیه�سازی، داده ١٠۶ از استفاده با RS-ABC تقریب از کردیم.
لازم را نکته دو بیان شکل، این در می�دهد. نمایش آماره�ها از دسته دو هر برای را نتایج ١.٣ شکل

می�دانیم:

آماره�های عنوان به واریانس و میانگین از زمانی�که پارامترها پسین توزیع ،١.٣ شکل به توجه با .١
است. واریانس و میانگین بودن بسنده هم آن علت است. پهن�تر است، شده استفاده خلاصه�شده

است. شده توصیف بهتر برآوردگرها واقعی قطعیت عدم که معنی این به

ایجاد استنباط نتیجه در زیادی تفاوت مثال، این در غیربسنده، و بسنده آماره�های از استفاده .٢
قابل نتایج می�تواند دارند، کوچکی بعد که غیربسنده�ای آماره�های از استفاده بنابراین است. نکرده

کرده�ایم. تشریح قبلی مباحث در نظری به�طور را مساله این دهد. حاصل را اعتمادی

خلاصه�شده آماره انتخاب��های سایر

ماجروم و جویس نمونه، عنوان به شده�اند. انجام خلاصه�شده آماره انتخاب مورد در مختلفی مطالعات
بررسی به (٢٠١٠) بالدینگ و نونس دادند. قرار بسندگی تقریب مفهوم بر را انتخاب اساس ،(٢٠٠٨)
به نیاز روش�ها این از یک هر اجرای و ارزیابی پرداختند. خطا دوم توان میانگین و آنتروپی١۴ مفهوم
آن به تشریح به (٢٠١٠ پرانگل، و (فرنهید خودکار نیمه ABC به موسوم روشی در که دارد شبیه�سازی
نمونه�گیری روش روی بر خلاصه�شده آماره انتخاب برای را تاکیدش (٢٠١٠b) بلام است. شده پرداخته
در توضیحی متغیرهای برای روش�ها این اجرای داد. قرار تجربی١۵ درستنمایی روش از استفاده و رد

١٣Absolute error loss
١۴Entropy

١۵Empirical likelihood
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و میانه خلاصه�شده آماره�های اساس بر (θ١, θ٢) پارامترهای حاشیه�ای پسین چگالی نمودار :١.٣ شکل
پایینی). هیستوگرام (دو واریانس و میانگین و بالایی) هیستوگرام (دو mad

زمان�بری و سخت کار متغیرها ممکن زیرمجموعه�های همه کاووش زیرا است، سخت رگرسیونی مدل�های
است.

خودکار نیمه ABC مشابه که طرحی از استفاده با را خلاصه�شده آماره (٢٠٠٩) همکاران و وگمن
مرتبط داد�ه�های و پیشین توزیع از پارامتر بردارهای از مجموعه�ای آن�ها رهیافت در کردند. تولید بود،
برآورد همزمان جزیی١۶ دوم توان�های کمترین روش از استفاده با سپس می�شوند. شبیه�سازی مدل از
انتخاب روش، این در می�شوند. انجام بعد کاهش و خلاصه�شده آماره�های انتخاب عنوان به پارامترها
می�گردد. تعیین متقابل١٧ سنجی اعتبار معیار اساس بر توضیحی، متغیرهای مختلف ترکیب�های بین از
بین از آماره�ها بین همبستگی تا می�شود باعث روش، این در نیز، موضعی١٨ خطی رگرسیون از استفاده

برود.

نرم و هسته) (یا تحمل آستانه از استفاده در پسین تقریب خطای ٣.٢.٣

جای به π(θ|ρ(sx, sy) ≤ ϵ) از نمونه�گیری با اغماض غیرقابل خطای یک کردیم، اشاره که همان�طور
انتظار ،ρ(·) معقول فاصله و ϵ کوچک کافی اندازه به تحمل سطح با حقیقت در می�دهد. رخ π(θ|sy)
کنیم قبول باید اما بزند. تقریب خوبی به را π(θ|sy) واقعی توزیع π(θ|ρ(sx, sy) ≤ ϵ) توزیع که می�رود

١۶Partial least square
١٧Cross-validation

١٨Local linear regression
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تقریب در خطا ایجاد باعث و نمی�شود یکی واقعی هدف توزیع با وجه هیچ به π(θ|ρ(sx, sy) ≤ ϵ)

یک واقع در و شده پذیرفته پارامتر فضای از نقطه هر بزرگ، کافی اندازه به ϵ ازای به طرفی، از می�گردد.
مطالعاتی π(θ|sy) و π(θ|ρ(sx, sy) ≤ ϵ) تفاوت زمینه در شد. خواهد نتیجه پیشین توزیع از نسخه
عنوان به شده�اند. منتهی ϵ برای بالا کران آوردن دست به برای نظری نتایج به که پذیرفته�اند، صورت
اختصار، به ادامه، در کرد. اشاره (٢٠١١) همکاران و دین و (٢٠٠٧) همکاران و سیزن به می�توان نمونه،

می�پردازیم. تقریب بر تحمل سطح و فاصله تابع انتخاب تاثیر به

فاصله تابع انتخاب

معمولا ،ABC روش�های به مربوط متون در کردیم. معرفی اول فصل در را مختلف (نرم) فاصله توابع
(پیتر، مختلف تجربی مطالعات البته می�شود. استفاده اقلیدسی، فاصله تابع به�ویژه ،Lp نرم توابع از
ندارد. ABC از حاصل تقریب روی بر ملاحظه�ای قابل تاثیر فاصله تابع انتخاب که داده�اند نشان (٢٠٠٩

هسته یا تحمل سطح انتخاب

بیشتر محاسبات هزینه با کوچکتر ϵ زیرا است. محاسباتی قدرت موضوع یک ،ϵ تحمل سطح انتخاب
را ϵ که است این (٢٠٠١ همکاران، و (بیومونت تحمل سطح انتخاب استاندارد روش است. مرتبط
که است آن دیگر روش می�کنند. انتخاب ρ(sy, sx) شبیه�سازی�شده فاصله از کوچکی صدک عنون به
الگوریتم از اولیه نمونه یک برای چگالی برآورد یک چگالی، تابع برآورد ناپارامتری روش�های اساس بر
پرانگل و فیرنهد کنیم. انتخاب مناسب برآورد نوار پهنای عنوان به را ϵ سپس و آوریم دست به ABC

کردند. مطرح است، صفر مخالف که بهینه ϵ بر مبتنی را دیدگاهشان (٢٠١١)
خطای برای جدیدی روش ،(٢٠٠٩) همکاران و راتمن زمینه، این در دیگر دیدگاه�های از نظر صرف
معین مدل یک در برازش خوبی برای زمینه این در مشخصی ابزار آن�ها کردند. ارایه ABC تقریب
در مدل از اضافی پارامتر یک عنوان به را ϵ تحمل سطح که بود این آن�ها اساسی ایده کردند. پیشنهاد

توزیع مبنای بر نیز را آن و کرده وارد توام پسین توزیع

π(θ, ϵ|y) ∝ ξ(ϵ|y, θ)πθ(θ)πϵ(ϵ), (٢١.٣)

نیز πϵ(·) و πθ(·) توابع می�کند. ایفا را مدل درستنمایی تابع نقش ξ(ϵ|y, θ) که به�طوری کنند، برآورد
پیشگوی چگالی تابع عنوان به ξ(ϵ|y, θ) دیدگاه، این در هستند. ϵ و θ با متناظر پیشین� توزیع�های
یک کنید توجه باشد. شده تولید π(x|θ) از x که به�طوری است، ،y و θ شرط به ،ρ(sy, sx) پیشین١٩
دارد. وجود (٢١.٣) هدف توزیع با (١۵.٢) توزیع یعنی (٢٠٠٨) ویلکینسون هدف توزیع بین رابطه

کنیم. جایگزین ϵ با را (y − x) اگر هستند معادل هدف توزیع دو این
این کردند. معرفی نامیدند، ABCµ را آن که دیگری ABC الگوریتم (٢٠٠٩) همکاران و راتمن
یک با را ξ(ϵ|y, θ) ،(٢١.٣) توام پسین توزیع از MCMC زنجیر شبیه�سازی از استفاده با الگوریتم
انتخاب برای ϵ حاشیه�ای پسین توزیع از حالت، این در می�کند. جایگزین ناپارامتری هسته تقریب

١٩Prior predictive density
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خوب، برازش از منظور یابند. دست مدل از خوبی برازش به که به�طوری می�برند، به�کار آن برای مقداری
همکارنش و راتمن تاکید که آن�جا از می�باشد. معقول و معتبر فاصله یک در θ پارامترهای گرفتن قرار
توزیع نمی�شود، شمرده مجاز داده�ها از دوباره استفاده بیزی دیدگاه در و است داده�ها از دوباره استفاده به
و مشاهدات شرط به ϵ شرطی توزیع و ϵ پیشین توزیع اساس بر را، فوق پسین) توزیع (یعنی هدف
بر آن، از می�توان بنابراین می�کنند. تعریف ،(ϵ, θ) به نسبت درستنمایی، تابع یک عنوان به پارامترها،
را لازم دقت باید نتیجه�شده استنباط�های بیزی تفسیر در اما کرد. شبیه�سازی ،ABC الگوریتم�های پایه

دارد. مدل نهایی ارزیابی در مهمی نقش ϵ پیشین توزیع می�رسد نظر به زیرا کرد؛ خرج
روش�های اصلی انگیزه دیگر، عبارت به است. تقریب خطای دوگانه نقش بحث، این مهم جنبه
ABC اجرای از هدف جا، این در حالی�که، در است، مدل یک پارامتر�های روی استنباط انجام ،ABC

است. مدل تعیین
بررسی هسته انتخاب با را آن و می�کنیم نگاه تحمل سطح انتخاب مساله به دیگری منظر از اکنون
انتخاب با نوفه�دار، ABC الگوریتم در معین، شرایطی تحت داد، نشان (٢٠١١) پرانگل می�کنیم.
،θ̂ = EABC(θ|s) ازای به خطا دوم توان زیان تابع ریاضی امید کوچک، ϵ برای و sy = E(θ|y)

است: زیر به�صورت

E
(
L(θ, θ̂;A)|y

)
= trac(AΣ) + ϵ٢

∫
xTAxK(x)dx+ o(ϵ٢). (٢٢.٣)

است: زیر به�صورت استاندارد ABC برای خطا دوم توان زیان تابع ریاضی امید همچنین

E
(
L(θ, θ̂;A)|y

)
= trac(AΣ) +O(ϵ۴). (٢٣.٣)

می�شود. نتیجه (٢٢.٣) اساس بر زیر لم می�کند. رهنمون نظر مورد هسته انتخاب به را ما نتایج این تعمیم

صفر، میانگین با هسته�های بین از باشد. پررتبه A ماتریس کنید فرض (٢٠١١ (پرانگل، .۵.٢.٣ لم
به�طوری است، یکنواخت هسته می�کند، می�نیمم xTAx < c ناحیه روی را

∫
xTAxK(x)dx که هسته�ای

می�گردد. تعیین
∫
K(x)dx = ١ اساس بر c که

هسته از ،xTAx < c بیضی روی cها، از بعضی برای می�شود پیشنهاد ،۵.٢.٣ لم به توجه با
بر یکنواخت هسته یک از استفاده نیز استاندارد ABC برای (٢٠١١) پرانگل گردد. استفاده یکنواخت
هسته انتخاب حال این با است. مشکل بیضی این محاسبه عمل در داد. پیشنهاد را بیضی یک روی

دارد. ABC الگوریتم دقت روی بر کمی تاثیر

همگرایی نرخ ٣.٣

برآوردگرهای ویژگی روی جدی مطالعه می�گیرد، قرار استفاده مورد عمل در ABC روش که هنگامی
از حاصل برآوردگر یعنی است. همگرایی نرخ ویژگی�ها این از یکی است. روش انجام فرای ABC
می�دهیم نشان بخش، این در است. همگرا سرعتی چه با شرایطی، تحت دقیق، مقدار به ABC روش
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با مقابل، در .ϵ٢ با است متناسب ،ϵ ↓ ٠ وقتی مجانبی، به�طور ،ABC بر مبتنی برآوردگرهای اریبی
هنگامی�که به�ویژه می�یابد، افزایش ABC نمونه یک تولید برای محاسباتی هزینه�های ،ϵ یافتن کاهش
مشاهدات بعد q که به�طوری ،ϵ−q با است متناسب محاسباتی هزینه این یابد. افزایش مشاهدات بعد
هزینه مقابل در (MSE) خطا٢٠ دوم توان میانگین بین بهینه تعادلی کردن برقرار با همگرایی نرخ است.
استفاده مورد نیز ϵ تحمل سطح پارامتر انتخاب برای می�توان را حاصل نتایج می�آید. دست به محاسباتی

داد. قرار
ABC نمونه�های اریبی تاثیر: تحت ABC برآورد یک خطای کردیم، طرح تاکنون که آن�چه به توجه با
پذیرفته�شده نمونه�های تعداد با که کارلو، مونت خطای می�گردد، کنترل ϵ تحمل سطح پارامتر با که است،
استفاده با که می�شود، حاصل بسنده آماره�های از نکردن استفاده تاثیر تحت که خطایی و می�گردد، کنترل

می�رسد. حداقل به مناسب خلاصه�شده آماره�های از
(ووس، می�یابد کاهش کارلو مونت خطای باشد، cost−١/٢ با متناسب هزینه تابع که صورتی در
قضیه در آن�چه مقابل در است. بعد از مستقل −١

٢ توان و است هزینه cost از منظور این�جا در .(٢٠١۴
رابطه ،ABC روش در ،ϵ بهینه انتخاب تحت می�دهد، نشان آمد، خواهد ۶.٣.٣

error ∼ cost−٢/(q+۴), (٢۴.٣)

است. برقرار
که داریم، نگه ثابت را پذیرفته�شده نمونه�های تعداد چه نتیجه، این می�دهد نشان ٨.٣.٣ فرع ادامه، در
با که داریم، نگه ثابت را پیشنهادها تعداد چه می�شود، حاصل هزینه بودن تصادفی و برآورد دقت کنترل با
تعداد داشتن نگه ثابت نظری، به�طور ماند. خواهد برقرار می�گردد، میسر تصادفی نمونه�های بودن تصادفی
یعنی محاسباتی، هزینه موارد، اکثر در و عمل در اما است. بهتر و رضایت�بخش پذیرفته�شده نمونه�های
،(٢۴.٣) به توجه با ،q بعد افزایش با خطا، نرخ صورت، هر در می�دارند. نگه ثابت را پیشنهادها، تعداد
مونت خطای برای ،−١

٢ توان از −
٢
۵ توان ،q = ١ برای یعنی بعدی، یک حالت در حتی می�شود. بدتر

S(x) = E(θ|x) خلاصه�شده آماره برای را مشابهی توان (٢٠١٢) پرانگل و فیرنهد است. بدتر کارلو،
گزارش را −٢/(q + ۵) بدتر کمی توان (٢٠١٠) بلام پسین، چگالی تابع برآورد برای آوردند. به�دست
تابع برآورد مبنای بر او رهیافت در که بود دلیل این به (٢۴.٣) در سایرین و بلام نتیجه تفاوت کرد.

می�گرفت. قرار بررسی مورد بیشتر نوار پهنای پارامتر یک هسته، چگالی
ریاضی امید برآورد را هدف این�جا در است، پسین توزیع میانگین بهینه، بسنده آماره این�که به توجه با

یعنی ،h(θ) مانند تابعی پسین

Y = E(h(θ)|X = x), (٢۵.٣)

صورت به آن برآورد که می�دهیم، قرار

Y ϵ
n = ١/n

n∑
j=١

h
(
θϵj
)
, (٢۶.٣)

٢٠Mean squared error
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ϵ بالای اندیس و است ABC مختلف الگوریتم�های از پذیرفته�شده پارامترهای θjها که �به�طوری است،
Y واقعی مقدر به دقیقا Y ϵ

n برآورد ،n → ∞ وقتی است. ABC روش در تحمل سطح تاکید برای
احتمال به منجر کاهش این اما بخشید، بهبود ϵ کاهش با می�توان را تقریب کیفیت نمی�شود. همگرا
داد یک پس می�گردد. Y ϵ

n برآورد برای محاسباتی هزینه افزایش نتیجه در و رد الگوریتم در بیشتر پذیرش
بیان را زمینه این در مهم قضیه دو ادامه، در دارد. وجود محاسبات هزینه و نتایج در دقت بین ستد و

کرد. خواهیم
برآورد محاسبه در استفاده�شده نمونه اندازه برای متفاوت دیدگاه دو کردیم، اشاره بالا در که همان�طور
باشد، ،N ≥ n با خروجی، نمونه n برای نیاز مورد پیشنهادهای تعداد N اگر دارد. وجود Y ϵ

n ABC
پیشنهادی نمونه n تعداد حالت، این در بگیریم. نظر در ثایت را پیشنهاد N تعداد که است آن روش یک
ABC الگوریتم در حلقه ایجاد با مشخص، ثابت n برای مقابل، در بود. خواهد تصادفی پذیرفته�شده،
دنبال را ثابت N دیدگاه ادامه، در آورد. دست به تصادفی N یک با را پذیرفته�شده نمونه n می�توان

می�کنیم.

همگرایی نرخ نظری نتایج ١.٣.٣

دانستن به نیازی گفتیم، ،ABC روش کاربردی بخش در همگرایی، نرخ از که خلاصه�ای به توجه با
کنید فرض کرد. تولید نمونه دلخواه تعداد به متغیرها این از می�توان زیرا نیست. S و x ،θ توزیع�های
،S ،θ حاشیه�ای چگالی توابع همچنین است. fS,θ(·, ·) صورت به و دارد وجود S و θ توام چگالی تابع

می�باشند: زیر صورت به و دارند وجود θ|S شرطی چگالی و

fS(s) =

∫
Rp

fS,θ(s, t)dt s ∈ Rq

fθ(t) =

∫
Rq

fS,θ(s, t)ds t ∈ Rp

fθ|S(t|s) =


fS,θ(s,t)

fS(s)
fS(s) > اگر٠

٠ صورت این غیر در

است. ،n → ∞ وقتی Y به Y ϵ
n همگرایی هدف

تابع s ∈ Rq هر برای .E(|h(θ)|) < ∞ که باشد تابعی h : Rp → R کنید فرض .١.٣.٣ تعریف
صورت به را φh : Rq → R

φh(s) =

∫
Rp

h(t)fS,θ(s, t)dt,

صورت به را φ(ϵ)
h : Rq → R تابع s∗ هر برای و

φ
(ϵ)
h (s⋆) =

١
|B(s∗, ϵ)|

∫
B(s∗,ϵ)

φh(s)ds,

است. ϵ شعاع و s∗ مرکز به ،B(s∗, ϵ) کره حجم نشان�دهنده |B(s∗, ϵ)| آن در که می�کنیم، تعریف
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کلی، حالت در می�شود. نتیجه φ١(s) = fS(s) ، h(θ) = ١ برای ١.٣.٣ تعریف از استفاده با
و (٢۵.٣) در Y دقیق مقدار .φh(s) = fS(s)E(h(θ)|S = s) داشت خواهیم ،h(·) دلخواه تابع برای
لم یک صورت به زیر در را بازنویسی این کرد. بازگو ١.٣.٣ تعریف با می�توان را Y ϵ

n برآوردگر میانگین
می�کنیم. بیان

هر تقریبا و fS برای .E(|h(θ)|) < ∞ که به�طوری باشد h : Rp → R کنید فرض .٢.٣.٣ لم
،s∗ ∈ Rq

E(h(θ)|S = s∗) =
φh(s

∗)

φ١(s∗)

و

E(Y ϵ
n ) = E(h(θϵ١)) =

φ
(ϵ)
h (s∗)

φ
(ϵ)
١ (s∗)

.

گرفت نتیجه می�توان E(|h(θ)|) < ∞ فرض با ∫برهان.
Rq

∫
Rp

|h(t)|fS,θ(s, t)dtds =
∫
Rp

|h(t)|
∫
Rq

fS,θ(s, t)dsdt

=

∫
Rp

|h(t)|fθ(t)dt

= E(|h(θ)|) < ∞.

میانگین نتیجه در ،
∫
Rp |h(t)|fS,θ(s, t)dt < ∞ ،s ∈ Rq هر تقریبا برای این�که به توجه با بنابراین

داریم بیز، قضیه از استفاده با دارد. وجود s∗ ∈ Rq هر تقریبا و fS هر برای ،E(h(θ)|S = s∗) شرطی

E(h(θ)|S = s∗) =

∫
Rp

h(t)fθ|s(t|s∗)dt

=

∫
Rp

h(t)
fS,θ(s

∗, t)

fS(s∗)
dt

=
١

fS(s∗)

∫
Rp

h(t)fS,θ(s
∗, t)dt

=
φh(s

∗)

φ١(s∗)
.

بنابراین شده��اند. توزیع ،S ∈ B(s∗, ϵ) شرط به θ شرطی توزیع با مطابق θϵj نمونه�های دیگر، عبارت به
نوشت: زیر صورت به می�توان را θϵj نمونه�ای چگالی تابع

fθϵj(t) =
١
Z

١
|B(s∗, ϵ)|

∫
B(s∗,ϵ)

fS,θ(s, t)ds

می�شود: تعریف زیر صورت به Z نرمال�ساز ثابت آن، در که

Z =
١

|B(s∗, ϵ)|

∫
B(s∗,ϵ)

fS(s)ds =
١

|B(s∗, ϵ)|

∫
B(s∗,ϵ)

φ١(s)ds

= φ
(ϵ)
١ (s∗).
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بنابراین

E(Y ϵ
n ) = E(h(θϵ١))

=

∫
Rp

h(t)fθϵ١(t)dt

=

∫
Rp

١
Z

١
|B(s∗, ϵ)|

∫
B(s∗,ϵ)

fS,θ(s, t)h(t)dsdt

=
١

φ
(ϵ)
١ (s)

∫
B(s∗,ϵ)

١
|B(s∗, ϵ)|

∫
Rp

h(t)fS,θ(s, t)dt︸ ︷︷ ︸
φh(s)

ds

=
١

φ
(ϵ)
١ (s)

١
|B(s∗, ϵ)|

∫
B(s∗,ϵ)

φh(s)ds︸ ︷︷ ︸
φ
(ϵ)
h (s∗)

=
φ
(ϵ)
h (s∗)

φ
(ϵ)
١ (s∗)

.

E(|h(θ)|) < که به�طوری باشد، h : Rp → R کنید فرض (٢٠١۴ همکاران، و (باربر .٣.٣.٣ قضیه
صدق زیر شرط دو در ،(٢۶.٣) عبارت با Y ϵ

n ABC برآورد ،s∗ ∈ Rq هر تقریبا و fS هر برای .∞
می�کند:

Y ϵ
n

a.s.−→ E(Y ϵ
n ) ϵ > ٠ هر برای .١

limϵ↓٠E(Y ϵ
n ) = E(h(θ)|S = s∗) n ∈ N هر برای .٢

نتیجه در ،E(|h(θ)|) < ∞ چون اول، قسمت اثبات برای برهان.

E(|Y ϵ
n |) ≤ E(|h(θ)|) =

φ|h|(s
∗)

φ١(s∗)
< ∞.

به (a.s.) یقین به قریب صورت به ،Y ϵ
n بزرگ، اعداد قوی قانون بر بنا ،φ١(s

∗) = fS(s
∗) زمانی�که

می�شود. همگرا E(Y ϵ
n )

لبگ٢١ مشتق�پذیری قضیه از استفاده با می�توان ،φ١ = fS ∈ L١(Rq) چون دوم، حالت برای
به�طور .φ(ϵ)

١ (s∗) → φ١(s
∗) ،s∗ ∈ Rq هر برای ،ϵ ↓ ٠ که هنگامی گرفت، نتیجه (رودین،١٩٨٧)

چون ∫مشابه،
Rq

|φh(s)|ds ≤
∫
Rp

|h(t)|
∫
Rq

fS,θ(s, t)dsdt

=

∫
Rp

|h(t)|fθ(t)dt < ∞,

٢١Lebesgue differentiation theorem
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از استفاده با .φ(ϵ)
h (s∗) → φh(s

∗) ،s∗ ∈ Rq هر تقریبا برای ϵ ↓ ٠ وقتی و ،φh ∈ L١(Rq) بنابراین
داریم s∗ ∈ Rq هر تقریبا و ٢.٣.٣ لم

lim
ϵ↓٠

E(Y ϵ
n ) =

φ
(ϵ)
h (s∗)

φϵ
١(s

∗)

=
φh(s

∗)

φ١(s∗)

= E(h(θ)|S = s∗).

نمی�زند. حرفی همگرایی این نرخ مورد در اما است، Y به Y ϵ
n همگرایی بیان�کننده ٣.٣.٣ قضیه

MSE مورد در اساس، این بر می�کند. مشخص را همگرایی این سرعت ادامه، در ،۶.٣.٣ مهم قضیه
نظر مورد برآوردگر MSE معیار کرد. خواهیم بحث ،Y ϵ

n برآورد محاسبه هزینه با آن رابطه و Y ϵ
n برآوردگر

از عبارتست

MSE (Y ϵ
n ) = E

(
(Y ϵ

n − Y )٢
)
= V ar (Y ϵ

n ) + bias (Y ϵ
n )

٢ . (٢٧.٣)

هزینه این می�دهیم. نشان Cost (Y ϵ
n ) با ،ABC الگوریتم در را، Y ϵ

n برآورد برای لازم (هزینه) زمان
مورد ABC الگوریتم تکرارهای تعداد N و هستند ثابت b و a آن در که ،a + bN با است متناسب
نمونه n تولید تا نیاز مورد پیشنهادهای تعداد N عبارتی، به یا است. j = n شرط شدن برقرار تا نظر
فرض و ۴.٣.٣ تعریف از ۶.٣.٣ مهم قضیه در Cost و MSE رفتار شرح برای می�باشد. پذیرفته�شده

می�کنیم. استفاده ۵.٣.٣

،c ثابت هرگاه ،an ∼ bn مثبت، حقیقی اعدا از (bn)n∈N و (an)n∈N دنباله�های برای .۴.٣.٣ تعریف
که به�طوری باشد، داشته وجود ،٠ < |c| < ∞ که

lim
n→∞

an
bn

= c.

می�شود. داده نمایش O(·) نماد با که دنباله یک مرتبه تعریف با است معادل تعریف، این کنید دقت

،s∗ ∈ Rq از همسایگی یک در ،H(s) =
∫
Rp h(t)fS,θ(s, t)dt تابع و fS(·) چگالی .۵.٣.٣ فرض

هستند. پیوسته سوم مرتبه مشتق دارای

فرض و E(h(θ)٢) < ∞ ،h : Rp → R برای کنید فرض (٢٠١۴ همکاران، و (باربر .۶.٣.٣ قضیه
و V ar(h(θ)|S = s⋆) > ٠ اگر کند. صدق ۵.٣.٣ فرض در و باشد بسنده S(·) کنید

C(s∗) =
∆φh(s

∗)− Y.∆φ١(s
∗)

٢(q + ٢)φ(s∗) ̸= ٠, (٢٨.٣)

هر ازای به fS برای آن�گاه است. φh(·) تابع برای لاپلاس عملگر نشان�دهنده ∆φh(·) عبارت آن در که
هستند: برقرار زیر بند دو ،s∗
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،n → ∞ چنان�چه ،ϵn ∼ n−١/۴ که به�طوری باشد، دنباله یک (ϵn)n∈N اگر .١
MSE(Y ϵ

n ) ∼ E(Cost(Y ϵ
n ))

− ۴
q+۴ .

وقتی ،ϵn ↓ ٠ با (ϵn)n∈N دنباله برای یعنی است. شده بهینه قبل قسمت در − ۴
(q+۴) توان .٢
،n → ∞

lim inf
n→∞

MSE(Y ϵn
n )

E(Cost(Y ϵn
n ))−

۴
q+۴

> ٠.

می�کنیم. بیان ١١.٣.٣ و ١٠.٣.٣ ،٩.٣.٣ لم، سه قالب در را فوق قضیه اثبات برهان.

وابسته نمونه اندازه به اریبی این می�کنیم. بررسی را Y ϵ
n برآوردگر اریبی ابتدا ۶.٣.٣ قضیه اثبات برای

قضیه برهان کلیدی بخش لم این است. شده مطرح ٧.٣.٣ لم در ϵ تحمل سطح به وابستگی نیست.
می�دهیم. ارجاع (٢٠١۴) همکاران و استورات به را آن اثبات و است ۶.٣.٣

تقریبا ازای به fS برای آنگاه کند. صدق ۵.٣.٣ فرض در S و E(|h(θ)|) < ∞ کنید فرض .٧.٣.٣ لم
داریم ،s∗ ∈ Rq هر

bias(Y ϵ
n ) = C(s∗)ϵ٢ +O(ϵ٣),

است. شده داده (٢٨.٣) در C(s∗) ثابت و ϵ ↓ ٠ آن در که

به�طور و s∗ ∈ Rq هر تقریبا ازای به fS برای آن�گاه .E(h(θ)٢) < ∞ کنید فرض .٨.٣.٣ نتیجه
داریم ،n در یکنواخت

lim
ϵ↓٠

nV ar (Y ϵ
n ) = V ar(h(θ)|S = s∗).

داریم واریانس، تعریف از برهان.

V ar (Y ϵ
n ) =

١
n
V ar

(
h
(
θϵj
))

=
١
n

(
E
(
h
(
θϵj
)٢)− E

(
h
(
θϵj
))٢)

.

آن�جایی از .limϵ↓٠E
(
h
(
θϵj
)٢)

= E(h(θ)٢|S = s∗) ،h٢(·) از استفاده با و ٣.٣.٣ قضیه فرض با
همچنین .E(|h(θ)|) < ∞ پس ،E(h(θ)٢) < ∞ که

lim
ϵ↓٠

E
(
h
(
θϵj
))

= E(h(θ)|S = s∗).

بنابراین

lim
ϵ↓٠

nV ar (Y ϵ
n ) = E(h(θ)٢|S = s∗)− E(h(θ)|S = s∗)

= V ar(h(θ)|S = s∗).



۶٣ همگرایی نرخ .٣.٣

است. شده برابر Y ϵ
n محاسبه برای محاسباتی هزینه با Y ϵ

n اریبی ،۶.٣.٣ قضیه از قسمتی اثبات برای
اجرای زمان نتیجه، در می�شوند. پذیرفته ρ(·) < ϵ شرط با کمتری نمونه می�یابد، کاهش ϵ که هنگامی

می�کند. بررسی را حالت این ٩.٣.٣ لم یافت. خواهد افزایش الگوریتم

برای Y ϵ
n برآورد محاسبه برای محاسباتی هزینه متوسط باشد. پیوسته s∗ در fS کنید فرض .٩.٣.٣ لم

است: زیر صورت به ،ϵ > ٠ و n ∈ N
E(Cost(Y ϵ

n )) = c١ + c٢nϵ
−q(١+ c٣(ϵ)),

.c٣(ϵ) −→ ٠ آن�گاه ،ϵ −→ ٠ اگر همچنین نیست. وابسته n به c٣ و هستند ثابت c٢ و c١ آن در که

هستند، ثابت b و a که است a+ bN صورت به ABC الگوریتم اجرای برای محاسباتی هزینه برهان.
نمونه یک در نیاز مورد تکرارهای تعداد است. نمونه n پذیرش تا لازم تصادفی تکرار�های تعداد N و
مقدار n مجموع که N بنابراین است. p = P (S ∈ B(s∗, ϵ))پارامتر با هندسی توزیع دارای ABC
صورت به می�توان را p احتمال است. E(N) = n/p میانگین با هندسی توزیع دارای است، مستقل

نوشت: زیر

p =

∫
B(s∗,ϵ)

fS(s)ds

= |B(s∗, ϵ)|φ(ϵ)
١ (s∗)

= ϵq|B(s∗,١)|.φ(ϵ)
١ (s∗).

بنابراین .φϵ
١(s

∗) → φ١(s
∗) آن�گاه ،ϵ −→ ٠ اگر پس است، پیوسته s∗ در φ١ = fS که آن�جایی از

می�شود: تبدیل زیر صورت به محاسباتی هزینه نتیجه، در .p = cϵq(١+ o(١)) ،c مثبت مقدار برای

E(Cost(Y ϵ
n )) = a+ bE(N)

= a+ b
n

cϵq(١+ o(١))

= a+
b

c
nϵ−q ١

(١+ o(١)) .

محاسباتی، هزینه متوسط به دیگر طرف از و اریبی به طرف یک از را خطا تقریب زیر لم دو انتها، در
می�دهند. پیوند

S ،E(h(θ)٢) < ∞ کنید فرض همچنین .ϵn ∼ n−١/۴ ،n ∈ N برای کنید، فرض .١٠.٣.٣ لم
ازای به fS برای صورت، این در باشد. کراندار V ar(h(θ)|S = s∗) و کند صدق ۵.٣.٣ فرض در
رابطه با محاسباتی هزینه متوسط می�کند. صدق MSE (yϵn) ∼ n−١ در خطا ،s∗ ∈ Rq هر تقریبا

آن�گاه ،n → ∞ اگر و می�يابد افزایش E (Cost (yϵn)) ∼ n١+q/۴

MSE (yϵn) ∼ E (Cost (yϵn))
− ۴

q+۴ .
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فرع و ٧.٣.٣ لم از استفاده با و lim ϵnn
١/۴ = D که به�طوری ،|D| < ∞ وجود فرض با برهان.

داریم ،٨.٣.٣

lim
n→∞

MSE (yϵn)

n−١ = lim
n→∞

n
(
V ar (yϵn) + (bias (yϵn))

٢
)

= lim
n→∞

nV ar (yϵn) + lim
n→∞

n
(
C(s∗)ϵ٢n +O(ϵ٣n)

)٢
= V ar(h(θ)|S = s∗) + lim

n→∞

(
C(s∗) +

O(ϵ٣n)

ϵ٢n

)٢

.
(
ϵnn

١/۴)۴
= V ar(h(θ)|S = s∗) + C(s∗)٢D۴.

نوشت می�توان ٩.٣.٣ لم از استفاده با دیگر، طرف از

lim
n→∞

E (Cost (yϵn))

n١+q/۴ = lim
n→∞

c١ + c٢nϵ
−q
n (١+ c٣(ϵn))

n١+q/۴

= ٠+ c٢ lim
n→∞

١(
ϵnn

١
۴

)q (١+ lim
n→∞

(١+ c٣(ϵn))
)

=
c٢
Dq

.

داریم: خطا و هزینه نرخ ترکیب با نهایت در

lim
n→∞

MSE (yϵn)

E (Cost (yϵn))
− ۴

q+۴
=

limn→∞
MSE(yϵn)

n−١

limn→∞

(
E(Cost(yϵn))

n١+q/۴

)− ۴
q+۴

(٢٩.٣)

=
(
V ar(h(θ)|S = s∗) + C(s∗)٢D۴) .(Dq

c٢

)− ۴
q+۴

.

می�شود. حاصل نتیجه است، کراندار و غیرصفر فوق عبارت راست طرف چون

این برهان بررسی با است. n از تابع یک عنوان به ϵn کاهش برای بهینه نرخ بیان�کننده ١٠.٣.٣ لم
به�طوری باشد، ϵn = Dn−١/۴ شکل به باید ϵn آورد: دست به را آن با متناظر بهینه ثابت می�توان لم،

می�آید: دست به زیر صورت به D بهینه مقدار معیار، این با کند. می�نیمم را MSE D که

Dopt =

(
qV ar(h(θ)|S = s∗)

ϵC(s∗)٢

) ١
۴

, (٣٠.٣)

ABC در C(s∗) برآورد که می�رسد نظر به اما می�گردد، برآورد آسانی به V ar(h(θ)|S = s∗) واریانس
،ϵn انتخاب�های سایر می�دهد نشان و می�کند کامل را ۶.٣.٣ قضیه اثبات ١١.٣.٣ لم نباشد. راحتی کار

گردد. تقریب خطای برای بهتری همگرایی نرخ به منجر نمی�تواند مشابه، هزینه تابع برای

،E(h(θ)٢) < ∞ کنید فرض همچنین .ϵn −→ ٠ کنید فرض ،n ∈ N برای .١١.٣.٣ لم
این در باشد. C(s∗) ̸= ٠ و کند صدق ۵.٣.٣ فرض در S(·) باشد، کراندار V ar(h(θ)|S = s∗)

داریم ،s∗ ∈ Rq هر تقریبا ازای به fs برای صورت،

lim inf
n→∞

MSE(Y ϵn
n )

E(Cost(Y ϵn
n ))−

۴
q+۴

> ٠.
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پس ،C(s∗)٢ > ٠ چون بزرگ، کافی اندازه به n برای و ٢.٣.٣ لم از استفاده با برهان.

MSE (Y ϵn
n ) = V ar (Y ϵn

n ) + (bias (Y ϵn
n ))٢

=
V ar

((
θϵnj
))

n
+
(
C(s∗)ϵ٢n +O(ϵ٣n)

)٢
=

V ar
((
θϵnj
))

n
+ C(s∗)٢ϵ۴n +O(ϵ۵n)

≥
V ar

((
θϵnj
))

n
+

C(s∗)٢

٢ ϵ۴n. (٣١.٣)

نوشت می�توان ،n → ∞ که زمانی ،٩.٣.٣ لم از استفاده با

E(Cost(Y ϵn
n ))−

۴
q+۴ ∼

(
nϵ−q

n

)− ۴
q+۴

=
(
n−١) ۴

q+۴
(
ϵ۴n
) q

q+۴ (٣٢.٣)

∼

(
۴

q + ۴
V ar

((
θϵnj
))

n

) ۴
q+۴ (

q

q + ۴
C(s∗)٢

٢ ϵ۴n

) q
q+۴

,

داد. قرار آخر عبارت در نیست، ثابت مقدار شامل ∼ رابطه که دلیل این به را، ثابت عامل می�توان که
داریم یونگ٢٢ نامساوی از استفاده با

V ar
((
θϵnj
))

n
+

(
C(s∗)٢

٢ ϵ۴n

)

≥

(
۴

q + ۴
V ar

((
θϵnj
))

n

) ۴
q+۴ (

q

q + ۴
C(s∗)٢

٢ ϵ۴n

) q
q+۴

(٣٣.٣)

کافی اندازه به n هر و c > ٠ از بعضی برای و (٣٣.٣) و (٣٢.٣) و (٣١.٣) عبارت سه ترکیب با
می�شود نتیجه بزرگ،

MSE (Y ϵn
n ) ≥ c.E (Cost (Y ϵn

n ))−
۴

q+۴ .

در همگرایی سرعت می�شود. اثبات ۶.٣.٣ قضیه ،١١.٣.٣ و ١٠.٣.٣ ،٩.٣.٣ لم�های به توجه با
که آن�جایی از شود. مقایسه کارلو مونت خطای در آن متناظر سرعت با باید ۶.٣.٣ قضیه اول قسمت
(RMSE)MSE جذر باشد، n برابر تولیدی نمونه تعداد زمانی�که هستند، نااریب کارلو مونت برآوردهای
RMSE ∼ کارلو مونت برآورد برای بنابراین است. ١/√n با متناسب کارلو مونت برآورد برای
دست به است، −٢/(q + ۴) که دوم، ریشه گرفتن با ۶.٣.٣ قضیه از متناظر توان می�شود. Cost−١/٢

حقیقت، در کاهش�یافته، کارایی این است. ABC برآورد همگرایی بودن کند نشان�دهنده این و آمده

٢٢Young inequlity
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هزینه که هنگامی همچنین است. ABC برآورد اریبی وسیله به تولیدشده اضافی خطای از نتیجه�ای
و یافته کاهش خطا حالت این در یابد. کاهش n−١/۴ تا نسبت به باید ϵ می�یابد، افزایش محاسباتی

.r = −۴/(q + ۴) توان با یا هزینه با است متناسب
منفی�تر (یا شدن بهتر به منجر نمی�تواند ϵ از انتخابی هیچ می�دهد نشان ۶.٣.٣ قضیه قسمت دومین
که می�گردد، توان شدن بزرگتر به منجر صورت این در یابد، کاهش ϵn تحمل سطح اگر گردد. توان) شدن
نتیجه این است. ،c > ٠ برای ،ϵn = cn−١/۴ انتخاب، بدترین همیشه ،n بزرگ مقادیر برای حد در

می�رود. کار به n → ∞ حالت برای فقط
تا است بهتر یابد. کاهش ϵ تحمل سطح مفروض، مساله یک برای که است این ۶.٣.٣ قضیه حاصل
ABC برآورد اریبی که دادیم نشان ٢.٣.٣ لم در گردد. استفاده مختلف q از ABC برآورد مقایسه برای
Cost ∼ nϵ−q، ABC برآورد در که دادیم نشان ٧.٣.٣ لم در همچنین است. bias ∼ ϵ٢ با متناسب
یعنی این است. (٢۴.٣) عبارت در بهینه ϵانتخاب اساس ،۶.٣.٣ قضیه در لم، دو این تناسب به است.

.ϵ از استفاده با همگرایی سرعت انتخاب برای معیاری



۴ فصل

کاربردها

مقدمه ١.۴

واقعی پسین توزیع به را ما ϵ کاهش که دیدیم ،٣ فصل در (s, ρ, ϵ) مدل پارامترهای بررسی به توجه با
صورت به افزایش این بعد، افزایش با و است، همراه هزینه افزایش با این خود اما می�کند. نزدیک�تر
نشان را آن کاربرد مثال، چند در و می�پردازیم ABC عملکرد بررسی به فصل این در است. نمایی
مثال (این می�پردازیم ABC-RS روش از استفاده با ABC توصیف به ،١.١.۴ بخش در می�دهیم.
می�کنیم. معرفی را سری�زمانی MA(q) مدل ٢.١.۴ بخش در می�باشد). مطلب شدن روشن برای بیشتر
می�کنیم. استفاده ABC-RS روش از درستنمایی تابع شکل بودن پیچیده به توجه با که می�دهیم نشان و
کاهش با که دید خواهیم می�کنیم. استفاده ABC-MCMC از ABC-RS در بالا رد نرخ به باتوجه
به ٣.١.۴ بخش در میابد. افزایش هزینه کار این با هرچند می�شویم. نزدیک واقعی پسین توزیع به ،ϵ
که می�دهیم نشان همچنین می�کنیم. معرفی را لوتکا-ولترا مدل می�پردازیم. کاربردی مثال یک بررسی
توزیع که می�دهیم نشان شبیه�سازی و ABC از استفاده با است. ممکن غیر آن درستنمایی تابع محاسبه
روش تحلیل از می�شود. نزدیک واقعی مدل پسین به تحمل سطح کاهش به�ازای آمده به�دست پسین
٣ به است. بیشتر دقت کمی با اما اصلی، الگوریتم ٣ با مشابه آن است. نشده استفاده Noisy ABC

می�پردازیم. مذکور مثال

وایبل توزیع ١.١.۴

تابع که می�دانیم می�گیریم. نظر در را وایبل توزیع تصادفی مدل ، ABC روش عملکرد دادن نشان برای
ABC-RSروش از کار راحتی برای حال این با است. محاسبه قابل آن پسین توزیع و توزیع درستنمایی
مشاهده عنوان به را آن و می�کنیم تولید تصادف به وایبل توزیع از شده مشاهده ٢٠داده می�کنیم. استفاده
آماره از همچنین کنیم. می فرض λ = ۵ و α = ٢ را توزیع پارامتر�های گیریم. می نظر در واقعی
خلاصه آماره و مشاهدات این اساس بر حال می�کنیم. استفاده معیار انحراف و میانگین شده خلاصه
است. یکنواخت توزیع پیشین، توزیع کنیم فرضمی ضمن در می�کنیم. تولید را سازی شبیه داده�های شده،
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از درصد (٠٫ ۵,١,١٫ ۵) چندک�های اساس بر را شده پذیرفته نمونه رد، گیری نمونه الگوریتم به توجه با
است. آمده ١.۴ شکل در حاصل نتایج می�آوریم. دست به نظر، مورد فاصله
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مورد فاصله از درصد ϵ = (٠٫ ۵,١,١٫ ۵) چندک�های اساس بر شده پذیرفته پارامترهای :١.۴ شکل
معیار انحراف و میانگین شده خلاصه آماره و نظر،

وسیله به ،که (٢,۵) اصلی پارامترهای ناحیه در تمرکز غالب که می�گردد ملاحظه ،١.۴ شکل به توجه با
مشاهده و شده سازی شبیه داده�های بین فاصله ماکزیمم همچنین نمی�باشد. است، شده مشخص خط دو
می�گردد، محدودتر ϵ قدر چه هر که می�گردد توجه است. ،(٠٫ ۵,١,١٫ ۵) تحمل سطح سه برای شده،
پسین نمونه به ،n → ∞ و ϵ → ٠ وقتی حد در می�یابد. کاهش می�شوند پذیرفته که پارامترهایی تعداد
پذیرفته نمونه حجم می�شود، زیاد ϵ وقتی می�شویم. متحمل را بیشتری هزینه که می�شویم نزدیک واقعی
با اما است، مهم بزرگتر نمونه حجم عمل در چند هر می�یابد. افزایش هزینه بازهم که داریم بزرگتری شده

می�شویم. مواجه خطا مقداری

MA(q) مدل ٢.١.۴

عبارت به�صورت و است تصادفی فرایند یک (yk)k∈N⋆ آن در که می�کنیم، بررسی را MA(q) فرایند
می�شود: تعریف (١.۴)

yk = uk +

q∑
i=١

θiuk−i, (١.۴)
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تحلیل یک حال این با است. استاندارد نرمال از توزیع هم و مستقل دنباله ،(uk)k∈Z
iid∼ N (٠,١) که

درستی برآورد و برد به�کار مجموعه این برای می�توان تشخیص١ قابل غیر مجموعه اساس بر را بیزی
تشخیص قابل شرط یک ما اما ،(٢٠٠٧ رابرت، و (مارین آورد بدست را تشخیص قابل کمیت از
(٢.۴) عبارت جمله�ای چند ریشه�های شرط، این که می�کنیم، تحمیل مدل این روی را استانداردی

می�باشد.

Q(x) = ١−
q∑

i=١
θix

i (٢.۴)

یکنواخت توزیع را پیشین توزیع ادامه، در می�باشند. مرکب٢ صفحه یک در واحد دایره رویه�های آنها
به بتوان را پارامترها مجموعه و باشد کوچک q که زمانی بخصوص می�گیریم، نظر در θi دامنه� با متناظر
توجه با می�گیریم. نظر در است q = ٢ زمانی�که برای را نظر مورد فرایند کار سادگی برای نوشت. آسانی
دست به زیر مثلث نتیجه باشد.در واحد دایره داخل (٢.۴) عبارت ریشه�های باید پذیری وارون شرط به

می�آید.
−٢ < θ١ < ٢ θ١ − θ٢ > −١ θ١ + θ٢ < ١.

درستنمایی نرمال، تصادفی متغیرهای وجود با و شده گرفته نظر در ساده خیلی θ روی پیشین توزیع هرچند
است. u−q+١, · · · , u−١, u٠ انتگرال�گیری به نیاز چون می�باشد پیچیده k⩽q⩾١(yk)خیلی سری به وابسته
صورت به u = (u١, · · · , un) برای توام چگالی تابع uk = θ١uk−١ + · · ·+ θquk−n ازای به درواقع

است. (٣.۴) عبارت

p(u|θ, µ = ٠, σ٢u = ١) = (٢π)−n/٢ exp

{
−١
٢

n∑
k=١

u٢k

}
(٣.۴)

: تا هست نیاز حالت این در ABC بار یک تکرار اجرای برای

گردد. سازی شبیه پذیرش محدوده روی یکنواخت بطور MA(q) در θ ضرایب الف)

شود. تولید (uk)−q<k⩽n از توزیع هم و مستقل دنباله یک ب)

گردد. ایجاد (xk)١≤k⩽n از شده سازی شبیه سری یک ج)

باشد، سری�ها بین خام فاصله می�تواند فاصله دارد، وجود تحلیل تجزیه در که دقتی و تمرکز به توجه با
شده خلاصه آماره�های بین دو درجه فاصله یا ρ٢((xk)١⩽k⩽n, (yk)١⩽k⩽n) =

∑n
k=١(yk − xk)

٢ یعنی
٢.۴ شکل در مثال برای را انتخابمان که باشد τj =

∑n
k=j+١ ykyk−j ، q اول مرتبه اتوکواریانس شبیه

دادیم. نشان
ازای به و ١٠٠ طول به شبیه�سازی�شده نمونه از استفاده با را ABC نمونه شکل۴.٢، به توجه با
چارک ٠٫درصد ١ با برابر ϵ تحمل سطح همچنین و قرمز) (نقطه (θ١, θ٢) = (٠٫ ۶,٠٫ ٢) واقعی پارامتر
دقیقی درستنمایی از استفاده با سطوح دادیم(مجموعه برازش واقعی پسین به نظر، مورد فاصله نمونه�ای

١Nonidentifiable٢Complex plane
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داده�های N = ١٠۶ از درصد ٠٫ ١ با برابر ϵ تحمل اساس بر رد پذیرش الگوریتم خروجی :٢.۴ شکل
پذیرفته�شده شبیه�سازی

مثلث، است). شده محاسبه پذیرش ناحیه روی θ مقادیر از شبکه�ای همچنین و MA(٢) مدل برای
بر را واقعی پسین توزیع برای پذیرش محدوده نمودار این می�باشد. θ برای شده پذیرفته مقادیر محدوده
می�دهد. نشان نیز رنگ) آبی (نقاط پراکنش نمودار در اتوکواریانس از استفاده با خلاصه�شده آماره اساس
درست و کامل طور به را پسین اما می�کند، میل واقعی پسین توزیع به نمونه�ای توزیع که می�گردد ملاحظه
اما می�گردد، نقاط شدن متراکم و سطوح روی پسین چگالی شدن بهتر به منجر ϵ کاهش نمی�کند. ایجاد

می�گردد. بزرگتر نمونه اندازه سبب به هزینه افزایش باعث این خود

۵٠تایی نمونه یک می�پردازیم. ABC تقریب روی ϵ تحمل و ρ فاصله انتخاب تاثیر مطالعه به حال
کل بین خام فاصله از استفاده تاثیر ابتدا در داریم. فوق، مشابه پارامترهای بر مبتنی MA(٢) مدل از
بین خام فاصله که می�دهد نشان ٣.۴ شکل می�کنیم. بررسی اتوکواریانس بین فاصله جای به داده�ها
برای است. تشخیص قابل غیر حدودی تا و ناکارا شده شبیه�سازی و شده مشاهده زمانی سری داده�های
استفاده (با دوم فاصله از پهن�تر خیلی ABC گام از بعد شده پذیرفته پارامترهای پراکنش خام، فاصله
فاصله از فقط ادامه در شود. مقایسه پسین چگالی از سطوحی با که موقعی خصوصا است، اتوکواریانس)

می�کنیم. استفاده اتوکواریانس�ها بین

چندک�های کاهش و ،ϵ کاهش با که می�دهد نشان ۴.۴ شکل می�پردازیم. ϵ انتخاب به ادامه در
پسین توزیع به هرگز هرچند می�بخشد، بهبود را تقریب ،ρ(s(x), s(y)) شده سازی شبیه فاصله تجربی
وسیله به ABC نمونه�ای حاشیه�ای چگالی است. واضح�تر θ٢ پارامتر برای خصوصا این نمی�رسیم. واقعی
عددی انتگرال�گیری با واقعی حاشیه�ای چگالی و است، آمده دست به R در فرض پیش چگالی برآوردگر

می�کنیم. بررسی را پویا مثال یک حال می�گردد. حاصل
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است شده محاسبه اتوکواریانس فاصله و خام فاصله اساس بر را ABC نمونه دو پراکندگی :٣.۴ شکل
داده نشان ( ٠٫ برای٪٠١ وزرد ٠٫ ١٪ برای قرمز ،١٪ برای (آبی ϵ متفاوت چندک�های از استفاده با که

است. مشکی رنگ به پسین چگالی سطوح است. شده

پویا شناسی زیست مدل�های ٣.١.۴

چیست؟ شناسی زیست سیستم

تکامل و منشا از زندگی، زمینه�های تمام درک برای وسیله�ای را شناسی٣ زیست ،(٢٠١١) کاوالای و بو
که ماده�ای عنوان به را سلول�ها همچنین او کرد. توصیف دارند، که وظایفی تا گرفته زیستی گونه�های
این بتوان تا می�کنند استفاده ریاضی مدل�های از زیستی سیستم�های در کرد. توصیف می�کنند زیست
را شبکه یا سیستم این داد. نشان را مختلف مولفه�های بین رابطه همچنین و کرد توصیف را سیستم�ها
واکنش سرعت بتواند که باشد پارامتری نرخ با واکنش�ها از مجموعه�ای همراه که داد نشان گونه�ای به باید
از خوبی درک نظر، مورد مدل و شده مشاهده داده�های به توجه با که است آن اصلی هدف دهد. نشان را
دو بین رابطه که مدل�ها این از یکی آوریم. دست به را مناسب پسین فرم آماری لحاظ به و پارامتر نرخ

است. لوتکا-ولترا۵ مدل یا ۴ شکارچی-شکار مدل می�دهد، نشان بوم زیست یک در گونه

مدل معرفی

شده ارائه لوتکا-ولترا معادلات توسط شکارچی-شکار گونه�های بین متقابل اثر برای مدل اساسی�ترین
اثر می�خواهیم کنیم فرض می�پردازیم. زمینه این در خاص مثال یک به مطلب شدن روشن برای است.
شکار نبود اثر در خرگوش�ها تعداد که شده فرض معادلات این در کنیم. بررسی را خرگوش و سیاهگوش
نمایی صورت به خرگوش�ها شدن کم اثر در سیاهگوش�ها تعداد همچنین و می�کند رشد نمایی صورت به
نمایی صورت به خرگوش�ها جمعیت دارد، وجود سیستم در سیاهگوش که زمانی بعلاوه میابد. کاهش

٣system biology
۴predator-pray

۵Lotka-Volttera



٧٢ کاربردها .۴

−2 −1 0 1 2

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

θ1

.1

.001

.01

−1.0 0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

θ2

تیره خط ، ١٠٪ برای نقطه نقطه متفاوت چندک�های از استفاده با را ABC نمونه�ای توزیع :۴.۴ شکل
است. شده داده نشان واقعی حاشیه�ای چگالی با مقایسه در که درصد)، ٠٫ برای٪١ توپر خط و ١٪ برای

است. نمودار۴.٣ مشابه داده�ها

خرگوش�ها جمعیت با که وابستگی نرخ به توجه با سیاهگوش�ها جمعیت نسبت همین به میابد. کاهش
تعداد برابر u١(t) اگر دارد. ادامه زوال و رشد چرخه در پویایی یافت.این خواهد افزایش یا کاهش دارد
ساده چارچوب یک آنگاه باشد، t زمان در خرگوش�ها تعداد برابر را u٢(t) و ،t زمان در ها گوش سیاه

می�گردد. بیان زیر دیفرانسیلی معادلات صورت به گونه دو متقابل اثر پویایی شرح برای
du١
dt

= −α١u١ + β١u١u٢

du٢
dt

= α٢u٢ − β٢u١u٢
(۴.۴)

برای βj و αj است،و t زمان به نسبت دوجامعه رشد نرخ بیانگر du٢
dt

و du١
dt

عبارت(۴.۴)، به توجه با
یعنی: هستند. مدل مثبت پارامتر�های j = ١,٢

است. کردن کوچ یا طبیعی مرگ بعلت شکارچیان دادن دست از میزان :α١u١ •

است. شکارچی جمعیت رشد :β١u١u٢ •

می�شوند روبرو هم با طعمه و شکارچیان که نرخی :β٢u١u٢ •

طعمه نمایی مثل) رشد(تولید :α٢u٢ •

روی بر که است شکارچیانی دیگر هم آن و است، آشکار نقصی دارای مدل این شناسی، زیست منظر از
در بیشتری متقابل اثر کننده بیان که طلبد می را مدلی یعنی نمی�شود. گرفته نظر در طعمه، جمعیت
برای −βjuju٢ از بیشتری عبارات ،(۴.۴) عبارت دوم معادله در که طوری به باشد، زیست�گاه۶ این

۶habitats
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می�توان واقع در می�کنند. شکار را طعمه که است شکارچیانی تعداد ،J−١ باشیم. داشته j = ٣, · · · , J
دارد وجود معادله یک طعمه هر برای و دارد وجود معادله یک شکارچی هر برای که کرد فرض را سیستمی
سیاهگوش معادله می�شود باعث که چیزی اما می�کنند. مصرف زیست�گاه یک در را یکدیگر که طوری به
داریم: خرگوش نوع دو کنیم فرض که است این باشد خرگوش�ها جمعیت تاثیر تحت فقط و منحصربفرد
جمعیت برای را معادلات یعنی نمی�شوند. که وآن�هایی می�شوند مصرف سیاهگوش توسط که آن�هایی
توسط که است خرگوش�هایی جمعیت پویایی معادله دو از یگی کنیم. افراز معادله دو در خرگوش�ها کل
شکار را خرگوش که شکارچیانی دیگر برای دیگر معادله و می�کند کنترل را می�شوند مصرف سیاهگوش
(۴.۴) عبارت شکل به فرمی دقیقا و نیست وابسته دیگر شکارچیان جمعیت به اول معادله می�کنند.
اثر با مقایسه در خرگوش�ها بین رقابت اثر که می�کنیم فرض هستند. مرتبط بهم معادله دو این دارد.
می�باشد. لوتکایی معادلات به گرایش اساسا فرضیه�ای چنین است. ناچیز جمعیت، روی بر مرگ و تولد
کرد. ایجاد تغییراتی لوتکا-ولترا معادلات در باید فقط دیگر، شکارچیان تاثیر دادن نشان برای بنابراین
در نمود. تعیین را می�گردند شکار شکارچیان وسیله به که را طعمه�ها تعداد نمی�توان حاضر حال در البته

است. دشواری کار زیست�گاه یک در خرگوش�ها تعداد گیری اندازه واقع
وجود عدم بعلت ها خرگوش تعداد که است این مدل این شناسی زیست ضعف�های از دیگر یکی
برای دارد. ادامه باشد موجود غذایی منابع که زمانی تا رش این میابد. افزایش حد بدون شکارچی،
قدرت شامل که می�گردد، اضافه (۴.۴) عباذت معادله راست سمت به دیگری عبارات مشکل، این حل
جای به گردد. کنترل رفتار این که طوری به است (۴.۴) عبارت معادله چپ سمت در گونه جمعیت
شرایط که زماتی تنها مید مدل یک عنوان به که می�کنیم استفاده معادلات دستگاه از روش، این از استفاده
روی بر سال صد چند برای که است شرایطی این می�کنیم. استفاده نمی�رود، بین از گونه که است طوری
سیاهگوش-خرگوش سیستم برای مدل این بنابراین است، بوده اجرا قابل سیاهگوش-خرگوش سیستم
مدل این آمار، جنبه از رود. می کار به دیگر گونه جفت چندین برای مشابه طور به است. مناسب
پایدار ساختاری دارای معادلات که است زمانی هم آن نیست. مناسب مدل عنوان به گونه�ها برخی برای
باعث نتیجه در می�گردد. معادلات رفتار در اساسی تغییر به منجر پارامتر مقدار در کوچک تغییر نباشند:
دهیم. تغییر بهتر سیستم یک آوردن دست به برای را آن یا کنیم نظر صرف معادلات از یا که می�شود
پارامتر که کرد استفاده معادلاتی از می�توان گردد، مدل برازش در دشواری سبب ناپایداری این که هنگامی
که پنداشت نمی�توان پرداخت. خواهیم آن به ادامه در که آورد بدست را گوهایی پیش و کند برآورد را
بسیار پارامتر�های با همراه پدیده�ها از پر جهان چون گردد، مدل بودن واقعی غیر باعث مدل در ناپایداری

است. حساس

تصادفی مدل

نشان (۵.۴) عبارت صورت به کلی درحالت را منظم تصادفی مدل نوع یک (٢٠٠٧) همکاران و بویز
است تصادفی مدل n برای i = ١, · · · , n همچنین است. نظر مورد ژن یا گونه نشاندهنده X که دادند،

است. پسین ضرایب ماتریس نشاندهنده q و پیشین ضرایب ماتریس نشاندهنده p و

Ri = pi١X١ + · · ·+ piuXu −→ qi١X١ + · · ·+ qiuXu (۵.۴)
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داد، توضیح اینگونه (۵.۴) عبارت تصادفی مدل لحاظ به را لوتکا-ولترا مدل (٢٠٠٧) ویلکینسون دارن
یعنی گرفت، نظر در جفتی واکنش�های از مجموعه�ای (۴.۴) به توجه با را مدل که

R١ : u٢
α٢−→ ٢u٢ (۶.۴)

R٢ : u٢ + u١
β−→ ٢u١ (٧.۴)

R٣ : u١
α١−→ ٠. (٨.۴)

عبارت و است α٢ (پارامتر) نرخ با شکار مثل تولید بیانگر (۶.۴) عبارت لوتکا-ولترا، مدل به توجه با
را شکار شکارچی، است. β نرخ با شکارچی و شکار بین متقابل اثر و شکارچی تولید بیانگر (٧.۴)
مرگ بیانگر ،(٨.۴) عبارت دارد. شکارچی تولید نرخ در تاثیر مستقیم طور به این و می�کند مصرف
تصادفی نرخ تابع یا مخاطره تابع مدل، پارامترهای با مرتبط است. α١ نرخ با طبیعی علت به شکارچی
شده داده نشان نظر مورد واکنش نرخ با مرتبط مخاطره تابع ١.۴ جدول به توجه با می�شود. تعریف مدل

است.
هسته اساس بر که نشدنی رام انتقال هسته(چگالی) با را مارکف فرایند شد، بیان که آنچه به توجه با

عبارات راست سمت ضرایب پیشین، از منظور ،(٨.۴) و (٧.۴)،(۶.۴) عبارات به توجه با :١.۴ جدول
، پیشین از پسین اختلاف است. برقرار پسین برای حالت همین است. u١ و u٢ به توجه با مذکور

می�دهد. را نظر مورد مخاطره
پیشین پسین مخاطره
١ ٠ ٢ ٠ α٢u٢

١ ١ ٠ ٢ βu١u٢

٠ ١ ٠ ٠ α١u١

این با است. بزرگ چالشی مدلی چنین برای استنباط می�گیریم. درنظر را می�باشد، لوتکا-ولترا مدل
(١٩٩٧ (گلیپس گلیپس الگوریتم از می�توان مثال برای است. پذیر امکان مدل از سازی شبیه حال
که مدل پارامتر�های به توجه با می�باشد. ABC برای طبیعی کاربرد یک مثال، این ذکر کرد. استفاده
لوتکا-ولترا مدل درستنمایی نامشخص فرم و نشدنی رام هسته به باتوجه و هست θ = {α١, β, α٢}
مدل پارامتر�های سازی شبیه برای ABC روش از تا هست نیاز پسین، بسته غیر فرم آن پی در که
را درستنمایی تابع بسته غیر فرم ،(٢٠٠٨) همکاران و بویز مثال، عنوان گردد.به استفاده لوتکا-ولترا
بررسی را آن از حاصله درستنمایی استنباط بودن سخت نتیجه در و دادند نشان لوتکا-ولترا مدل برای
لوتکا-ولترا تصادفی مدل اساس بر دادند نشان (٢٠١١) پرانگل و (٢٠٠٨) همکاران و بویز . کردند
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می�آید. در (٩.۴) عبارت صورت به آن احتمال تابع

p(Ut+∆t = (z١, z٢)|Ut = (u١, u٢))

=



١− (α١u١ + βu١, u٢ + α٢u٢) + o(∆t) z٢ = u٢ و z١ = u١ اگر

α١u١ + o(∆t) z٢ = u٢ و z١ = u١ + ١ اگر

βu١, u٢ + o(∆t) z٢ = u٢ + ١ و z١ = u١ − ١ اگر

α٢u٢ + o(∆t) z٢ = u٢ − ١ و z١ = u١ اگر

o(∆t) صورت این غیر در

(٩.۴)

نظر مورد گونه مقدار است، آمده در بخشی چند صورت به که ،(٩.۴) عبارت احتمال تابع فرم توجه با
آورد. دست به آن درستنمایی برای بسته�ای فرم نمی�توان نتیجه در است. داده نشان متفاوت زمان دو در
(٩.۴) عبارت گرفتن نظر در با او لوتکا-ولترا، مدل برای (٢٠٠۶) ویلکینسون تصادفی مدل به توجه با
حالت در تصادفی مدل یک برای را درستنمایی تابع فرم گیلیپس، روش و احتمال چگالی تابع عنوان به

آورد. دست به زیر صورت به کلی

π(u(i)|θ) =

{
T−١∏
i=٠

hki[u(ti−١), θki]

}
× exp

{
−
∫ T

٠
h٠[u(t), θ]dt

}
(١٠.۴)

صورت این در است. ti ≡ i و است مخاطره٧ تابع k = ١, · · · , ν ازای به hk(u, θk) = θkgk(y) ،که
فرم که می�شود برقرار k = ١,٢,٣ برای تصادفی مدل حالت در لوتکا-ولترا مدل برای درستنمایی فرم
است. شده تشکیل مولکول دو از بررسی مورد مدل می�باشد. نشدنی رام گیری انتگرال با همراه بسته غیر
نوع دارد: وجود العمل عکس نوع سه می�کنیم. مشخص (u١t, u٢t) با را u متغیر اساس بر زمان متغیر
که العملی(واکنش) عکس برای ٣ نوع و مولکول رفتن بین از برای ٢ نوع مولکول، پیدایش برای ١
لوتکا-ولترا، مدل با مثال این ارتباط برای دارد. وجود شده اضافه مولکول و شده حذف دومولکول بین
توجه با مدل این دیگر کاربرد از می�گیریم. نظر در شکارچی را ٢ نوع مولکول و شکار ١ نوع مولکول
smfsb بسته از خاص مثال این برای برد. نام ژنتیک علم در آن استفاده به می�توان ،(۵.۴) عبارت به
شبیه پارامتر N براساس تا دارند، قرار stepLV و simTs تابع دو بسته این در می�کنیم. استفاده R در
استفاده واقعی داده عنوان به LV perfect از بسته این در آوریم. بدست را x تحقق N شده، سازی
LV perfect برای اولیه مقدار smfsb بسته می�دهیم.در قرار آن اساس بر را مقایسه مبنای و می�کنیم
استفاده با سپس است. آمده ۵.۴ نمودار در که است، شده گرفته نظر در t = [٠,٣٠] زمانی فاصله در
داده�های این ما است. شده سازی شبیه داده دلخواه تعداد به اولیه، داده این روی از گیلیپس الگوریتم از
مي�دهیم. انجام را آن روی استنباط سپس می�گیریم. نظر در واقعی�مان داده عنوان به را شده سازی شبیه

N به توجه با صورت این در می�گیریم. نظر در θ = {١,٠٫ ٠٠۵,٠٫ ۶} را پارامتر واقعی مقدار همچنین
مختلف، نرم�های از استفاده با ||y − x|| مقایسه N ،LV perfect با مقایسه و شده سازی شبیه تحقق

٧function hazard
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پر خط و شکارچی داده بیانگر چین خط که است tزمان به نسبت LV perfect نمودارداده :۵.۴ شکل
است. شکار داده بیانگر

در ϵ تحمل تعیین و انتخاب باشد. کمتر ϵ از نظر مورد نرم که می�پذیریم را θیی نهایت در داشت. خواهیم
١٠٠٠ نهایت در می�کنیم. انتخاب فاصله�ای توزیع چندک یک از را ϵ اینجا در است. شده گفته ٣ فصل
بار یک را شده پذیرفته پارامتر�های مقادیر هیستوگرام بالا، محاسبات حجم علت به می�گردد. پذیرفته θ

می�کنیم. رسم parallel بسته از استفاده با بار یک و parallel بسته بدون
استفاده log(θ) از باشد واضح�تر تقریبی پسین توزیع شکل اینکه برای ،٧.۴ و ۶.۴ شکل�های به توجه با
مقادیر توزیع آنگاه کند میل ϵ → ٠ و کنیم استفاده مناسب نرم یک از اگر که است واضح می�کنیم.
بالاتر رد نرخ به منجر کوچک، خیلی ϵ انتخاب هرچند می�کند. میل مطلوب پسین توزیع به شده پذیرفته
نزدیکی هماهنگی یک تا باشیم داشته انتظار که است واقعی غیر آنگاه مي�شود زیاد y بعد وقتی می�گردد.
تقریبا امر این بالا بعد برای بودن، پرهزینه عین در نتیجه در باشد. داشته وجود y و x مولفه�های بین
می�کنیم. استفاده بسنده آماره از وجود صورت در و شده خلاصه آماره از ناچار به پس می�گردد. غیرممکن
است. ٣٢ بعد واقع در مدل، بودن متغییره ٢ به توجه با و است ١۶ مشاهدات بعد گذشت که مثالی در
را آن می�کنیم.نتیجه استفاده مشاهدات کواریانس اتو و واریانس و میانگین از ادامه در بعد کاهش برای

میبینیم. ٨.۴ شکل در
همان�طور است. پارامتر واقعی مقدار بیانگر قرمز خط که می�دهد، نشان را تقریبی پسین توزیع ٨.۴ شکل
آمده به�دست نمودار ببینید). را ٨.۴ (شکل است واقعی مقدار حول پذیرفته�شده مقادیر است مشخص که
در نیست. زیاد بعد کاهش اینجا در می�باشد. داده�ها کل از استفاده با نمودار شبیه خیلی ٨.۴ شکل از
آماره از استفاده با آن عملکرد نتیجه در است. یافته کاهش مشاهده ٩ به واقعی مشاهده ٣٢ از واقع



٧٧ مقدمه .١.۴

Histogram of newX[, i]

newX[, i]

F
re

qu
en

cy

0 2 4 6

0
50

10
0

20
0

30
0

Histogram of newX[, i]

newX[, i]

F
re

qu
en

cy

0.00 0.02 0.04

0
10

0
20

0
30

0
40

0

Histogram of newX[, i]

newX[, i]

F
re

qu
en

cy

0 1 2 3 4 5 6

0
20

0
40

0
60

0

Histogram of newX[, i]

newX[, i]

F
re

qu
en

cy

−3 −1 0 1 2

0
20

40
60

80
10

0

Histogram of newX[, i]

newX[, i]

F
re

qu
en

cy

−6.0 −5.0 −4.0 −3.0

0
20

40
60

80

Histogram of newX[, i]

newX[, i]

F
re

qu
en

cy

−6 −4 −2 0 2
0

10
20

30
40

50

log(θ) و θ اساس بر شده سازی شبیه پارامترهای هیستوگرام نمودار :۶.۴ شکل

را شده محاسبه زمان ٢.۴ جدول دید. می�توان ABC از استفاده با محاسبه�شده زمان در را شده خلاصه
بالاتر ابعاد در بعد کاهش بنابراین می�دهد. نشان خلاصه�شده آماره و parallel بسته از استفاده اساس بر
در جنبه مهم�ترین نتیجه در می�یابد. افزایش نیز هزینه بعد افزایش با چراکه می�رسد، به�نظر ضروری خیلی
است. خلاصه�شده آماره از تقریبی یا پسین) (میانگین بهینه شده خلاصه آماره از استفاده زمان کاهش

پسین تقریب برای شده محاسبه زمان :٢.۴ جدول

پسین تقریب زمان
parallel بسته بدون ۵٠٣.١١
parallel بسته با ۴۶۵.۶۵

اتوکواریانس و واریانس و میانگین شده خلاصه آماره و parallel با ۴١١.۶٨
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بسته از استفاده با log(θ) و θ اساس بر شده سازی شبیه پارامترهای هیستوگرام نمودار :٧.۴ شکل
parallel
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تحقیق آینده و نتیجه�گیری

می�سازد. ممکن را استنباط نیستند، دسترس در که مدل�هایی از گسترده�ای رده برای تقریب بیز محاسبات
تعمیم�های در است. کرده جلب به�خود را توجهات از مجموعه�ای کاربردی و نظری زمینه دو هر در روش این
است. شده خوبی بسیار کارایی و تقریبی به منجر حالات از بسیاری در ،ABC کالبیدن به توجه با اخیر،
باشد. تاثیرگذار به�خوبی می�تواند ABC مختلف الگوریتم�های از آمده به�دست خروجی در روش کارایی
هدف این�رو، از است. گرفته قرار دقیق بررسی تحت پزشکان هم و آماردانان توسط هم ABCروش اخیرا
آماردانان، از برخی ملاحظات به پاسخی بهترشدن، این حقیقت در است. ABC روش عملکرد بهبود
حل مسایل از بعضی میان این در است. روش بالاتر کارایی درباره پزشکان و رویکرد، اعتبار درباره

جمله: از می�ماند باقی نشده

به�دست تحمل سطح تا هست نیاز چراکه هستند، عملی غیر تاکنون آمده به�دست همگرایی نتایج •
هزینه خود این که کند، میل بینهایت به نمونه اندازه یا کند) میل صفر سمت (به گردد کوچک آمده
نمونه انداز و مثبت تحمل سطح برای مرزها دقیق خطای آوردن به�دست دارد. پی در را بسیاری

دارد. به�دنبال را بهتری نتایج هزینه و روش عملکرد ارزیابی در هم و اجرا در هم متناهی

آن اما می�شود بیان بیزی استنباط در تقریبی و همگرایی روش یک به�عنوان غالبا ABC اینکه با •
راست سر آن تحلیل نتیجه در شود، بیان استنباطی تکنیک یک عنوان به خودی�خود به می�تواند

می�رود. به�کار مستقیم غیر استنتاجی روش یک به�عنوان حاضر حال در است.

در که خطاهایی مجموعه بعد افزایش با اما است کرده حل را تقریب مساله تاحدی ABC اگرچه •
مواجه زمان و هزینه افزایش با و کاهش را کارایی این و میابد افزایش نیز شد، اشاره ٣ فصل
است. ارزان و راحت و سریع بسیار کوچک�تر نمونه�های برای ABC روش حال این با می�گردد.

تا variational، بیزی استنباط مانند دیگر تقریبی روش�های با ABC بر مبتنی استنباط رابطه •
خوب پژوهشی تحقیق یک به� منجر روش�ها این آمیختن درهم و مقایسه است نشده انجام کنون

.(٢٠٠٠ همکارن، و (جاکولا می�گردد

اساس بر است. گرفته صورت تجربی به�صورت تاکنون شده خلاصه آماره ساختن و انتخاب •
بسیار می�تواند امر این بسندگی، تقریب و داده�ها٨ تحلیل اصول اساس بر و خودکار رویکرد یک

باشد. غیراستاندارد و پیچیده مجموعه�های در به�ویژه قانع�کننده�تر و جذاب�تر

٨Data analysis

٧٩
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هست، مواجه پیچیده مدل�های و بزرگ داده�های مجموعه جمله از محدودیت�هایی با لزوما روش •
تکنیک به�سرعت نتیجه در گردد. تبدیل ممکن غیر امر یک به خود به�خودی شبیه�سازی که به�طوری

بود. خواهد نیاز شده خلاصه آماره�های شبیه�سازی برای مستقیم به�طور بعد کاهش

پیچیدگی که است هم�زمان به�طور مدل چندین از مدل انتخاب بیزی تحلیل از خاص جنبه یک •
از می�توان اساس این بر .(٢٠١٠ رابرت، و مارین ٢٠٠١؛ (رابرت، داراست نیز را محاسباتی
برای را استنباط مدل، هر پارامتر�های صورت این گرفت.در کمک مساله این حل برای ABC
از هم�زمان به�طور است، π(M = m) پیشین توزیع با مرتبط که ،M شاخص با مربوطه مدل
می�دهد. انجام Θm پارامتر فضای روی مربوطه پارامتر شرط به پیشین توزیع (m = ١, · · · ,M)

ABC که است محاسباتی چالش یک ،M از پسین توزیع محوریت با مدل�ها این بین انتخاب
همکاران، و لیونبرگر ٢٠٠٩؛ همکاران، و گرلود ٢٠١٢؛ همکاران، و (مارین می�پردازد آن حل به

.(٢٠١١ همکاران، و رابرت ٢٠١٠؛ همکاران، و رابرت ٢٠١٠؛



آ� پیوست

تعریف�ها و نمادها

برداری١ فضای .١ تعریف

است.همچنین ضربعددی و جمع�برداری عملگر، دو به مجهز که ،F میدان روی V مانند است مجموعه�ای
است: زیر خاصیت ٧ دارای

x+ y = y + x ،V در y و x هر به�ازای •

(x+ y) + z = x+ (y + z) ،V در z و y و x هر به�ازای •

x+ ٠ = x و ٠+ x = x ،V در x هر به�ازای که قسمی به هست، V در ٠ مانند عنصری •

x+ (−x) = ٠ قسمی�که به هست V در −x مانند عنصری ،V در x هر به�ازای •

١x = x ،x ∈ V هر به�ازای •

a(bx) = (ab)x ،x ∈ V و a, b ∈ R هر به�ازای •

.(a+ b)x = ax+ bx و a(x+ y) = ax+ ay ،x, y ∈ V و a, b ∈ R هر به�ازای •

Lp فضای تعریف٢.

فرض کلی، به�طور می�شود. تعریف لبگ انتگرال pام توان قدرطلق توابع از فضایی به�عنوان Lp فضای
C به S از اندازه�پذیر توابع تمام از مجموعه�ای باشد. (S,Σ, µ) اندازه فضای و ،١ ≤ p < ∞ که کنید
که طوری به است متناهی انتگرای دارای مطلق قدر pام توان صورت این در می�گیریم. نظر در را R یا

||f ||p =
(∫

S

|f |pdµ
) ١

p

< ∞.

١Vector space
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داریم λ هر برای و طبیعی عملگر دو با می�دهند. تشکیل را برداری فضای توابعی، چنین از مجموعه�ای

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(λf)(x) = λf(x).

داریم. نیز را زیر نامساوی Lp فضای در همچنین
||f + g||p ≤ ٢p−١(|f |p + |g|p)

مارکوف زنجیر تعریف٣.

به� است، θ(٠), θ(١), · · · , θ(t), · · · وابسته تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {θ(t)} مارکوف زنجیر یک
است. وابسته θ(t−١) به فقط قبلی متغیرهای بودن مفروض شرط به θ(t) احتمال توزیع طوری�که

تحویل�ناپذیر زنجیر تعریف۴.

حالت فضای وضعیت�های تمام روی بر حرکت اجازه k(·|·) هسته که است معنی این به ناپذیری تحویل
فضای از ناحیه هر به مثبت احتمال با {θ(t)} دنباله ،θ(٠) اولیه مقدار از صرف�نظر یعنی، دارد. را زنجیر

سربزند. می�تواند حالت

بازگشتی زنجیر تعریف۵.

نامتناهی دفعات به اغماض، قابل غیر دلخواه مجموعه هر به زنجیر که است معنی این به بودن بازگشتی
گشت. خواهد باز

آرگودیک زنجیر .۶ تعریف

به θ(t) حدی توزیع که معنی این به هست. نیز حدی توزیع یک مانا توزیع بازگشتی، زنجیرهای در
ویژگی دیگر عبارت به می�نامند. بودن آرگودیک را ویژگی این است. π(θ|.) ،θ(٠) اولیه مقدار هر ازای

است. معادل اولیه، شرایط به نسبت استقلال با زنجیر، بودن ارگودیک



ب پیوست

چهارم و دوم فصل اجرای برای R برنامه کد

این در چهارم فصل در سوم و دوم مثال و دوم فصل در اول مثال نتایج بازتولید برای لازم دستورات
است. شده گزارش پیوست
دوم فصل اول مثال

زیر صورت به شبیه�سازی�شده و واقعی داده N = ٢٠ برای و ١.٢ شکل به مربوط دستورات •
می�باشد.

make_ecdf <- function(X) {
list(x=c(0,X,10), y=c(0:5/5,1))

}

dist <- function(X,Y) {
sqrt(sum((X-Y)^2))

}

set.seed(123)
mu0 <- runif(1,4,6)
Xobs <- sort(rnorm(5,mu0,1))
ecdf_obs <- make_ecdf(Xobs)

N <- 1E4
mu_sim <- runif(N,0,10)
Xsim <- sapply(1:N,

function(i){
sort(rnorm(5,mu_sim[i],1))
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})
Xsim <- t(Xsim)
dist_sim <- sapply(1:N,

function(i){
sqrt(sum((Xobs-Xsim[i,])^2))

})
acc_sim <- (dist_sim < 2)
plot_col <- -6*acc_sim+8

Sobs <- mean(Xobs)
Ssim <- rowMeans(Xsim)
dist_sim2 <- abs(Ssim - Sobs)

##PLOTS
##Plot observed vs first 20 simulated data sets
par(mfrow=c(1,2))
plot(ecdf_obs$x, ecdf_obs$y,

type='s', xlim=c(0,10), lwd=3,
xlab='Y', ylab='ecdf', main='Data')

for (i in which(!acc_sim[1:20])) {
ecdf_sim <- make_ecdf(Xsim[i,])
lines(ecdf_sim$x, ecdf_sim$y,

type='s', col='grey')
}
for (j in 1:2) {

i <- which(acc_sim)[j]
ecdf_sim <- make_ecdf(Xsim[i,])
lines(ecdf_sim$x, ecdf_sim$y,

type='s', col=c('red','blue')[j], lwd=c(1.4,1)[j])
}
plot(mu_sim[1:20], dist_sim[1:20],

xlim=c(0,10), ylim=c(0,14), cex=1, col=plot_col[1:20], pch=20,
xlab="theta", ylab="Distance")

abline(h=2, col='orange', lwd=1)



٨۵

این در است. شده شبیه�سازی و واقعی داده� �N = ١٠٠٠ برای ٢.٢ شکل به مربوط دستورات •
می�باشد. زیر صورت به که است، شده استفاده مختلف ϵ از مثال

par(mfrow=c(4,2), mar=c(2, 4, 2, 2) + 0.1)
for (hh in quantile(dist_sim[1:1E3],c(0.01,0.05,0.1,0.25))) {
acc_sim <- (dist_sim < hh)
plot_col <- -6*acc_sim+8
dens <- density(mu_sim[1:1E3][acc_sim[1:1E3]])
plot(dens$x, dens$y,

type='l', xlim=c(2,8), ylim=c(0,1.5),
xlab='', ylab='Density')

myx <- seq(0,10,length.out=100)
myy <- dnorm(myx, mean(Xobs), sd=sqrt(1/5))
lines(myx, myy, lty=2)
#points(mu_sim[acc_sim], rep(0,sum(acc_sim)), pch="|")
plot(mu_sim[1:1E3], dist_sim[1:1E3],

xlim=c(0,10), ylim=c(0,14), pch=16, cex=0.5, col=plot_col,
xlab='', ylab="Distance")

abline(h=hh, col='orange', lwd=1)
}

،S(y) = ȳ خلاصه�شده آماره از استفاده با ،٢.٢ شکل ادامه در ، ٣.٢ شکل به مربوط دستورات •
می�باشد. زیر صورت به

par(mfrow=c(4,2), mar=c(2, 4, 2, 2) + 0.1)
for (hh in quantile(dist_sim2[1:1E3],c(0.01,0.05,0.1,0.25))) {
acc_sim <- (dist_sim2 < hh)
plot_col <- -6*acc_sim+8
dens <- density(mu_sim[1:1E3][acc_sim[1:1E3]])
plot(dens$x, dens$y,

type='l', xlim=c(2,8), ylim=c(0,1.5),
xlab='', ylab='Density')

myx <- seq(0,10,length.out=100)
myy <- dnorm(myx, mean(Xobs), sd=sqrt(1/5))
lines(myx, myy, lty=2)
#points(mu_sim[acc_sim], rep(0,sum(acc_sim)), pch="|")
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plot(mu_sim[1:1E3], dist_sim2[1:1E3],
xlim=c(0,10), ylim=c(0,6), pch=16, cex=0.5, col=plot_col,
xlab='', ylab="Distance")

abline(h=hh, col='orange', lwd=1)
}

چهارم فصل دوم مثال

آماره است. شده داده�شبیه�سازی ١٠۶ و n = ١٠٠ اولیه داده با و ٢.۴ شکل به مربوط دستورات •
است. استفاده�شده� RS-ABC روش از است. اتوکواریانس شده خلاصه

library(mnormt)
ma2like=function(theta)
{
n=length(y)
sigma=toeplitz(c(1+theta[1]^2+theta[2]^2,theta[1]
+theta[1]*theta[2],theta[2],rep(0,n-3)))
if (theta[2]<1 & theta[2]>-1 & theta[1]>-theta[2]-1 & theta[1]<theta[2]+1)
dmnorm(y,rep(0,n),sigma) else 0
}

n=100
y=as.vector(arima.sim(n=n,list(ma=c(0.6,0.2))))
acy=c(sum(y[1:(n-1)]*y[2:n]),sum(y[1:(n-2)]*y[3:n]))

acysim=matrix(0,10^4,2)
for (j in 1:10^4)
{
theta=runif(2,c(-2,-1),c(2,1))
while((sum(theta)<{-1})||(diff(theta)<{-1})) theta=runif(2,c(-2,-1),c(2,1))
ysim=as.vector(arima.sim(n=n,list(ma=c(theta[1],theta[2]))))
acysim[j,]=c(sum(ysim[1:(n-1)]*ysim[2:n]),sum(ysim[1:(n-2)]*ysim[3:n]))
}
Sigma1=cov(acysim)
ISigma1=solve(Sigma1)
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Nsimu=10^6
dede=rep(0,Nsimu)
theta=matrix(0,Nsimu,2)

for (i in 1:Nsimu)
{
theta[i,]=runif(2,c(-2,-1),c(2,1))
while((sum(theta[i,])<{-1})||(diff(theta[i,])<{-1})) theta[i,]
=runif(2,c(-2,-1),c(2,1))
ysim=as.vector(arima.sim(n=n,list(ma=c(theta[i,1],theta[i,2]))))
acysim=c(sum(ysim[1:(n-1)]*ysim[2:n]),sum(ysim[1:(n-2)]*ysim[3:n]))
dede[i]=t(acy-acysim)%*%ISigma1%*%(acy-acysim)
print(i)
}

ma2like=function(theta)
{
n=length(y)
sigma=toeplitz(c(1+theta[1]^2+theta[2]^2
,theta[1]+theta[1]*theta[2],theta[2],rep(0,n-3)))
if (theta[2]<1 & theta[2]>-1 & theta[1]>-theta[2]-1 & theta[1]<theta[2]+1)
dmnorm(y,rep(0,n),sigma) else 0
}

len=100
A=seq(-2,2,length=len)
B=seq(-1,1,length=len)
Z=expand.grid(A,B)
Z=as.matrix(Z)
resi=rep(0,len*len)
for (i in 1:(len*len)) resi[i]=ma2like(Z[i,])
li=quantile(dede,0.001)
plot(0,0,cex=.4,pch=19,col="wheat"
,xlab=expression(theta[1])
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,ylab=expression(theta[2]),xlim=c(-2,2),ylim=c(-1,1))
polygon(c(-2,0,2,-2),c(1,-1,1,1),col="wheat",border=F)
points(theta[dede<=li,],col="steelblue",pch=19,cex=.4)
contour(A,B,matrix(resi,len,len),add=TRUE,nlev=10,drawlabels=FALSE)
points(0.6,0.2,pch=19,cex=1,col="red")

است. شده کشیده ٣.۴ شکل ،MCMC-ABC و RS-ABC از استفاده با ،٢.۴ شکل ادامه در •

n=50
obs=as.vector(arima.sim(n=n,list(ma=c(0.6,0.2))))
acobs=c(sum(obs[1:(n-1)]*obs[2:n]),sum(obs[1:(n-2)]*y[3:n]))

ysim=matrix(0,10000,n)
for (j in 1:10000)
{
ysim[j,]=as.vector(arima.sim(n=n,list(ma=c(theta[j,1],theta[j,2]))))
}
Sigma2=cov(ysim)
ISigma2=solve(Sigma2)

Nsimu=1000000
dede1=dede2=rep(0,Nsimu)
beaumont=matrix(0,Nsimu,2)

for (i in 1:Nsimu)
{
ysim=as.vector(arima.sim(n=n,list(ma=c(theta[i,1],theta[i,2]))))
acysim=c(sum(ysim[1:(n-1)]*ysim[2:n]),sum(ysim[1:(n-2)]*ysim[3:n]))
beaumont[i,]=acysim-acobs
dede1[i]=t(beaumont[i,])%*%ISigma1%*%beaumont[i,]
dede2[i]=t(obs-ysim)%*%ISigma2%*%(obs-ysim)
print(i)
}

ma2like=function(theta)
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{
n=length(obs)
sigma=toeplitz(c(1+theta[1]^2+theta[2]^2
,theta[1]+theta[1]*theta[2],theta[2],rep(0,n-3)))
if (theta[2]<1 & theta[2]>-1 & theta[1]>-theta[2]-1 & theta[1]<theta[2]+1)
dmnorm(obs,rep(0,n),sigma) else 0
}

len=100
A=seq(-2,2,length=len)
B=seq(-1,1,length=len)
Z=expand.grid(A,B)
Z=as.matrix(Z)
resiobs=rep(0,len*len)
for (i in 1:(len*len)) resiobs[i]=ma2like(Z[i,])

cil=c("steelblue","tomato","gold")
par(mfrow=c(1,2))
li1=quantile(dede1,c(0.01,0.001,0.0001))
plot(0,0,cex=.4,pch=19,col="wheat"
,xlab=expression(theta[1]),ylab=expression(theta[2]),
xlim=c(-2,2),ylim=c(-1,1))
polygon(c(-2,0,2,-2),c(1,-1,1,1),col="wheat",border=F)
for (l in 1:3) points(theta[dede1<=li1[l],],col=cil[l],pch=19,cex=.4)
contour(A,B,matrix(resiobs,len,len),add=TRUE,nlev=5,drawlabels=FALSE)
points(0.6,0.2,pch=19,cex=0.5,col="red")
li2=quantile(dede2,c(0.01,0.001,0.0001))
plot(0,0,cex=.4,pch=19,col="wheat"
,xlab=expression(theta[1]),ylab=expression(theta[2]),
xlim=c(-2,2),ylim=c(-1,1))
polygon(c(-2,0,2,-2),c(1,-1,1,1),col="wheat",border=F)
for (l in 1:3) points(theta[dede2<=li2[l],],col=cil[l],pch=19,cex=.4)
contour(A,B,matrix(resiobs,len,len),add=TRUE,nlev=4,drawlabels=FALSE)
points(0.6,0.2,pch=19,cex=0.5,col="red")
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می�باشد. ۴.۴ شکل به مربوط زیر دستور •

len=200
A=seq(-2,2,length=len)
resin1=rep(0,len)
for (i in 1:len)
{
cucu=function(x)
{
ni=length(x)
mi=ma2like(c(A[i],x[1]))
if (ni>1) for (j in 2:ni) mi=c(mi,ma2like(c(A[i],x[j])))
mi
}
resin1[i]=integrate(cucu,-1,1)$value
print(i)
}
mp1=approxfun(A,resin1)
c1=integrate(mp1,-2,2)$value
mp1=approxfun(A,resin1/c1)

B=seq(-1,1,length=len)
resin2=rep(0,len)
for (i in 1:len)
{
cucu=function(x)
{
ni=length(x)
mi=ma2like(c(x[1],B[i]))
if (ni>1) for (j in 2:ni) mi=c(mi,ma2like(c(x[j],B[i])))
mi
}
resin2[i]=integrate(cucu,-2,2)$value
print(i)
}
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mp2=approxfun(B,resin2/c1)

par(mfrow=c(1,2))
li1=quantile(dede1,c(0.1,0.01,0.001))
curve(mp1,-2,2,lwd=1,ylab="",xlab=expression(theta[1]))
llty=c(1,3,5,1)
for (l in 1:3)lines(density(theta[dede1<=li1[l],1]
,bw=0.05),lty=llty[l],lwd=2)
legend( "topleft",c( ".1",".001",".01"),lwd=2,lty=c(1,3,5))
curve(mp2,-1,1,lwd=1,ylab="",xlab=expression(theta[2]))
for (l in 1:3) lines(density(theta[dede1<=li1[l],2]
,bw=0.057),lty=llty[l],lwd=2)
legend( "topleft",c("","",""),lwd=2,lty=c(1,3,5))
#col=cil[l]

چهار فصل سوم مثال

است. �شبیه�سازی�شده داده N = ١٠۵ برای ۶.۴ شکل به مربوط زیر دستورات •

require(smfsb)
data(LVdata)
N=1e5
message(paste("N =",N))
prior=cbind(th1=exp(runif(N,-6,2)),
th2=exp(runif(N,-6,2)),th3=exp(runif(N,-6,2)))
rows=lapply(1:N,function(i){prior[i,]})
message("starting simulation")
samples=lapply(rows,function(th)
{simTs(c(50,100),0,30,2,stepLVc,th)})
message("finished simulation")
distance<-function(ts)
{
diff=ts-LVperfect
sum(diff*diff)
}
message("computing distances")



٩٢ چهارم و دوم فصل اجرای برای R برنامه کد ب.

dist=lapply(samples,distance)
message("distances computed")
dist=sapply(dist,c)
cutoff=quantile(dist,1000/N)
post=prior[dist<cutoff,]
op=par(mfrow=c(2,3))
apply(post,2,hist,30)
apply(log(post),2,hist,30)
par(op)
###################
system.time
user system elapsed
489.80 0.71 503.31

است. R در parallel بسته از استفاده با و ٧.۴ شکل به مربوط زیر دستورات •

require(smfsb)
require(parallel)
options(mc.cores=4)
data(LVdata)
N=1e5
bs=1e4
batches=N/bs
message(paste("N =",N," | bs =",bs," | batches =",batches))
distance<-function(ts)
{
diff=ts[,1]-LVprey
sum(diff*diff)
}
post=NULL
for (i in 1:batches) {
message(paste("batch",i,"of",batches))
prior=cbind(th1=exp(runif(bs,-6,2)),
th2=exp(runif(bs,-6,2)),th3=exp(runif(bs,-6,2)))
rows=lapply(1:bs,function(i){prior[i,]})
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samples=mclapply(rows,function(th)
{simTs(c(50,100),0,30,2,stepLVc,th)})
dist=mclapply(samples,distance)
dist=sapply(dist,c)
cutoff=quantile(dist,1000/N)
post=rbind(post,prior[dist<cutoff,])
}
message(paste("Finished. Kept",
dim(post)[1],"simulations"))
op=par(mfrow=c(2,3))
apply(post,2,hist,30)
apply(log(post),2,hist,30)
par(op)
################
system.time
user system elapsed
463.37 0.11 465.65

است. شده شبیه�سازی داده N = ١٠٧ برای ٨.۴ شکل به مربوط زیر دستورات •

require(smfsb)
require(parallel)
options(mc.cores=4)
data(LVdata)
N=1e7
bs=1e5
batches=N/bs
message(paste("N =",N," | bs =",bs," | batches =",batches))
ssinit <- function(vec)
{
ac23=as.vector(acf(vec,lag.max=2,plot=FALSE)$acf)[2:3]
c(mean(vec),log(var(vec)+1),ac23)
}
ssi <- function(ts)
{
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c(ssinit(ts[,1]),ssinit(ts[,2]),cor(ts[,1],ts[,2]))
}
message("Batch 0: Pilot run batch")
prior=cbind(th1=exp(runif(bs,-6,2)),
th2=exp(runif(bs,-6,2)),th3=exp(runif(bs,-6,2)))
rows=lapply(1:bs,function(i){prior[i,]})
samples=mclapply(rows,function(th)
{simTs(c(50,100),0,30,2,stepLVc,th)})
sumstats=mclapply(samples,ssi)
sds=apply(sapply(sumstats,c),1,sd)
print(sds)
# now define a standardised distance
ss<-function(ts)
{
ssi(ts)/sds
}
ss0=ss(LVperfect)
distance <- function(ts)
{
diff=ss(ts)-ss0
sum(diff*diff)
}
post=NULL
for (i in 1:batches) {
message(paste("batch",i,"of",batches))
prior=cbind(th1=exp(runif(bs,-6,2)),
th2=exp(runif(bs,-6,2)),th3=exp(runif(bs,-6,2)))
rows=lapply(1:bs,function(i){prior[i,]})
samples=mclapply(rows,function(th)
{simTs(c(50,100),0,30,2,stepLVc,th)})
dist=mclapply(samples,distance)
dist=sapply(dist,c)
cutoff=quantile(dist,1000/N,na.rm=TRUE)
post=rbind(post,prior[dist<cutoff,])
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}
message(paste("Finished. Kept",dim(post)[1],"simulations"))
th=c(th1 = 1, th2 = 0.005, th3 = 0.6)
op=par(mfrow=c(2,3))
for (i in 1:3) {
hist(post[,i],30,col=5,
main=paste("Posterior for theta[",i,"]",sep=""))
abline(v=th[i],lwd=2,col=2)
}
for (i in 1:3) {
hist(log(post[,i]),30,col=5,
main=paste("Posterior for log(theta[",i,"])",sep=""))
abline(v=log(th[i]),lwd=2,col=2)
}
par(op)
#############
system.time
user system elapsed
38692.07 11.28 70334.63
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Aabstract

Approximate Bayesian Computation (ABC) methods, also known as likelihood-free
sampling techniques, have been appeared in the past ten years as the most satisfactory
approach to Bayesian analysis of complex and intractable likelihood problems. ABC was
used first in genetics, then in a broader spectrum of applications. Over the past few years,
both practical and theoretical issues of these methods, in statistics and other disciplines,
are desired. Due to the massive and unprecedented reception of such methods, in this the-
sis, we present different algorithms and review some theoretical aspects for ABC methods.
Then, we show some examples of their applications in real and simulated situations.
Keywords Likelihood-free methods, Bayesian statistics, ABC methodology, Noisy ABC.
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