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یده چ
آرمنداریز حلقه�ای اگر است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از آرمنداریز حلقه یک در توان پوچ عناصر مجموعه
حلقه�ای اگر که داد نشان می�توان بنابراین است. برابر آن اول رادیکال با آن بالایی پوچ رادیکال آنگاه باشد
پایان�نامه این در است. آرمنداریز نیز اولش رادیکال بر آن قسمتی خارج حلقه آنگاه باشد آرمنداریز
APR به باشد داشته خاصیتی چنین که حلقه�ای و می�کنیم بررسی را دارند خاصیتی چنین که حلقه�هایی
خانواده و آرمنداریز حلقه�های خانواده بین APR حلقه�های خانواده می�دهیم نشان می�کنیم. نامگذاری
حلقه اگر تنها و اگر دارد APR خاصیت ،R حلقه می�دهیم نشان دارد. قرار آرمنداریز پوچ حلقه�های
N(R)).N(R[x]) = N(R)[x] که می�دهیم نشان شرایطی چنین در باشد داشته APR خاصیت R[x]

می�کنیم. معرفی را APR حلقه�های از مثال�هایی همچنین است.) R حلقه�ی توان پوچ عناصر نمایانگر

اول، رادیکال بالایی، پوچ رادیکال آرمنداریز، پوچ حلقه�های آرمنداریز، حلقه�های کلیدی: کلمات
.APR حلقه�های
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١ فصل

لازم مقدمات و مفاهیم

اولیه مفاهیم ١.١

می�کنیم: استفاده زیر نمادهای از و است یکدار و پذیر شرکت حلقه�ی یک نمایانگر R نامه پایان این در
می�شود، تصویر b به a: a 7−→ b

،X وسیله�ی به شده تولید ایده�آل : �< X >

،R حلقه�ی روی چندجمله�ای�ها R[x]:حلقه�ی

،R حلقه�ی اول رادیکال : P (R)

، n پیمانه به صحیح اعداد حلقه�ی : Zn

، R روی توانی سری�های حلقه�ی : R[[x]]

، لوران های جمله�ای چند حلقه�ی : R[x; x−١]

، R روی n× n ماتریس�های حلقه�ی : Matn(R)

.R روی مثلثی بالا n× n ماتریس�های حلقه�ی :Un(R)

ایده�آل�هایی B و A ایده�آل دو هر برای گاه هر می�نامیم اول را R حلقه�ی از P سره ایده�آل .١.١.١ تعریف
.B ⊆ P یا A ⊆ P آنگاه ،AB ⊆ P اگر R از

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. R حلقه�ی از سره ایده�آلی P کنیم فرض .٢.١.١ گزاره

است، اول P .١

،b ∈ P یا a ∈ P آنگاه، ،< a >< b >⊆ P و a, b ∈ R گاه هر .٢

،b ∈ P یا a ∈ P آنگاه، ،aRb ⊆ P و a, b ∈ R گاه هر .٣

،B ⊆ P یا A ⊆ P آنگاه ،AB ⊆ P و باشند R حلقه�ی از چپ ایده�آل دو B و A گاه هر .۴

١



٢ لازم مقدمات و مفاهیم .١

.B ⊆ P یا A ⊆ P آنگاه ،AB ⊆ P و باشند R حلقه�ی از راست ایده�آل دو B و A گاه هر .۵

است. بدیهی (١)← (۴) و (٣)← (٢)← (١) برهان.
عنصر .A ⊈ P اما ،AB ⊆ P و باشند R حلقه�ی از چپ ایده�آل دو B و A کنیم فرض .(۴)← (٣)
رو این از ،aRb ⊆ AB ⊆ P ،b ∈ B هر برای چون . a ̸∈ P که می�کنیم انتخاب طوری را a ∈ A

.B ⊆ P نتیجه در و b ∈ P ،(٣) قسمت بنابر

،A٢ ⊆ Q و باشد R از ایده�آلی A گاه، هر می�نامیم اول١ نیم را R حلقه�ی از Q ایده�آل .٣.١.١ تعریف
A ⊆ Q آنگاه

است. اول نیمه اول، ایده�آل هر .۴.١.١ نتیجه

باشد. اول) (نیم اول {٠} ایده�آل گاه، هر می�نامیم اول) (نیم اول را R حلقه�ی .۵.١.١ تعریف

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. R حلقه�ی از ایده�آلی Q کنیم فرض [١] .۶.١.١ گزاره

است، اول نیم Q .١

،< a >⊆ Q آنگاه ،< a >٢⊆ Q و a ∈ R گاه هر .٢

،a ∈ Q آنگاه ،aRa ⊆ Q و a ∈ R گاه هر .٣

،A ⊆ Q آنگاه ،A٢ ⊆ Q و باشد R حلقه�ی از چپ ایده�آلی A هرگاه .۴

،A ⊆ Q آنگاه ،A٢ ⊆ Q و باشد R حلقه�ی از راست ایده�آلی A گاه هر .۵

معادلند: R حلقه�ی برای زیر شرایط .٧.١.١ گزاره

است، اول نیم R .١

،P (R) = ٠ .٢

ندارد، ناصفر توان پوچ ایده�آل هیچ R .٣

ندارد. ناصفر توان پوچ چپ ایده�آل هیچ R .۴

است. بدیهی (١)← (٣)← (۴) و (١)↔ (٢) برهان.
n کنیم فرض باشد. R اول نیم حلقه�ی از توان پوچ چپ ایده�آل یک A کنیم فرض .(۴) ← (١)
(An−١)٢ = A٢n−٢ ⊆ An = ٠ آنگاه: ،n > ١ اگر .An = ٠ که باشد مثبتی صحیح عدد کوچکترین

.A = ٠ بنابراین است. تناقض یک که ،An−١ = ٠ لذا و

است. اول) (نیم اول R[x] اگر، تنها و اگر است، اول) (نیم اول R حلقه�ی .٨.١.١ گزاره
١Semiprime Ring



٣ اولیه مفاهیم .١.١

.b = ٠ یا a = ٠ لذا و aR[x]b = ٠ نتیجه، در .aRb = ٠ و باشد اول R[x] کنیم فرض برهان.
پیشرو ضریب ترتیب به b و a اگر .fR[x]g = ٠ و f, g ∈ R[x] و باشد اول R کنیم فرض بالعکس،
یا f = ٠ نتیجه در .b = ٠ یا a = ٠ رو این از است، اول R چون و aRb = ٠ آنگاه، باشند، g و f

است. اول R[x] بنابراین .g = ٠

باشد. نداشته ناصفر توان پوچ عنصر هیچ گاه هر می�نامیم یافته٢ تقلیل را R حلقه .٩.١.١ تعریف

است. اول حلقه�ی یک دامنه هر .١ .١٠.١.١ مثال

است. اول نیم یافته، تقلیل حلقه�ی هر .٢

است. اول ساده، حلقه�ی هر .٣

است. اول نیم اول، نیم حلقه�های از مستقیم حاصل�ضرب هر .۴

می�شود، جابجا R عناصر با xi هر Xو = {xi|i ∈ I} باشد، حلقه یک R کنیم فرض .١١.١.١ تعریف
است f٠ + f١ + f٢ + · · · فرم به آن عضو هر و می�دهیم نشان R

[
[X]
]
با را توانی٣ سری�های حلقه

است. R روی xi متغیرهای اساس بر i درجه از همگن چندجمله�ای fi هر که

با و می�نامیم R پایینی۴ پوچ رادیکال را R حلقه�ی اول ایده�آل�های تمام اشتراک .١٢.١.١ تعریف
می�دهیم. N⋆(R) نمایش

.N⋆(R[x]) = N⋆(R)[x] صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .١٣.١.١ قضیه

گزاره�ی(٨.١.١) بنابر است اول نیم R/I حلقه�ی چون .I = N⋆(R) می�دهیم قرار برهان.

N⋆(R[x]) ⊆ I[x] لذا و است R[x] از اول نیم ایده�آلی I[x] یعنی است. اول نیم R[x]

I[x]
∼= (

R

I
)[x]

ایده�آل چون باشد. R[x] از اول ایده�آلی P می�کنیم فرض حال .N⋆(R[x]) ⊆ N⋆(R)[x] بنابراین
و N⋆(R)[x] ⊆ N⋆(R[x]) نتیجه در .I[x] ⊆ P رو این از I ⊆ P ∩ R ⊆ P و است اول P ∩ R

.N⋆(R)[x] = N⋆(R[x]) لذا

دنباله�����������������������ی هر هرگاه، است توان۵ پوچ قویاً a ∈ R عنصر باشد. حلقه Rیک کنیم فرض .١۴.١.١ تعریف
شود. صفر سرانجام a٠ = a, a١ ∈ a٠Ra٠, a٢ ∈ a١Ra١, · · · , an+١ ∈ anRan, · · ·

است. R �توان پوچ قویاً عناصر همه مجموعه N⋆(R) .١۵.١.١ گزاره
٢Redued Ring
٣Power Series Ring
۴Lower Nilradical
۵Strangly Nilpotent Element



۴ لازم مقدمات و مفاهیم .١

لذا a٠ = a ̸∈ P که دارد وجود P مانند اولی ایده�آل نتیجه در .a ̸∈ N⋆(R) = ∩P کنیم فرض برهان.
٠ ̸= an+١ ∈ anRan روند این ادامه�ی با .٠ ̸= a١ ̸∈ P که دارد وجود a١ ∈ a٠Ra٠ پس a٠Ra٠ ⊈ P

a لذا و an ̸= ٠ و an ̸∈ P ،n مانند طبیعی عدد هر برای لذا ٠ ̸= an+١ ̸∈ P که طوری به دارد وجود
نیست. توان پوچ قویاً

S = {a٠, a١, · · · } ناصفر نامتناهی دنباله�ی صورت این در نباشد، توان پوچ قویاً a فرضکنیم بالعکس:
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را X مجموعه�ی .an+١ ∈ anRan که طوری به دارد وجود

X = {q ⊴R; q ∩ S = ∅}

زنجیری کنیم فرض .X ̸= ∅ و ٠R ∈ X نتیجه در .٠R ∩ S = ∅ و است R حلقه�ی از ایده�آلی صفر
صورت به X در R حلقه�ی ایده�آل�های از

I١ ⊆ I٢ ⊆ I٣ ⊆ · · ·

اگر است. شده انتخاب زنجیر برای بالا کران یک J می�دهیم نشان .J = ∪Ii می�دهیم قرار باشد.
در a ∈ Ii که دارد وجود Ii لذا a ∈ S و a ∈ J = ∪Ii پس دارد وجود a ∈ J ∩ S آنگاه J ∩ S ̸= ∅

است. تناقض یک که Ii ∩ S ̸= ∅ نتیجه
حداقل X زورن لم به بنا است شده انتخاب زنجیر برای بالا کران یک J لذا J ∈ X و J ∩S = پس∅

است. P مانند ماکسیمال عضو یک دارای
A ⊈ P که طوری به باشند R از ایده�آل�هایی B و A کنید فرض است. اول ایده�آل P می�دهیم نشان حال

.(B + P ) ∩ S ̸= ∅ و (A+ P ) ∩ S ̸= ∅ ،X در P بودن ماکسیمال به توجه با .B ⊈ P و
،ai ∈ A+P نتیجه در aj ∈ (B+P )∩S و ai ∈ (A+P )∩S که طوری به دارد وجود j و i بنابراین

آنگاه بگیریم، نظر در را k = max{i, j} اگر aj ∈ S ،aj ∈ B + P و ai ∈ S

ak+١ ∈ akRak ⊂ (A+ P )(B + P ) ⊂ AB + P

که طوری به دارد وجود rk ∈ R عنصر است. اول ایده�آلی P پس AB ⊈ P بنابراین ak+١ ̸∈ P اما
،a = a٠ ̸∈ P عنصر پس� (a٠r٠a٠)(r١a١r٢a٢ · · · rk−١ak−١ak) ̸∈ P لذا ak+١ = akrkak ̸∈ P

.a ̸∈ N⋆(R) بنابراین a ̸∈ ∩P = N⋆(R) نتیجه در

با را آن و می�نامیم بالایی۶ پوچ رادیکال را Rحلقه�ی پوچ ایده�آل�های تمام مجموع .١۶.١.١ تعریف
است. R حلقه�ی پوچ ایده�آل بزرگترین N⋆(R) که است واضح می�دهیم نشان N⋆(R)

معادلند: زیر گزاره�های باشد حلقه� یک R کنیم فرض .١٧.١.١ گزاره

است، اول نیم ،R .١

است، اول نیم ،R[x] .٢

است. اول نیم ،R
[
[X]
]
.٣

۶Upper Nilradical



۵ اولیه مفاهیم .١.١

است. برقرار (٨.١.١) گزاره به بنا (١⇐⇒ ٢ برهان.
مجموعه�ی N کنیم فرض است. �ترتیب خوش مجموعه�ی A Xو = {xα|α ∈ A} کنیم فرض (١ =⇒ ٣

غیرتهی متناهی زیرمجموعه�ی هر برای باشد، طبیعی اعداد
تعریف زیر بصورت را XI تکین چندجمله�ای ،A×N از I = {(α١,m١), (α٢,m٢), · · · , (αr,mr)}

می�کنیم:
XI = xm١

α١
xm٢
α٢
· · · xmr

αr
(α١ < α٢ < · · · < αr), X

∅ = ١R,

است. I عناصر تعداد |I| = r و است XI درجه deg(X) = m١ +m٢ + · · ·+mr می�دهیم: قرار
می�گیریم: نظر در را زیر متناهی غیرتهی مجموعه دو

I = {(α١,m١), (α٢,m٢), · · · , (αr,mr)},

J = {(β١, n١), (β٢, n٢), · · · , (βs, ns)}.

باشد: برقرار زیر شرایط از یکی اگر I < J گوییم

.١
deg(I) < deg(J),

.٢
deg(I) = deg(J), |I| < |J |,

.٣
deg(I) = deg(J), |I| = |J |,∃k > ٠ : ∀i ≤ k ; αi = βi, mi = ni, αk+١ < βk+١,

.۴
deg(I) = deg(J), |I| = |J |, ∃k > ٠ : ∀i ≤ k;αi = βi,mi = ni, αk+١ = βk+١,mk+١ > nk+١.

از متناهی زیرمجموعه I + Jمجموعه�ی ،A× N از J و I متناهی زیرمجموعه�های برای
از K و J ،I متناهی غیرتهی زیرمجموعه�های برای که است واضح بنابراین است. XI+J = XIXJ

:A× N

،I < K آنگاه J < K, I < J اگر .١

.(٢I = I + I < I + J ویژه (به I +K < J +K آنگاه I < J اگر .٢

،n ≥ ١ هر برای که f = a٠ +
∑∞

n=١ aInX
In فرم به R

[
[X]
]
از عضو هر که باشید داشته توجه

.fRf ̸= ٠ می�کنیم ادعا .a٠, aIn ∈ R و In ⊆ A× N و In < In+١

مساله کلیت از کاستن بدون .a٠ = ٠ کنیم فرض است. اول نیم R چون است درست ادعا a٠ ̸= ٠ اگر
.aI١ ̸= ٠ کرد فرض می�توان

بنابراین ٢I١ = I١ + I١ < Ip + Iq; p + q > ٢. ،q, p مثبت صحیح عدد هر برای که کنید توجه



۶ لازم مقدمات و مفاهیم .١

می�شود. اثبات ادعا و fRf ̸= ٠
ادعا به توجه با fRf = ٠ است واضح بنابراین fR

[
[X]
]
f = ٠ و f ∈ R

[
[X]
]
می�کنیم فرض

است. اول نیم R
[
[X]
]
بنابراین f = ٠ داشت خواهیم

�اول نیم R
[
[X]
]
اما aR

[
[X]
]
a = ٠ که است واضح .aRa = ٠ ،a ∈ R کنیم فرض (٣ =⇒ ١

است. اول نیم R بنابراین a = ٠ لذا است

.N⋆(R
[
[X]
]
) ⊆ N⋆(R)

[
[X]
]
داریم R حلقه برای .١٨.١.١ نتیجه

، R

N⋆(R)

[
[X]
] ∼= R

[
[X]
]

N⋆(R)
[
[X]
] طرفی از است. �اول نیم

( R

N⋆(R)

)[
[X]
]
قبل گزاره به بنا برهان.

اول رادیکال طرفی از است. اول ایده�آلی N⋆(R)
[
[X]
]
یعنی است اول نیم نیز

R
[
[X]
]

N⋆(R)
[
[X]
] بنابراین

.N⋆(R
[
[X]
]
) ⊆ N⋆(R)

[
[X]
]
لذا است اول ایده�آل کوچکترین

مجموعه نیز N(R) است. R حلقه توان پوچ ایده�آل�های تمام مجموعه�ی نشانگر N٠(R) اینجا در
داریم: و است R حلقه توان پوچ عناصر تمام

N٠(R) ⊆ N⋆(R) ⊆ N⋆(R) ⊆ N(R)

هرگاه می�نامیم بسته٧ ضربی R حلقه�ی از X ناتهی زیرمجموعه�ی .١٩.١.١ تعریف

،١ ∈ X .١

.xy ∈ X آنگاه ،x, y ∈ X اگر .٢

اور شرط در X گوییم باشد. R حلقه�ی از بسته ضربی زیرمجموعه�ای X کنیم فرض .٢٠.١.١ تعریف
طوری به دارند وجود s ∈ R و y ∈ X آنگاه ،x ∈ X هر و r ∈ R هر برای هرگاه می�کند صدق راست٨

.rX ∩ xR ̸= ∅ یعنی .ry = xs که
مجموعه متناظر طور به می�نامیم راست اور را کند صدق راست اور شرط در که X بسته ضربی مجموعه�ی

می�نامیم. اور را آن باشد، چپ اور هم و راست اور هم X اگر می�شود. تعریف چپ اور

هرگاه باشد. R حلقه�ی از راست اور زیرمجموعه�ی یک X کنیم فرض .٢١.١.١ لم
و x١s١ = · · · = xnsn که دارند وجود s١, s٢, · · · , sn ∈ R عناصر آنگاه، ،x١, x٢, · · · , xn ∈ X

.x١R ∩ · · · ∩ xnR ∩X ̸= ∅ یعنی .x١s١ ∈ X

دارد وجود s ∈ R و y ∈ X پس است راست اور X چون کنیم. ثابت n = ٢ برای است کافی برهان.
.x١y ∈ X لذا و x١y = x٢s که

باشد. صفر آن چپ و راست پوچ�سازهای گاه هر گوییم منظم a ∈ Rعنصر .٢٢.١.١ تعریف
٧Multiplicatively Closed Set
٨Right Ore



٧ اولیه مفاهیم .١.١

Qحلقه�ی گوییم باشد R حلقه منظم عناصر از بسته ضربی Xزیرمجموعه�ای فرضکنیم .٢٣.١.١ تعریف
هرگاه: است X مجموعه�ی به نسبت R راست٩ کسرهای

،R ⊆ Q .١

باشد، وارون�پذیر Q در X از عنصر هر .٢

.x ∈ X و a ∈ R که نوشت ax−١ �فرم به بتوان را Q از عنصر هر .٣

حلقه�ی S و باشد R حلقه�ی منظم عناصر از بسته ضربی زیرمجموعه�ای X کنید فرض .٢۴.١.١ لم
: این�صورت در باشد، داشته وجود X به نسبت R راست کسرهای

است. راست اور X .١

دارند وجود قسمی به x ∈ X ،a١, a٢, · · · , an ∈ R عناصر و s١, s٢, · · · , sn ∈ S هر برای .٢
.si = aix

−١ ،i هر برای که

داشته وجود c, d ∈ R عناصر اگر، تنها و اگر ،ax−١ = by−١ آنگاه ،x, y ∈ X ،a, b ∈ R اگر .٣
.xc = yd ∈ X و ac = bd که باشند

وجود قسمی به s ∈ Rو y ∈ X پس ،x−١r ∈ S چون .x ∈ X و r ∈ R کنیم فرض (١) برهان.
.rX ∩ xR ̸= ∅ یعنی، .ry = xs نتیجه در .x−١r = sy−١ که دارند

،(٢١.١.١) لم بنابر .si = bix
−١
i که دارند وجود bi ∈ R, xi ∈ X عناصر ،١ ≤ i ≤ n هر برای (٢)

در xi و x چون .x = xici ،i هر ی برا که دارند وجود قسمی به x ∈ X, c١, c٢, · · · ,∈ R عناصر
،i هر برای بنابراین .x−١ = c−١

i x−١
i لذا و است وارون�پذیر S در نیز ci رو این از وارون�پذیرند S

.si = bicix
−١

نتیجه در .xc = yd ∈ X و ac = bd که باشند داشته وجود c, d ∈ R کنیم فرض (٣)
،(٢١.١.١) لم بنابر .ax−١ = by−١ کنیم فرض بالعکس، .ax−١ = ac(xc)−١ = bd(yd)−١ = by−١

پس .xc = yd ∈ X که دارند وجود c, d ∈ R عناصر
ac(xc)−١ = ax−١ = by−١ = bd(yd)−١ = bd(xc)−١,

.ac = bd لذا و

حلقه�ای A (K روی جبر (یا K-جبر باشد. یکدار جابجایی حلقه�ی Kیک کنیم فرض .٢۵.١.١ تعریف
که است

است، یکانی مدول -K یک (A,+) .١

.k(ab) = (ka)b = a(kb) ،a, b ∈ A و k ∈ K هر ازای به .٢
٩Right Quotient Ring



٨ لازم مقدمات و مفاهیم .١

تعویض�ناپذیر آزاد متغیرهای از مجموعه�ای {xi|i ∈ I} و باشد حلقه یک K کنیم فرض .٢۶.١.١ مثال
-حلقه�ی K .( kx١ = x١k ،k ∈ K هر برای و ،xixj ̸= xjxi آنگاه ،i ̸= j (اگر باشد K روی
این عناصر می�دهیم. نشان R = K < xi; i ∈ I > علامت با را {xi|i ∈ I} بوسیله شده تولید آزاد
حلقه این هستند. K از ضرایبی با {xi|i ∈ I} تعویض�ناپذیر متغیرهای اساس بر چندجمله�ای�هایی حلقه
جابجا باهم متغیرها چندجمله�ای�ها حلقه�ی (در دارد تفاوت K[xi; i ∈ I] چندجمله�ای�های حلقه�ی با
متغیرهای بوسیله�ی شده تولید حلقه زیر ،R = K < x, y > آزاد -حلقه�ی K در مثال، برای می�شوند).
نتیجه در می�شود. تولید متغیر n+١ با که است آزاد -حلقه�ی K یک K روی (٠ ≤ i ≤ n) zi = xyi

K < x, y > آنگاه باشد K روی تعویض�ناپذیر آزاد متغیرهای از مجموعه یک {x٠, x١, · · · , xn} اگر
درست چندجمله�ای�ها حلقه�ی در نتیجه این اما است، K < x٠, x١, · · · , xn > از نسخه�ای شامل

نیست.

است حلقه�ها از {Ri|i ∈ I} خانواده�ی مستقیم حاصل�ضرب زیر یک R حلقه�ی گوییم .٢٧.١.١ تعریف
،πk(R) = Rk ،k ∈ I هر ازای به که طوری به باشد

∏
i∈I Ri مستقیم حاصل�ضرب از Rزیرحلقه�ای اگر

است. کانونی بروریختی πk :
∏

i∈I Ri −→ Rk آن در که



٩ یافته تقلیل و آرمنداریز حلقه�های .٢.١

یافته تقلیل و آرمنداریز حلقه�های ٢.١

دارد وجود R پوچ حلقه�ی مثال، برای نمی�کنند پیدا انتقال R[x] حلقه�ی به R حلقه�ی ویژگی�های از برخی
انتقال R[x] به R ویژگی�های از بسیاری آنگاه، باشد، آرمنداریز R حلقه�ی اگر اما نیست. پوچ R[x] که
آرمنداریز حلقه�های رابطه�ی سپس می�کنیم، معرفی را آرمنداریز١٠ حلقه�های بخش این در می�کنند. پیدا

می�کنیم. بررسی یافته تقلیل حلقه�های با را

و f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m هرگاه می�نامیم آرمنداریز را R حلقه�ی .١.٢.١ تعریف

هر برای آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] حلقه�ی از عضو دو g(x) = b٠ + b١x + · · · + bnx
n

.aibj = ٠ داریم i, j

بالا n× n ماتریس�های حلقه�ی صورت این در .n ≥ ٢ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٢.٢.١ مثال
نیست. آرمنداریز R روی مثلثی

ماتریس�های حلقه�ی دهیم نشان است کافی لذا است، آرمنداریز آرمنداریز، حلقه�ی از زیرحلقه هر چون حل
عنصر دو .S = U٢(R) کنیم فرض نیست. آرمنداریز R روی مثلثی بالا ٢× ٢

f(x) =

[
١ ٠
٠ ٠

]
+

[
١ −١
٠ ٠

]
x

و

g(x) =

[
٠ ٠
٠ ١

]
+

[
٠ ١
٠ ١

]
x

و f(x)g(x) = ٠ حال می�گیریم. نظر در را S[x] ]از
١ ٠
٠ ٠

][
٠ ١
٠ ١

]
̸= ٠,

نیست. آرمنداریز Un(R) بنابراین نیست. آرمنداریز S پس

.a, b, c ∈ R و باشد آرمنداریز R حلقه�ی کنیم فرض .٣.٢.١ لم

.acb = ٠ آنگاه ،acnb = ٠ و باشد مثبت و صحیح عددی n هرگاه .١

.acb = ٠ آنگاه باشد، مرکزی cn ،n مثبت و صحیح عدد برای و ab = ٠ هرگاه .٢

در را g(x) = (١+ cx+ · · · + cn−١xn−١)b و f(x) = a(١− cx) چندجمله�ای�های .(١) برهان.
.acb = ٠ پس ،f(x)g(x) = ٠ و است آرمنداریز R چون می�گیریم. نظر

است. حاصل نتیجه (١) از استفاده با لذا ،acnb = ٠ چون .(٢)

باشد. مرکزی آن توان خود هر گاه هر می�نامیم آبلی را R حلقه�ی .۴.٢.١ تعریف

است. آبلی آرمنداریز، حلقه�ی هر .۵.٢.١ گزاره
١٠Armendariz Ring



١٠ لازم مقدمات و مفاهیم .١

می�دهیم: قرار .r ∈ R و e = e٢ ∈ R و باشد آرمنداریز R حلقه�ی کنیم فرض برهان.
a = e, b = (١− e), c = er(١− e).

و b١ = e ،a١ = ١ − e اگر نحوه همین به .acb = ٠ قبل لم بنابر لذا و ab = ٠, c٢ = ٠ نتیجه، در
است. مرکزی e بنابراین .a١c١b١ = ٠ داریم آنگاه باشد c١ = (١− e)re

R

N
،R از N پوچ صفر غیر ایده�آل هر برای صورت این در باشد، آبلی R حلقه�ی کنیم فرض .۶.٢.١ لم

است. آبلی

کنید. رجوع [٢۴] در (٣.٧.٢) گزاره به برهان.

معادلند: R آبلی حلقه�ی در زیر گزاره�های .٧.٢.١ لم

است، آرمنداریز R .١

هستند، آرمنداریز (١− e)R و eR e،حلقه�های ∈ R توان خود هر برای .٢

هستند. آرمنداریز (١− e)R و eR حلقه�های که طوری به دارد وجود e ∈ R توان خود .٣

است. بدیهی (٣)←− (٢)←− (١) برهان.
R[x] حلقه�ی از عضو دو g(x) =

∑n
j=٠ bjx

j و f(x) =
∑m

i=٠ aix
i کنیم فرض .(١) ←− (٣)

،f٢(x) = (١− e)f(x) ،f١(x) = ef(x) اگر .e٢ = e ∈ R کنیم فرض .f(x)g(x) = ٠ و باشند
: آنگاه ،g٢(x) = (١− e)g(x) ،g١(x) = eg(x)

f(x)g(x) = f١(x)g١(x) + f٢(x)g٢(x)

هر برای نتیجه در .f٢(x)g٢(x) = (١− e)f(x)g(x) = ٠ و f١(x)g١(x) = ef(x)g(x) = ٠ لذا و
است. آرمنداریز R بنابراین .aibj = ٠ لذا و aibj(١− e) = ٠ و aibj = ٠ ،i, j

آنگاه، f١f٢ · · · fn = ٠ اگر .f١, · · · , fn ∈ R[x] و باشد آرمنداریز R حلقه�ی کنید فرض .٨.٢.١ لم
است) fi جمله���ای چند ضرایب مجموعه�������ی نمایانگر Cfi) .ai ∈ Cfi ،i هر برای ،a١ · · · an = ٠

بنابرین .a١b = ٠ ،b ∈ Cf٢···fn هر برای پس f١(f٢ · · · fn) = ٠ چون a١ ∈ Cf١. کنیم فرض برهان.
،c ∈ Cf٣···fn هر برای پس ،a١a٢ ∈ Ca١f٢ چون .(a١f٢)(f٣ · · · fn) = ٠ لذا و a١f٢ · · · fn = ٠

.a١a٢ · · · an = ٠ می��گیریم نتیجه روند این ادامه با .a١a٢f٣ · · · fn = ٠ بنابراین .(a١a٢)c = ٠

باشد. آرمنداریز R[x] اگر، تنها و اگر است آرمنداریز R حلقه�ی .٩.٢.١ قضیه

فرض حال است. آن از آرمنداریز لذا و از R[x] زیرحلقه�ای R آنگاه باشد، آرمنداریز R[x] اگر برهان.
می�دهیم: قرار .f(t)g(t) = ٠ و f(t), g(t) ∈ R[x][t] و باشد آرمنداریز R می�کنیم

f(t) = f٠ + f١t+ · · ·+ fnt
n,

g(t) = g٠ + g١t+ · · ·+ gmt
m.
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می�دهیم، قرار .figj = ٠ ،i, j هر برای می�دهیم نشان .fi, gi ∈ R[x] که

k = degf٠ + degf١ + · · ·+ degfn + degg٠ + · · ·+ deggm

نظر در صفر را ثابت چندجمله�ای�های تمام درجه�ی و است چندجمله�ای یک درجه�ی نمایانگر deg که
چندجمله�ای�های می�گیریم.

f(xk) = f٠ + f١x
k + · · ·+ fnx

kn, g(xk) = g٠ + g١x
k + · · ·+ gmx

km

مجموعه�ی با ترتیب به gjها تمام ضرایب مجموعه�ی و fiها تمام ضرایب مجموعه�ی و دارند قرار R[x] در
هستند. برابر g(xk) و f(xk) ضرایب

آرمنداریز R که این از .f(xk)g(xk) = ٠ لذا می�شود، جابجا R عناصر تمام با x و f(t)g(t) = ٠ چون
بنابراین است. صفر g ضرایب از کدام هر در f ضرایب از کدام هر حاصل�ضرب می�گیریم نتیجه� است،

است. آرمنداریز R[x] لذا و figj = ٠

آرمنداریز حلقه��ی روی تعویض�پذیر مستقل متغیرهای از مجموعه�ای {xα}α∈Λ فرضکنیم .١٠.٢.١ نتیجه
است. آرمنداریز R[xα|α ∈ Λ] از حلقه زیر هر صورت این در باشد. R

متناهی زیرمجموعه�ی .fg = و٠ f, g ∈ R[xα|α ∈ Λ][t] کنیم فرض برهان.
R[xα١ , · · · , xαn ] قبل قضیه به بنا f, g ∈ R[xα١ , · · · , xαn ][t] که دارد وجود {xα١ , · · · , xαn} ⊆ {xα}

آرمنداریز R[xα|α ∈ Λ] بنابراین .aibj = ٠ ،bj ∈ Cg و ai ∈ Cf هر برای پس است. آرمنداریز
است. آرمنداریز نیز آن زیرحلقه�ی هر نتیجه در و است

باشد R حلقه�ی روی تعویض�پذیر مستقل متغیرهای از مجموعه�ای {xα}α∈Λ کنیم فرض .١١.٢.١ قضیه
معادلند: زیر گزاره�های صورت این در .f١, · · · , fn ∈ R[xα|α ∈ Λ] و

است، آرمنداریز R .١

.ai ∈ Cfi ،i هر برای که ،a١a٢ · · · an = ٠ آنگاه ،f١f٢ · · · fn = ٠ اگر .٢

است. بدیهی (١)←− (٢) برهان.
کنیم فرض .m ≥ ١ که ،f١, · · · , fn ∈ R[x١, · · · , xm] نمود فرض می�توان .(٢) ←− (١)

آنگاه بنویسیم، xm متغیر براساس چندجمله�ای یک بصورت را fi هر اگر .ai ∈ Cfi

گزاره بر بنا است، آرمنداریز R[x١, · · · , xm−١] چون .fi =
∑

fijx
j
m ∈ R[x١ · · · , xm−١][xm]

روی استقرا از استفاده با و ai ∈ Cfij ، که این از .f١j١ · · · fnjn = ٠ ،j١, · · · , jn هر برای ،(٨.٢.١)
.a١a٢ · · · an = ٠ می�گیریم نتیجه m

است. آرمنداریز یافته، تقلیل حلقه�ی هر .١٢.٢.١ لم
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دو g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j و f(x) =

∑m
i=٠ aix

i و باشد یافته تقلیل R حلقه�ی کنیم فرض برهان.
اگر می�کنیم. ثابت را لم m + n روی استقرا از استفاده با .f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] از عضو
.am ̸= ٠ ̸= bn و m + n > ١ می�کنیم فرض است. حاصل نتیجه آنگاه باشد m + n = ١
bnf(x)g(x) = نتیجه در .bnam = ambn = پس٠ است، یافته تقلیل R و f(x)g(x) = چون٠
٠ ≤ i ≤ هر برای می�گیریم نتیجه استقرا فرض از استفاده با و

(∑m−١
i=٠ bnaix

i
)(∑n

j=٠ bjx
j
)
= ٠

،٠ ≤ i ≤ m−١ هر برای رو این از است، یافته تقلیل R چون و bnaibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و m−١
نتیجه استقرا فرض از استفاده با و

(∑m
i=٠ aix

i
)(∑n−١

j=٠ bjx
j
)
= ٠ پس .bnai = ٠ = aibn

.aibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n− ١ و ٠ ≤ i ≤ m هر برای می�گیریم

و باشد صحیح اعداد حلقه�ی Z کنیم فرض .١٣.٢.١ مثال

R =

{[
a c

٠ b

] ∣∣a, b, c ∈ Z&a− b ≡ c ≡ ٠(mod٢)
}
.

نمایانگر P (R))نیست آرمنداریز R اما هستند، آرمنداریز P (R) و R

P (R)
حلقه�های صورت این در

است.). R حلقه اول رادیکال
وضوح به حل:

P (R) =

{[
٠ c

٠ ٠

] ∣∣c ∈ Z&c ≡ ٠(mod٢)
}
.

چون است. آبلی R لذا هستند، R توان�های خود تنها
[
١ ٠
٠ ١

]
و
[
٠ ٠
٠ ٠

]
چون است. آرمنداریز

R

P (R)
=

{[
a ٠
٠ b

] ∣∣a, b ∈ Z&a− b ≡ ٠(mod٢)
}
∼= {(a, b)|a− b ≡ o(mod٢)}.

بنابراین است. یافته تقلیل R

P (R)
پس ،a = ٠ = b آنگاه، ،(a, b)٢ = (a٢, b٢) = (٠,٠) اگر و

است. آرمنداریز R

P (R)

چندجمله�ای�های نیست. آرمنداریز R می�دهیم نشان حال

f(x) =

[
٢ ٢
٠ ٠

]
+

[
٠ ٢
٠ ٠

]
x,

و

g(x) =

[
٠ ٢
٠ −٢

]
+

[
٠ ٢
٠ ٠

]
x,

آرمنداریز R پس ،
[
٢ ٢
٠ ٠

][
٠ ٢
٠ ٠

]
̸= ٠ و f(x)g(x) = ٠ حال می�گیریم. نظر در را R[x] حلقه�ی از

نیست.

این به بعد مثال است؟ آرمنداریز R آیا باشد، آرمنداریز R
I
حلقه�ی I ناصفر ایده�آل هر برای اگر

می�دهد. منفی پاسخ سوال
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باشد R از ناصفر ایده�آلی I گاه هر .R =

[
F F

٠ F

]
و باشد میدان یک F کنیم فرض .١۴.٢.١ مثال

نیست. آرمنداریز R اما است، آرمنداریز R
I
آنگاه،

باشد R از ناصفر و سره ایده�آلی I اگر می�دهیم نشان نیست. آرمنداریز R ،(٢.٢.١) مثال بنابر حل:

ناصفر سره ایده�آل�های تنها
[
٠ F

٠ ٠

]
و
[
٠ F

٠ F

]
،
[
F F

٠ ٠

]
که داریم توجه است. آرمنداریز R

I
آنگاه:

نیز I می�دهیم نشان حال است. آرمنداریز R
I
لذا و R

I
∼= F آنگاه: ،I =

[
F F

٠ ٠

]
اگر هستند. R

کنیم فرض است. آرمنداریز

f(x) = α٠ + α١x+ · · ·+ αnx
n,

g(x) = β٠ + β١x+ · · ·+ βmx
m.

: می�کنیم فرض ،i, j هر برای .f(x)g(x) = ٠ و باشند I[x] از عضو دو

αi =

[
ai bi

٠ ٠

]
, βj =

[
cj dj

٠ ٠

]
.

،c٠ = d٠ = ٠ آنگاه ،a٠ ̸= ٠ اگر .a٠c٠ = ٠ = a٠d٠ نتیجه در .β٠ ̸= ٠ و α٠ ̸= ٠ کنیم فرض
α١β٠ نتیجه در .α٠βj = ٠ ،j هر برای پس .b٠ ̸= ٠ لذا و a٠ = ٠ بنابراین است. تناقض یک که
یک که ،d٠ = ٠ = c٠ آنگاه: a١ ̸= ٠ اگر .a١c٠ = ٠ = a١d٠ لذا و است f(x)g(x) در x ضریب
،i, j هر برای داد نشان می�توان روند این ادامه�ی با .α١βj = ٠ ،j هر برای نتیجه در است. تناقض

است. آرمنداریز I بنابراین .αiβj = ٠
می�توان قبل پاراگراف مشابه استدلالی با است. آرمنداریز R

J
لذا و R

J
∼= F آنگاه: ،J =

(٠ F
٠ F

)
اگر

است. آرمنداریز نیز J داد نشان
نیز K پس ،K٢ = ٠ چون است. آرمنداریز نیز R

K
لذا و R

K
∼= F ⊕ F آنگاه K =

(٠ F
٠ ٠
)
اگر

است. آرمنداریز

آرمنداریز R
I
و یافته تقلیل I حلقه�ی اگر باشد. R حلقه�ی از سره ایده�آلی I کنیم فرض .١۵.٢.١ قضیه

است. آرمنداریز R آنگاه باشد،

پس ،(bIa)٢ = ٠ و bIa ⊆ I و است یافته تقلیل I چون .ab = ٠ و a, b ∈ R کنیم فرض برهان.
و باشند R[x] حلقه�ی از عضو دو g(x) =

∑n
j=٠ bjx

j و f(x) =
∑m

i=٠ aix
i کنیم فرض .bIa = ٠

استفاده m روی استقرا از .aibj ∈ I ،i, j هر برای پس است، آرمنداریز R
I
چون .f(x)g(x) = ٠

کنیم فرض است. حاصل وضوح به نتیجه m = ٠ برای .aibj = ٠ ،i, j هر برای دهیم نشان تا می�کنیم
و ١ ≤ k < m کنیم فرض .a٠bj = ٠ ،j ∈ {٠,١, · · · , n} هر برای می�کنیم ادعا باشد. m > ٠

: رو این از و bjIa٠ = ٠ نتیجه در .a٠bj = ٠ ،j ∈ {٠,١, · · · , k − ١} هر برای
(ak−jbj)(a٠bk)

٢ = ak−jbj(a٠bk)a٠bk ∈ ak−jbjIa٠bk = ak−j(bjIa٠)bk = ٠
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چند�جمله�ای در xk ضریب ٠ = a٠bk + a١bk−١ + · · · + akb٠ = a٠bk +
∑k−١

j=٠ ak−jbj عنصر
داریم: کنیم،آنگاه ضرب xk ضریب در راست از را (a٠bk)٢ اگر است. f(x)g(x) = ٠

٠ = (a٠bk +
k−١∑
j=٠

ak−jbj)(a٠bk)
٢ = (a٠bk)

٢.

،j ∈ {٠,١, · · · , n} هر برای نتیجه در .a٠bk = ٠ رو این از ،a٠bk ∈ I و است یافته تقلیل I چون
،deg(f١(x)) < m چون .f١(x) = a١+a٢x+· · ·+amx

m−١ که ،f١(x)g(x) = ٠ لذا و a٠bj = ٠
بنابراین .aibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ١ ≤ i ≤ m هر برای می�گیریم نتیجه استقرا فرض از استفاده با

.aibj = ٠ ،i, j هر برای

عناصر تمام مجموعه به نسبت وجود) صورت (در R حلقه�ی راست کسرهای حلقه�ی .١۶.٢.١ تعریف
متناظراً کلاسیک چپ کسرهای حلقه�ی می�نامیم. R کلاسیک١١ راست کسرهای حلقه�ی را R منظم

می�شود. تعریف

از Ei تجزیه�ی قابل غیر مدول�های زیر گاه هر دارد متناهی بعد A مدول می�گوییم .١٧.٢.١ تعریف
.E(A) = E١ ⊕ · · · ⊕ En که طوری به باشد داشته وجود E(A)

شرط در و باشد داشته متناهی بعد RR گاه، هر می�نامیم راست گلدی را R حلقه�ی .١٨.٢.١ تعریف
حلقه�ای اگر می�شود. تعریف متناظراً چپ گلدی حلقه�ی کند. صدق راست سازهای پوچ روی A.C.C

می�نامیم. گلدی١٢ را آن باشد چپ گلدی هم و راست گلدی هم

وجود ،Q(R) آن، کلاسیک راست کسرهای حلقه�ی و باشد حلقه یک R کنیم فرض .١٩.٢.١ قضیه
باشد. یافته تقلیل Q(R) اگر تنها و اگر است یافته تقلیل R صورت این در باشد. داشته

q کنیم فرض است. یافته تقلیل Q(R) آنگاه باشد، یافته تقلیل R اگر دهیم نشان است کافی برهان.
است منظم b که طوری به دارند وجود a, b ∈ R عناصر .q٢ = ٠ و باشد Q(R) از ناصفر عنصر یک
و است منظم d که طوری به دارند وجود c, d ∈ R عناصر پس ،b−١a ∈ Q(R) چون .q = ab−١ و

.b−١a = cd−١

R چون و (ca)٢ = ٠ پس .ac = ٠ لذا و ac(bd)−١ = acd−١b−١ = ab−١ab−١ = ٠ نتیجه: در
بنابراین .ad = bc می�گیریم نتیجه ،b−١a = cd−١ که این از .ca = ٠ رو این از است، یافته تقلیل
تناقض یک که a = ٠، نتیجه در و ad = ٠ رو این از است، یافته تقلیل R چون و ada = bca = ٠

است. یافته تقلیل Q(R) بنابراین است.

،Q = Q(R) آن کلاسیک راست کسرهای حلقه�ی و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٢٠.٢.١ قضیه
باشد. آرمنداریز Q اگر، تنها و اگر است آرمنداریز R صورت این در باشد. داشته وجود

١١Right Classical Quotient Ring
١٢Goldie Ring
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کنیم فرض است. آرمنداریز Q آنگاه، باشد، آرمنداریز R اگر دهیم نشان است کافی برهان.
بنابر .f(x)g(x) = ٠ و باشند Q[x] از عضو دو g(x) =

∑n
j=٠ βjx

j و f(x) =
∑m

i=٠ αix
i

،i, j هر برای و هستند منظم u, v که طوری به دارند وجود ai, bj, u, v ∈ R عناصر (٢۴.١.١) لم
است منظم w که طوری به دارند وجود cj, w ∈ R عناصر همچنین .βj = bjv

−١ و αi = aiu
−١

از g١(x) =
∑n

j=٠ cjx
j و f١(x) =

∑m
i=٠ aix

i چندجمله�ای دو .u−١bj = cjw
−١ ،j هر برای و

که این از می�گیریم. نظر در را R[x] حلقه�ی

٠ = f(x)g(x) =
m∑
i=٠

n∑
j=٠

αiβjx
i+j =

m∑
i=٠

n∑
j=٠

ai(u
−١bj)v

−١xi+j

=
m∑
i=٠

n∑
j=٠

aicj(vw)
−١xi+j = f١(x)g١(x)(vw)

−١.

نتیجه: در

f١(x)g١(x) =
m∑
i=٠

n∑
j=٠

aicjx
i+j = ٠.

داریم: i, j هر برای است، آرمنداریز R چون
αiβj = aiu

−١bjv
−١ = aicjw

−١v−١ = ٠.

است. آرمنداریز Q بنابراین

راست کسرهای حلقه�ی Q = Q(R) و راست گلدی و اول نیم R حلقه�ی کنیم فرض .٢١.٢.١ نتیجه
معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. آن گلدی

است، آرمنداریز R .١

است، یافته تقلیل R .٢

است، آرمنداریز Q .٣

است، یافته تقلیل Q .۴

است. برابر تقسیم حلقه�های از متناهی تعداد مستقیم حاصل�ضرب با Q .۵

می�شود. نتیجه (٢٠.٢.١) قضیه�ی از .(٣)↔ (١) برهان.
می�شود. نتیجه (١٢.٢.١) لم از (٣)←− (۴) و (١)←− (٢)

است. بدیهی (٢)←− (۵) و (۴)←− (۵)
نیم چون و است آبلی Q پس است، آبلی آرمنداریز، حلقه�ی هر (۵.٢.١) نتیجه�ی به بنا .(۵)←− (٣)
است. برابر تقسیم حلقه�های از متناهی تعداد مستقیم حاصل�ضرب با Q رو این از است، آرتینی ساده�ی

می�آید. بدست (١٩.٢.١) قضیه�ی از .(۴)↔ (٢)
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تنها و اگر است یافته تقلیل R صورت این در .n ≥ ٢ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٢٢.٢.١ قضیه
است) Xn توسط شده تولید ایده�آل < Xn >) باشد. آرمنداریز R[x]/ < xn > اگر،

می�شوند، جابجا x̄ و r چون .rn = ٠ و r ∈ R باشد، آرمنداریز R[x]/ < xn کنیم< فرض برهان.
پس:

٠ = rn − x̄ntn = (r − x̄t)(rn−١ + rn−٢x̄t+ · · ·+ x̄n−١tn−١)

تقلیل R بنابراین .r = ٠ لذا و rx̄n−١ = ٠ می�گیریم نتیجه است، آرمنداریز R[x]/ < xn که< این از
u علامت با R[x]/ < xn > حلقه�ی در را x̄ اگر باشد. یافته تقلیل R می�کنیم فرض حال است. یافته
f, g ∈ R[u][t] کنیم فرض .R[x]/ < xn >= R[u] = R+Ru+ · · ·+Run−١ آنگاه دهیم، نشان

می�دهیم: قرار .fg = ٠ و

f = f٠ + f١u+ · · ·+ fn−١u
n−١,

g = g٠ + g١u+ · · ·+ gn−١u
n−١.

هر در ui از مضرب هر حاصل�ضرب پس ui+j = ٠ چون ،i + j ≥ n هر برای .fi, gj ∈ R[t] که
یافته تقلیل R چون و figj = ٠ آنگاه ،i + j < n اگر می�دهیم نشان حال است. صفر uj از مضرب
هر حاصل�ضرب بنابراین است. صفر gj از ضریب هر در fi از ضریب هر حاصل�ضرب رو این از است،

از است. صفر g از ضریب هر در f از ضریب

٠ = fg = (f٠ + f١u+ · · ·+ fn−١u
n−١)(g٠ + g١u+ · · ·+ gn−١u

n−١)

= f٠g٠ + (f٠g١ + f١g٠)u+ (f٠g٢ + f١g١ + f٢g٠)u
٢ + · · ·+ (f٠gn−١ + f١gn−٢ + · · ·+ fn−١g٠)u

n−١.

می�گیریم نتیجه
٠ = f٠g٠ = f٠g١ + f١g٠ = f٠g٢ + f١g١ + f٢g٠ = · · · = f٠gn−١ + f١gn−٢ + · · ·+ fn−١g٠

.figj = ٠ ،i+ j < n ،i, j هر برای رو این از است، یافته تقلیل R[t] چون و

اگر است آرمنداریز R ، بنابراین باشد، چپ و راست نوتری١٣ و اول حلقه R کنیم فرض .٢٣.٢.١ لم
باشد. یافته تقلیل R اگر، تنها و

می�آید. بدست (٢١.٢.١) نتیجه�ی از برهان.

آرمنداریز پوچ- حلقه�های ٣.١

و f(x), g(x) ∈ R[x] هرگاه نامیم پوچ-آرمنداریز١۴ را R حلقه�ی .١.٣.١ تعریف
�باشد. توان پوچ ab آنگاه b ∈ Cg و a ∈ Cf و f(x)g(x) ∈ N(R)[x]

١٣Noetherian Ring
١۴Nil-Armendariz
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و اگر است پوچ-آرمنداریز R صورت این در باشد. R حلقه�ی از پوچ ایده�آلی I کنیم فرض .٢.٣.١ لم

باشد. پوچ-آرمنداریز R
I
اگر، تنها

نتیجه در .N(R̄) = N(R) پس است، پوچ I چون .R̄ =
R

I
می�دهیم قرار برهان.

،b ∈ Cg و a ∈ Cf اگر همچنین .f̄(x)ḡ(x) ∈ N(R̄)[x] اگر، تنها و اگر f(x)g(x) ∈ N(R)[x]

R̄ اگر، تنها و اگر است پوچ-آرمنداریز R بنابراین .āb̄ ∈ N(R̄) اگر، تنها و اگر ab ∈ N(R) آنگاه
باشد. پوچ-آرمنداریز

.N(R)[x] ⊆ N(R[x]) آنگاه باشد آرمنداریز R اگر .٣.٣.١ لم

دارد وجود k مثبت صحیح عدد .f = a٠ + a١x + · · · + anx
n ∈ N(R)[x] کنیم فرض برهان.

هرضریب .(f(x))(n+١)k = ٠ می�دهیم نشان .aki = ٠ ،i = ٠,١, · · · , n هر برای که طوری به
کنیم فرض aiهاست. از تا (n + ١)k اساس بر تک�جمله�ای�هایی از مجموعی (f(x))(n+١)k از
j٠ ∈ {٠,١, · · · , n} عدد .٠ ≤ ij ≤ n که باشد تک�جمله�ای�ها این از یکی ai١ai٢ · · · ai(n+١)k

کنیم فرض است. شده ظاهر تک�جمله�ای این در بار k حداقل aj٠ که طوری به دارد وجود
را فوق تک�جمله�ای .١ ≤ r١ < r٢ < · · · < rk ≤ (n+ ١)k که ،air١ = air٢ = · · · = airk = aj٠

شکل به می�توان
ai١ai٢ · · · air١−١aj٠air١+١ · · · air١−٢aj٠ · · · airk−١aj٠airk+١ · · · ai(n+١)k

می�دهیم قرار is ̸= irt هر برای نوشت.

f ′
is(x) = ١− aisx,

f ′′
is(x) = ١+ aisx+ · · ·+ ak−١

is
xk−١.

f ′
is(x)f

′′
is(x) = ١ و akj٠ = ٠ چون .f ′

is(x)f
′′
is(x) = ١ و f ′

is(x)f
′′
is(x)ضرایب از یکی ais وضوح به

آنگاه: کنیم استفاده f ′
is(x)f

′′
is(x) از ais جای به فوق تک�جمله�ای در اگر پس

f ′
i١
(x)f ′′

i١
(x) · · · f ′

ir١−١
(x)f ′′

ir١−١
(x)aj٠f

′
ir١+١

(x) · · · f ′
irk−١

(x)f ′′
irk−١

(x)aj٠f
′
irk+١

(x) · · · f ′′
i(n+١)k

(x) = ٠

ضرایب حاصل�ضرب می�گیریم نتیجه (١١.٢.١) قضیه از استفاده با است، آرمنداریز R که این از
تمام لذا و ai١ai٢ · · · ai(n+١)k = ٠ نتیجه در هستند. صفر فوق عبارت در شده ظاهر چند�جمله�ای�های

.f(x) ∈ N(R[x]) بنابراین هستند. صفر (f(x))(n+١)k ضرایب

است. پوچ-آرمنداریز آرمنداریز، حلقه�ی هر .۴.٣.١ لم

چون .f(x)g(x) ∈ N(R)[x] و f(x), g(x) ∈ R[x] و باشد آرمنداریز R حلقه�ی کنیم فرض برهان.
(f(x)g(x))k = ٠ که طوری به دارد وجود k مثبت صحیح عدد (٣.٣.١) لم به بنا است، آرمنداریز R

است. پوچ-آرمنداریز R بنابراین .abab · · · ab = ٠ ،b ∈ Cg و a ∈ Cf هر برای لذا و
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اگر .n ≥ ٢ و باشد آرمنداریز پوچ- R حلقه�ی کنیم فرض .۵.٣.١ لم

f١(x), f٢(x), · · · , fn(x) ∈ R[x],

f١(x)f٢(x) · · · fn(x) ∈ N(R)[x].

،k = ١,٢, · · · , n هر برای آنگاه
a١a٢ · · · an ∈ N(R)

.ai ∈ Cfi که

می�شود. نتیجه آرمنداریز پوچ- حلقه�ی تعریف از n = ٢ برای می�کنیم. استفاده n روی استقرا از برهان.
می�دهیم: قرار .n > ٢ کنیم فرض

h(x) = f١(x) · · · fn−١(x)

،ah ∈ Ch و an ∈ Cfn هر برای پس ،h(x)fn(x) ∈ N(R)[x] و است آرمنداریز پوچ- R چون
داریم: an ∈ Cfn هر برای بنابراین است. توان پوچ ahan

f١(x)f٢(x) · · · fn−٢(x)(fn−١(x)an) = h(x)an ∈ N(R)[x]

هر برای استقرا، فرض بنابر پس ،an−١ ∈ Cfn−١ که هستند an−١an فرم به fn−١(x)an ضرایب چون
است. توان پوچ a١a٢ · · · an−١an ،ak ∈ Cfk و k = ١, · · · , n

صورت این در .a, b, c ∈ R و باشد آرمنداریز پوچ- R حلقه کنیم فرض .۶.٣.١ لم

است. توان پوچ ab آنگاه، باشند، توان پوچ a, b اگر .١

هستند. توان پوچ c(a+ b) و (a+ b)c آنگاه، باشند، توان پوچ a, b, c اگر .٢

است. توان پوچ a+ bc آنگاه، باشند، توان پوچ a, b, c اگر .٣

است. توان پوچ a− b آنگاه، باشند، توان پوچ a, b اگر .۴

: نتیجه در .bm = ٠ و باشند توان پوچ a, b کنیم فرض .(١) برهان.
(a− abx)(١+ bx+ b٢x+ · · ·+ bm−١xm−١) = a ∈ N(R)[x].

است. توان پوچ ab �رو این از است، آرمنداریز پوچ- R چون و
نتیجه: در .an = bm = ٠ و باشند توان پوچ c و b ،a کنیم فرض .(٢)

(١+ ax+ · · · an−١xn−١)(١− ax)(١− bx)(١+ bx+ · · · bm−١xm−١)c = c ∈ N(R)[x]

لذا و
(١+ · · ·+ an−١xn−١)(١− (a+ b)x+ abx١)(٢+ · · ·+ bm−١xm−١)c = c ∈ N(R)[x]

فوق چند�جمله�ای�های از مناسبی ضرایب انتخاب با ،(۵.٣.١) لم بنابر است، آرمنداریز پوچ- R چون
است. توان پوچ c(a+ b) که داد نشان می�توان نحو همین به است. توان پوچ (a+ b)c می�گیریم نتیجه



١٩ آرمنداریز پوچ- حلقه�های .٣.١

هستند. توان پوچ b(a+ bc) و bc ،(٢) و (١) بنابر باشند. توان پوچ c و b ،a کنیم فرض .(٣)
نتیجه: در

(١− bx)(c+ (a+ bc)x) = c+ ax− b(a+ bc)x٢ ∈ N(R)[x]

است. توان پوچ ١ · (a+ bc) = a+ bc رو این از است، آرمنداریز پوچ- R چون و
استفاده بار چند (٣) از اگر هستند، توان b-پوچ و a ،a٢ چون باشند. توان پوچ a, b کنیم فرض .(۴)
توان پوچ a٢ − ab− ba+ a٢ لذا و هستند توان پوچ a٢ − ab− ba و a٢ − ab می�گیریم نتیجه کنیم،

است. توان پوچ a− b نتیجه در و است توان پوچ (a− b)٢ بنابراین است.

است. R از زیرحلقه�ای N(R) آنگاه باشد، آرمنداریز پوچ- R حلقه�ی اگر .٧.٣.١ قضیه

می�شود. نتیجه (۶.٣.١) لم از برهان.

است. R از زیرحلقه�ای N(R) آنگاه باشد، آرمنداریز R حلقه�ی اگر .٨.٣.١ نتیجه
(راست) چپ ایده�آل هر لذا و است R زیرحلقه�ی N(R) آنگاه باشد، آرمنداریز پوچ- R حلقه�ی اگر
R پوچ (راست) چپ ایده�آل�های تمام بنابراین می�گیرد. قرار پوچ ایده�آل یک در R حلقه�ی از پوچ

هستند. N⋆(R) زیرمجموعه�ی

این در باشد. نداشته ناصفر پوچ ایده�آل هیچ و باشد آرمنداریز پوچ- R حلقه�ی کنیم فرض .٩.٣.١ لم
است. آرمنداریز R صورت

(چپ) راست ایده�آل هیچ R قبل، پاراگراف توضیحات استناد به است، آرمنداریز پوچ- R چون برهان.
و b ∈ Cg و a ∈ Cf و f(x)g(x) = ٠ و f(x), g(x) ∈ R[x] کنیم فرض حال ندارد. ناصفر پوچ
است. توان پوچ rab رو این از است. پوچ-آرمنداریز R و ra ∈ Crf و rf(x)g(x) = ٠ چون .r ∈ R

آرمنداریز R بنابراین .ab = ٠ لذا و Rab = {٠} پس است. پوچ چپ ایده�آل یک Rab نتیجه در
است.

.N(R[x]) ⊆ N(R)[x] آنگاه باشد، آرمنداریز پوچ- R حلقه�ی گاه هر .١٠.٣.١ لم

.(f(x))m = ٠ و f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n ∈ N(R[x]) کنیم فرض برهان.

به .aij ∈ Cf ،j = ١,٢, · · · ,m هر برای که است، توان پوچ ai١ai٢ · · · aim ،(۵.٣.١) لم استناد به
.f(x) ∈ N(R)[x] بنابراین است، توان پوچ am ،a ∈ Cf هر برای ویژه

بنابراین .N(R)[x] ⊆ N(R[x]) آنگاه باشد، آرمنداریز R حلقه�ی اگر که دادیم نشان (٣.٣.١) لم در
داشت. خواهیم را زیر نتیجه

.N(R)[x] = N(R[x]) آنگاه باشد، آرمنداریز R حلقه�ی گاه هر .١١.٣.١ نتیجه

است پوچ-آرمنداریز R[x] صورت این در باشد. آرمنداریز پوچ- R حلقه�ی کنیم فرض .١٢.٣.١ قضیه
.N(R)[x] = N(R[x]) اگر، تنها و اگر
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است. R[x] از زیرحلقه�ای N(R[x]) ،(٧.٣.١) قضیه استناد به باشد، پوچ-آرمنداریز R[x] اگر برهان.
R[x] چون طرفی از .N(R)[x] ⊆ N(R[x]) پس است، پوچ N(R)xk ،k ≥ ٠ هر برای چون
بنابراین .N(R[x]) ⊆ N(R)[x] نتیجه در و است پوچ-آرمنداریز نیز R لذا است، پوچ-آرمنداریز

.N(R)[x] = N(R[x])

.f(y)g(y) ∈ N(R[x])[y] و f(y), g(y) ∈ (R[x])[y] و N(R)[x] = N(R[x]) کنیم فرض حال
می�دهیم: قرار

f(y) = f٠ + f١y + · · ·+ fny
n,

و
g(y) = g٠ + g١y + · · ·+ gmy

m.

داریم: i, j هر برای که

fi =

si∑
k=٠

fikx
k, gj =

tj∑
l=٠

gjlx
l.

و f̄(x) = f(xm) می�دهیم قرار و می�کنیم انتخاب را m > max{si, tj}i,j مثبت صحیح عدد
مجموعه�ی است. fikها تمام ضرایب مجموعه�ی همان f̄(x) ضرایب مجموعه�ی .ḡ(x) = g(xm)

است. gjlها تمام ضرایب مجموعه� همان ḡ(x) ضرایب
این از است، پوچ-آرمنداریز R چون و f̄(x)ḡ(x) ∈ N(R)[x] پس ،N(R)[x] = N(R[x]) چون
چون و figj ∈ N(R)[x] می�گیریم نتیجه است R حلقه�ی زیر N(R) که این از .fikgjl ∈ N(R) رو

است. توان پوچ figj پس ،N(R)[x] = N(R[x])

نیست. آرمنداریز پوچ- R[x] که طوری به باشد پوچ-آرمنداریز حلقه�ای R کنیم فرض .١٣.٣.١ مثال

نیست. آرمنداریز R̄ =
R

P (R)
صورت این در

پس ،P (R[x]) = P (R)[x] چون می�گردیم. تناقض پی در و باشد آرمنداریز R̄ کنیم فرض حل:

P (R) چون و است آرمنداریز R̄[x] می�گیریم، نتیجه است، آرمنداریز R̄ که این از . R[x]

P (R[x])
∼= R̄[x]

است. تناقض یک که است، پوچ-آرمنداریز R[x] ،(٢.٣.١) گزاره استناد به رو این از است، پوچ



٢ فصل

APR حلقه�های

مقدمه ١.٢

آرمنداریز حلقه�های با حلقه�ها این بین رابطه�ی و می�پردازیم APR حلقه�های معرفی به بخش این در
شرایط این تحت که می�کنیم بیان را شرایطی همچنین می�دهیم. قرار بررسی مورد را پوچ-آرمنداریز و
می�کنیم پیدا را I مانند R حلقه�ی از ایده�آل�هایی نیز و شوند. APR نیز ،APR حلقه�های زیرحلقه�های،

شود. APR ،R
I
به�طوری�که

آن�ها خواص بررسی و APR حلقه�های معرفی ٢.٢

گاه هر می�نامیم APR اختصار به یا اول رادیکال روی آرمنداریز را R حلقه�ی .١.٢.٢ تعریف
،b ∈ Cg(x) هر و a ∈ Cf(x) هر برای آنگاه ،f(x)g(x) ∈ N⋆(R)[x] و f(x), g(x) ∈ R[x]

باشد. آرمنداریز R

N⋆(R)
اگر تنها و اگر است APR ،R حلقه�ی بنابراین .ab ∈ N⋆(R)

.N٠(R) = N⋆(R) = N⋆(R) آنگاه، باشد آرمنداریز R حلقه�ی اگر .١ .٢.٢.٢ لم

باشد. آرمنداریز R

N⋆(R)
اگر تنها و اگر است پوچ-آرمنداریز R حلقه�ی .٢

یکحلقه از آرمنداریز خاصیت همچنین است آرمنداریز آرمنداریز، حلقه�های مستقیم حاصل�ضرب .٣
می�شود. منتقل نیز آن زیرحلقه�های به

،f١ · · · fn ∈ N⋆(R)[x] و f١, · · · , fn ∈ R[x] اگر باشد، APR حلقه�ی یک R کنیم فرض .۴
.a١ · · · an ∈ N⋆(R) داریم، ai ∈ Cfi هر برای آنگاه

.N⋆(R) = N⋆(R) آنگاه باشد، APR حلقه�ی یک R اگر .۵

است. اول رادیکال حلقه�ی یک آنگاه باشد، APR پوچ، حلقه�ی یک اگر .۶

٢١



٢٢ APR حلقه�های .٢

فرض .N⋆(R) ⊆ N٠(R) کنیم ثابت است کافی .N٠(R) ⊆ N⋆(R) ⊆ N⋆(R) داریم .(١) برهان.
به بنا است آرمنداریز R چون ،adnb = ٠ به�طوری�که باشد داشته وجود ١ ≤ n عدد و ab = ٠ کنیم
.dm = ٠ و d ∈ N⋆(R) کنیم فرض .aSb = ٠ ،S ⊆ N(R) برای نتیجه در .adb = ٠ (٣.٢.١)

می�گیریم: نظر در را RdR از توان�هایی
.(RdR)١−٢·٢ = RdRdRdR = ٠ بنابراین RdR ⊆ N⋆(R) چون ،m = ٢ اگر

بنابراین RdR ⊆ N⋆(R) چون ،m = ٣ اگر

(RdR)١−٣·٢ = RdRdRdRdRdR = Rd٢RdRdR = ٠.

بنابراین d ∈ N٠(R) لذا (RdR)٢m−١ = ٠ داشت: خواهیم استقرایی طور به نتیجه در
.N⋆(R) ⊆ N٠(R)

می�آید. بدست (٢.٣.١) گزاره و (٩.٣.١) لم از اثبات .(٢)
می�آید. بدست وضوح به نتیجه آرمنداریز حلقه�های خاصیت و (

∏
Ri)[x] ∼=

∏
(Ri[x]) به توجه با .(٣)

بنابراین . f١ · · · fn ∈ N⋆(R)[x] ،f١, · · · , fn ∈ R[x] برای کنیم فرض .(۴)
،a١ ∈ Cf١ و b ∈ Cf٢···fn هر برای است، APR حلقه�ی R چون ،f١(f٢ · · · fn) ∈ N⋆(R)[x]

.(a١f٢)(f٣ · · · fn) ∈ N⋆(R)[x] لذا ،a١(f٢ · · · fn) ∈ N⋆(R)[x] نتیجه در .a١b ∈ N⋆(R)

که (a١a٢)c ∈ N⋆(R) داشت، خواهیم a١a٢ ∈ Ca١f٢ و a٢ ∈ Cf٢ برای است، APR ،R چون
با (a١a٢f٣)(f۴ · · · fn) ∈ N⋆(R)[x] لذا ،a١a٢(f٣ · · · fn) ∈ N⋆(R)[x] نتیجه در .c ∈ Cf٣···fn

.a١ · · · an ∈ N⋆(R) ،ai ∈ Cfi هر برای که رسید خواهیم نتیجه این به روند این ادامه�ی

به توجه با بنابراین است. آرمنداریز ،R̄ =
R

N⋆(R)
پس باشد APR حلقه�ی یک R کنیم فرض .(۵)

تساوی این و N⋆(R)

N⋆(R)
= N⋆(R̄) = N⋆(

R

N⋆(R)
) = ٠ لذا .N⋆(R̄) = N⋆(R̄) داریم، (١) قسمت

.N⋆(R) = N⋆(R) می�کند ایجاب
می�آید. بدست (۵) قسمت از مستقیم نتیجه .(۶)

.N⋆(R) = N(R) گاه هر است ٢-اولیه١ ،R حلقه�ی .٣.٢.٢ تعریف
تنها و اگر است اولیه -٢ ،R حلقه�ی وضوح به است. اولیه -٢ یافته، تقلیل حلقه�ی هر مثال عنوان به

باشد. یافته تقلیل R

N⋆(R)
اگر

توان پوچ ایده�آل�های تمام مجموع شامل که گوییم R حلقه ودربرن٢ رادیکال را W (R) .۴.٢.٢ تعریف

١2- Primal Ring
٢Wederburn Radical



٢٣ آن�ها خواص بررسی و APR حلقه�های معرفی .٢.٢

می�کنیم: تعریف و W (R) = N٠(R) دیگر عبارت به است R حلقه

W٠(R) = ٠

W١(R) = W (R)

W٢(R) = {a ∈ R|a+W١(R) ∈ W
( R

W١(R)

)
}

...

Wn(R) = {a ∈ R|a+Wn−١(R) ∈ W
( R

W١(R)

)
}

.Wn(R) = N(R) گاه هر گوییم یافته Wn-تقلیل را R حلقه�ی

است. ٢-اولیه ،R آنگاه n ≥ ١ و باشد یافته تقلیل -Wn حلقه�ی R اگر .۵.٢.٢ گزاره

کنید. رجوع [٢٢] به برهان.

باشد، APR حلقه�ی یک R اگر که زد حدس می�توان (٢.٢.٢) لم در (۵) و (١) بخش مقایسه�ی با
نیست. درست حدس این که می�دهیم نشان مثال یک با .N٠(R) = N⋆(R) = N⋆(R) آنگاه

غیر متغیرهای توسط شده تولید آزاد جبر یک k < x, y > و میدان یک k کنیم فرض .۶.٢.٢ مثال
نامتناهی کلمه�ی باشد. k روی y و x تعویض�پذیر

ω = yxyxxyxxxyxxxxyxxxxx · · · =
∞∏
i=١

yxi,

که باشد کلماتی همه�ی مجموعه�ی توسط شده تولید k < x, y > از ایده�آلی I فرضکنیم می�گیریم نظر در را

y+I و x+I جای به سادگی برای و ،R =
k < x, y >

I
می�دهیم قرار نباشد. ω از کلمه�ای زیر یک هیچ

(ȳRȳ)٢ ⊆ (Rȳr̄ȳR)٢ = ٠ و r̄ ∈ R هر برای (Rȳr̄ȳR)٢ = ٠ چون می�کنیم. استفاده ȳ و x̄ از
RȳR ایده�آل .y ∈ P (R) نتیجه در ،ȳRȳ ⊆ P (R) بنابراین است، W١(R) در مشمول ȳRȳ بنابراین
n ≥ ٢ هر برای منظور این برای ندارد، کراندار توان پوچ اندیس که می�دهیم نشان حال است، پوچ

عنصر
ȳx̄+ ȳx̄٢ + · · ·+ ȳx̄n

داد نشان می�توان ساده محاسبات با می�گیریم، نظر در را RȳR از ،

(ȳx̄+ ȳx̄٢)۴ = ٠,

(ȳx̄+ ȳx̄٢ + ȳx̄٣ + ȳx̄۴)٨ = ٠.

.W١(R) ⫋ P (R) بنابراین .(RȳR)m = ٠ که ندارد وجود mای هیچ اما می�دهیم، ادامه ترتیب همین به

R از اول نیم ایده�آل یک RȳR و است) k روی چندجمله�ای�ها حلقه k[x]) R

RȳR
∼= k[x] که این از

بنابراین ،(RȳR)٢ ⊆ RȳRȳR اما .ȳ ∈ P (R) بنابراین .P (R) = RȳR که می�گیریم نتیجه است،



٢۴ APR حلقه�های .٢

است.). N(R) = P (R) یعنی است ٢-اولیه ،R لذا R

P (R)
∼= k[x] (چون W٢(R) = P (R)

در است. ٢-اولیه ،R حلقه�ی لذا نیست. یافته تقلیل -W١ اما است، یافته تقلیل -W٢ ،R بنابراین
رو این از است. APR حلقه�ی ،R لذا است، آرمنداریز R

N⋆(R)
بنابراین است یافته تقلیل R

N⋆(R)
نتیجه

N٠(R) = W (R) = W١(R) ⫋ P (R) چون .N⋆(R) = N⋆(R) داریم، (٢.٢.٢) لم بخش(۵) به بنا
.N٠(R) ̸= N⋆(R) = N⋆(R) نتیجه در .ȳ ̸∈ N٠(R) بنابراین بود دلخواه ȳ و ȳ ∈ P (R) و

آبلی R
I
،R حلقه�ی از I پوچ ایده�آل هر برای باشد. آرمنداریز حلقه�ی یک R کنیم فرض .٧.٢.٢ نتیجه

است. آرمنداریز پوچ- و

طرفی از است. آبلی R
I
(۶.٢.١) لم به بنا لذا است آبلی R پس است، آرمنداریز R چون برهان.

پس است، پوچ I چون .R̄ =
R

I
می�دهیم قرار است. آرمنداریز پوچ- R حلقه�ی (۴.٣.١) لم به بنا

همچنین .f̄(x)ḡ(x) ∈ N(R̄)[x] اگر، تنها و اگر f(x)g(x) ∈ N(R)[x] نتیجه در .N(R̄) = N(R)

آرمنداریز پوچ- R بنابراین āb̄ ∈ N(R̄) اگر تنها و اگر ab ∈ N(R) ،b ∈ Cg(x), a ∈ Cf(x) هر برای
باشد. آرمنداریز پوچ- R̄ اگر تنها و اگر است

هستند. آرمنداریز پوچ- ،APR حلقه�های .١ .٨.٢.٢ قضیه

هستند. APR آرمنداریز، حلقه�های .٢

معادلند: زیر عبارات آنگاه باشد آرمنداریز آن اول قسمتی خارج حلقه�ی هر که باشد حلقه�ای R اگر .٣

است. APR ،R حلقه��ی .(a

است. آرمنداریز اول حلقه�های از حاصل�ضربی زیر ، R

N⋆(R)
.(b

است. آرمنداریز حلقه�های از حاصل�ضربی زیر ، R

N⋆(R)
.(c

(۵) قسمت به بنا است. آرمنداریز R

N⋆(R)
بنابراین باشد. APR ،R حلقه�ی کنیم فرض .(١) برهان.

لم (٣) قسمت بنا بنابراین است. آرمنداریز R

N⋆(R)
نتیجه در .N⋆(R) = N⋆(R) داریم، (٢.٢.٢) لم

است. آرمنداریز پوچ- R ،(٢.٢.٢)
از .N⋆(R) = N⋆(R) (٢.٢.٢) لم (١) قسمت به بنا باشد. آرمنداریز حلقه�ی یک R کنیم فرض .(٢)

آرمنداریز R

N⋆(R)
(٢.٢.٢) لم (٢) قسمت به بنا لذا است آرمنداریز پوچ R (۴.٣.١) لم به بنا طرفی

است. APR ،R بنابراین است آرمنداریز R

N⋆(R)
نتیجه در است

و مستقیم ضرب به نسبت آرمنداریز حلقه�های کلاس که می�کنیم استفاده واقعیت این از اثبات در .(٣)
است. بسته حلقه�هایش زیر

باشد. آرمنداریز آن اول خارج�قسمتی حلقه�های به�طوری�که باشد APR حلقه�ی R کنیم فرض .(a =⇒ b



٢۵ اولیه -٢ و NI حلقه�های روی APR خاصیت .٣.٢

تمام اشتراک N⋆(R) چون و است. اول نیم R

N⋆(R)
طرفی از است. آرمنداریز R

N⋆(R)
بنابراین

قسمتی خارج حلقه�های مستقیم حاصل�ضرب از زیرحلقه�ای R

N⋆(R)
لذا است R حلقه�ی اول ایده�آل�های

است. برقرار حکم نتیجه در است آرمنداریز اول
است. بدیهی .(b =⇒ c

نیز R

N⋆(R)
بنابراین باشد آرمنداریز حلقه�های از حاصل�ضربی زیر R

N⋆(R)
کنیم فرض .(c =⇒ a

است. APR ،R لذا است آرمنداریز

باشد، حلقه یک R کنیم فرض .٩.٢.٢ نتیجه

باشد. آرمنداریز R =⇒ است آرمنداریز R

N⋆(R)
=⇒ است آرمنداریز R

N⋆(R)

Z

٨Z ⊕
Z

٨Z حلقه�ی مثال عنوان به نیست. آرمنداریز لزوماً آرمنداریز حلقه�های همریخت تصویر

چند�جمله�ای مربع چون نیست. آرمنداریز خودش اما است، Z ⊕ Z

٨Z آرمنداریز حلقه�ی همریخت تصویر

.(۴̄, ٠̄)(۴̄, ١̄) ̸= ٠ اما است، صفر
( Z

٨Z ⊕
Z

٨Z
)
[x] حلقه�ی از f(x) = (۴̄, ٠̄) + (۴̄, ٠̄)x

اولیه -٢ و NI حلقه�های روی APR خاصیت ٣.٢

حلقه�ی که است واضح .N⋆(R) = N(R) گاه هر می�نامیم NI حلقه�ی را R حلقه�ی .١.٣.٢ تعریف
باشد. طرفه دو ایده�آل یک N(R) اگر تنها و اگر است NI ،R

باشد. یافته تقلیل R/N⋆(R) اگر تنها و اگر است NI ،R حلقه�ی .٢.٣.٢ گزاره

عناصر تمام مجموعه N(R) چون .N⋆(R) = N(R) بنابراین باشد NI ،R حلقه�ی کنیم فرض برهان.
است. یافته تقلیل نیز R/N⋆(R) لذا است. یافته تقلیل R/N(R) لذا است توان پوچ

پس است. N⋆(R) در R توان پوچ عناصر تمام لذا باشد یافته تقلیل R/N⋆(R) کنیم فرض بالعکس،
است. NI ،R حلقه�ی لذا N(R) = N⋆(R) بنابراین ،N⋆(R) ⊆ N(R) طرفی از N(R) ⊆ N⋆(R)

هستند. آرمنداریز پوچ- ،NI حلقه�های .٣.٣.٢ گزاره

است. آرمنداریز لذا است، یافته تقلیل R

N⋆(R)
بنابراین باشد. NI حلقه�ی یک R کنیم فرض برهان.

در نظیر چندجمله�ای�های ḡ(x) و f̄(x) اگر .f(x)g(x) ∈ N(R)[x] و f(x), g(x) ∈ R[x] کنیم فرض

ā ∈ Cf̄(x) هر برای āb̄ = ٠̄ است، آرمنداریز R

N(R)
چون .f̄(x)ḡ(x) = ٠̄ پس باشند، R

N(R)
[x]

است. آرمنداریز پوچ- ،R یعنی .b ∈ Cg(x) و a ∈ Cf(x) هر برای ،ab = ٠ بنابراین .b̄ ∈ Cḡ(x) و
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نیز R روی n× n مثلثی بالا ماتریس�های حلقه�ی اگر تنها و اگر است NI ،R حلقه��ی .۴.٣.٢ گزاره
باشد. NI

باشد، NI ،R کنیم فرض باشد. R روی n × n بالا�مثلثی ماتریس�های حلقه�ی U کنیم فرض برهان.
NI ،U نتیجه در است ایده�آل یک N(U) = {(aij) ∈ U |aii ∈ N(R), i = ١,٢, · · · , n} بنابراین

است.
مستقیم مجموع و است بسته حلقه�هایش زیر به نسبت NI حلقه�ی کنیم ثابت است کافی بالعکس:
کنیم فرض باشد. R از حلقه��������ای زیر یک S و NI حلقه�ی یک R کنیم فرض است. حلقه�هایش زیر
،R چون .S ∩ N(R) = N(S) در مشمول as و sa ،a − b بنابراین .s ∈ S و a, b ∈ N(S)

D و باشند NI حلقه�های Riها ،i ∈ I هر برای کنیم فرض است. NI نیز S نتیجه در است NI

بنابراین .ci ∈ Ri و Cm = ٠ که C = {ci} ∈ N(D) کنیم فرض باشد. Riها مستقیم مجموع
که این به توجه با است. NI ،Ri هر چون ،ci ∈ N⋆(Ri) صورت این در ،cmi = ٠ ،i ∈ I هر برای
گرفت نتیجه می�توان هستند، صفر غیر ciها از متناهی تعداد که این و N⋆(⊕i∈JRi) = ⊕i∈IN

⋆(Ri)

،N(D) = N⋆(D) نتیجه در N⋆(D) ⊆ N(D) طرفی از .N(D) ⊆ N⋆(D) بنابراین C ∈ N⋆(D)

است. NI ،D بنابراین

هر و ≤ رابطه�ی با مرتبی جزئا مجموعه یک I گاه هر می�نامیم مستقیم را I مجموعه .۵.٣.٢ تعریف
باشد. بالا کران دارای آن عناصر از زوج

نگاشت و باشند مستقیم مجموعه�های Aiها ،i ∈ I برای گاه هر می�نامیم مستقیم سیستم یک را (Ai, ϕ
j
i )

باشد. زیر شرط دو دارای i ≤ j که ϕj
i : Ai −→ Ai

.ϕk
j oϕ

j
i = ϕk

i ،i ≤ j ≤ k که وقتی .١

.ϕi
i = ١Ai

،i هر برای .٢

µi : Ai −→ lim
−→

Ai همریختی گاه هر می�نامیم (Ai, ϕ
j
i )

مستقیم۴ سیستم مستقیم٣، حد را lim
−→

Ai

برای gi : Ai −→ A همریختی�های از خانواده هر همچنین کند. صدق µi = µjoϕ
j
i در i ≤ j هر برای

وجود g : lim
−→

Ai −→ A منحصربفرد نگاشت صورت این در کند. صدق gi = gjoϕ
j
i در i ≤ j هر

.goµi = gi ،i هر برای که طوری به دارد

است. NI ،NI حلقه�های مستقیم سیستم مستقیم حد .۶.٣.٢ گزاره

که طوری به باشد (Ri, σij) مستقیم سیستم مستقیم حد R = ∪Ri = lim
−→

Ri کنیم فرض برهان.
است. R حلقه�ی از ایده�آلی N(R) می�دهیم نشان هستند. NI حلقه�هایی Riها ،i هر برای و σij = σj

i

و x ∈ Ri که دارد وجود ,iای j یا x, y ∈ Ri که دارد وجود iای ،x, y ∈ N(R) هر برای کنیم فرض
هم که دارد وجود Riیی حالت دو هر در پس .x, y ∈ Ri لذا Rj ⊆ Ri ،j ≤ i هر برای چون .y ∈ Rj

٣Direct Limit
۴Direct System
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برای .x + y ∈ N(R) نتیجه در x + y ∈ N(Ri) ⊆ N(R) بنابراین باشد. y شامل هم و x شامل
لذا است NI ،Ri چون x ∈ N(Ri) و a ∈ Ri که iای دارد وجود x ∈ N(R) هر برای و a ∈ R هر

است. NI ،R حلقه�ی بنابراین .ax, xa ∈ N(R) نتیجه در ax, xa ∈ N(Ri) ⊆ N(R)

می�دهیم نشان مثال یک با نیست. برقرار (١) قسمت (٨.٢.٢) قضیه عکس می�دهیم نشان ادامه در
نیست. APR آرمنداریز پوچ- حلقه�ی هر

.Rn = U٢n(S) و مثبت صحیح عدد n و باشد یافته تقلیل حلقه�ی یک S کنیم فرض .٧.٣.٢ مثال
یک Rn هر (۴.٣.٢) گزاره به بنا است) S روی ٢n × ٢n مثلثی بالا ماتریس�های حلقه�ی U٢n(S))
را Rn می�کنیم. تعریف A −→

(
A ٠
٠ A

)
ضابطه�ی با را σ : Rn −→ Rn+١ نگاشت است. NI حلقه�ی

.(A = σ(A) ،A ∈ Rn برای دیگر عبارت گرفت(به نظر در Rn+١ از حلقه�ای زیر یک عنوان به می�توان
i ≤ j که σij = σj−i که طوری به (Rn, σij) مستقیم سیستم مستقیم، حد R =

∪
i∈I Ri همچنین

R ،(٣.٣.٢) گزاره به بنا لذا است NI حلقه�ی یک R ،(۶.٣.٢) گزاره به بنا .I = {١,٢, · · · } و
می�دهیم نشان ابتدا منظور این برای نیست، APR ،R می�دهیم نشان حال است. آرمنداریز پوچ-
فرض .A = (ast) ∈ Rn nها، از برخی برای بنابراین .٠ ̸= A ∈ R کنیم فرض .N⋆(R) = ٠
کوچکترین j و است صفر غیر درایه�ی یک شامل ،A ماتریس iام سطر که باشد عددی کوچکترین i کنیم
لذا است یافته تقلیل S .a = aij می�دهیم قرار است. شده ذکر سطر در aij ̸= ٠ که باشد اندیس
و a٠ = a که طوری به دارد وجود (a٠, a١, · · · , ay, · · · ) ناایستای دنباله�ی بنابراین است. اول نیم

.y = ١,٢, · · · و sy−١ ∈ S که ay = ay−١sy−١ay−١

می�دهیم. نشان euv با را است صفر مؤلفه�هایش سایر و یک آن ,u)ام v) مؤلفه�ی که مربعی ماتریس
و A٠ = A کنیم فرض .aii = a یعنی باشد صفر غیر A قطر عناصر و A ∈ Rn کنیم فرض

.a٠s٠a٠ = a١ ̸= ٠ برابر A١ ,i)ام i) مؤلفه�ی بنابراین ،A١ = A٠(s٠eii)A٠ ∈ A٠RA٠

.a١s١a١ = a٢ ̸= ٠ برابر A٢ ,i)ام i) مؤلفه�ی بنابراین ،A٢ = A١(s١eii)A١ ∈ A١RA١ کنیم فرض

.ak−١sk−١ak−١ = ak ̸= ٠ برابر k هر برای Ak ,i)ام i) مؤلفه�ی می�آوریم بدست روند این ادامه�ی با
برای Ak+١ ∈ AkRAk و A٠ = A که طوری به می�آید بدست {Ak} ناایستا دنباله�ی استقرا با بنابراین

.k = ٠,١,٢, · · ·
Rn+١ در A از (i+٢k, j+٢k) مؤلفه�ی i < j برای بنابراین باشد صفر A قطر عناصر کنیم فرض حال
A٠ که A١ = A٠(s٠B٠)A٠ ∈ A٠RA٠ و A٠ = A کنیم فرض .k = n, n+ ١, n+ ٢, · · · و است

.B٠ = ej(i+٢n) ∈ Rn+١ و شده گرفته نظر در Rn+١ در
ناصفر درایه�ی یک شامل A١ ماتریس iام سطر که باشد عددی کوچکترین i و A١ = (bst) می�دهیم قرار
است. شده ذکر سطر در bi(j+٢n) = a٠s٠a٠ = a١ ̸= ٠ که باشد اندیسی کوچکترین j + ٢n و است

.B١ = e(j+٢n)(i+٢n+١) ∈ Rn+٢ و A٢ = A١(s١B١)A١ ∈ A١RA١ کنیم فرض
ناصفر درایه�ی یک شامل A٢ ماتریس iام سطر که باشد عددی کوچکترین i و A٢ = (Cst), می�دهیم قرار
bi(j+٢n+٢n+١) = a١s١a١ = a٢ ̸= ٠ که طوری به باشد اندیسی کوچکترین j + ٢n + ٢n+١ و است

است. شده ذکر سطر در
برابر که می�آوریم بدست را Ak از ,i)ام j+٢n+٢n+١+ · · ·+٢n+(k−١)) مؤلفه�ی روند این ادامه�ی با



٢٨ APR حلقه�های .٢

و A٠ = A که می�آید بدست {Ak} ناایستای دنباله�ی بنابراین .k هر برای ak−١sk−١ak−١ = ak ̸= ٠
.N⋆(R) = ٠ لذا نیست. توان پوچ قویاً A بنابراین .k = ٠,١, · · · برای Ak+١ ∈ AkRAk

.(N⋆(R) ̸= N(R) نیست(چون ٢-اولیه ،R بنابراین ،A ∈ N(R) که است واضح
بنابراین می�گیریم نظر در R روی را f(x) = e١١ + e١٢x و g(x) = e٢٢ − e١٢x چندجمله�ای�های

داریم: بنابراین e١٢(−e٢٢) = −e١٢ ̸= ٠ و e١١e١٢ = e١٢ ̸= ٠ اما ،f(x)g(x) = ٠
N⋆(R) = {m = (mij) ∈ R|mii = ٠, ∀i} ≠ ٠.

نیست. APR حلقه�ی R ،(٢.٢.٢) لم (۵) قسمت به بنا لذا ،N⋆(R) ̸= N⋆(R) نتیجه در

نیست. برقرار نیز (٢) قسمت (٨.٢.٢) قضیه عکس می�دهیم نشان مثال یک با

بنابراین .R = U٢(T ) و باشد جابجایی حلقه�ی یک T کنیم فرض .٨.٣.٢ مثال
N⋆(T ) = N⋆(T ) = N(T ).

،N⋆(T ) = N(T ) چون . R

N⋆(R)
∼=

T

N⋆(T )
⊕ T

N⋆(T )
بنابراین .N⋆(R) =

(
N⋆(T ) T
٠ N⋆(T )

)
همچنین

نیز R

N⋆(R)
بنابراین است. آرمنداریز لذا است یافته تقلیل T

N⋆(T )
بنابراین است اولیه -٢ ،T حلقه�ی

نیست. آبلی R چون نیست آرمنداریز R اما است. APR حلقه�ی ،R نتیجه در است. آرمنداریز

Matn(A) اما باشد. یافته تقلیل
A

N⋆(A)
اگر است APR ،Un(A) که دیدیم (٨.٣.٢) مثال در

پس باشد. آبلی نمی�تواند Matn(A)

N⋆(Matn(A))
زیرا باشد APR نمی�تواند ،A حلقه�ی روی n ≥ ٢ برای

-٢ حلقه�های که است واضح (n = ١,٢, · · · ) باشد. اولیه -٢ ،A حلقه�ی اگر است APR ،Un(A)

NI ،R حلقه�ی که دادیم نشان (٧.٣.٢) مثال در نیست. برقرار لزوماً آن عکس ولی هستند NI اولیه،
نیست. اولیه -٢ ولی است

گرفت نتیجه می�توان است APR ،A اولیه�ی -٢ حلقه�ی روی Un(A) حلقه�ی که این از .٩.٣.٢ نتیجه
هستند. آبلی آرمنداریز حلقه�های که حالی در نیستند آبلی لزوماً APR حلقه�های که

می�کنیم: تعریف باشد آبلی حلقه�ی یک S کنیم فرض .١٠.٣.٢ گزاره

Rn =





a a١٢ a١٣ · · · a١n

٠ a a٢٣ · · · a٢n

٠ ٠ a · · · a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


∣∣a, aij ∈ S


, n ≥ ٢.

فرم به Rn در توان خود هر و

f ٠ ٠ · · · ٠
٠ f ٠ · · · ٠
٠ ٠ f · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · f
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هستند. آبلی Rnها بنابراین ،f٢ = f ∈ S و

.n = ٢ کنیم فرض می�کنیم. ثابت را حکم n روی استقرا با برهان.
لذا باشد توان خود یک

(
c d
٠ c

)
∈ R٢ کنیم )فرض

c d

٠ c

)(
c d

٠ c

)
=

(
c d

٠ c

)
.

پس است توان خود c چون .c(cd) + c(dc) = cd نتیجه در .cd + dc = d و c٢ = c نتیجه در
از حال است. مرکزی c پس است آبلی حلقه�ای S چون .c, d ∈ S اما cdc = ٠ لذا cd+ cdc = cd

٠ = cdc = c(dc) = (dc)c = dc٢ = dc,

و
٠ = cdc = (cd)c = c(cd) = c٢d = cd.

که است
(
f ٠
٠ f

)
∈ R٢ فرم به R٢ در توان خود هر بنابراین .d = ٠ داریم، cd + dc = d از همچنین

.f٢ = f ∈ S

کنیم فرض باشد. برقرار (n− ١)× (n− ١) ماتریس�های برای حکم کنیم فرض

A =



a a١٢ a١٣ · · · a١n

٠ a a٢٣ · · · a٢n

٠ ٠ a · · · a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


ماتریس دو کنیم فرض .aij = ٠ ،i, j هر برای می�دهیم نشان باشد. Rn در توان خود

a a١٢ a١٣ · · · a١(n−١)

٠ a a٢٣ · · · a٢(n−١)

٠ ٠ a · · · a٣(n−١)
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


و



a a٢٣ a٢۴ · · · a٢n

٠ a a٣۴ · · · a٣n

٠ ٠ a · · · a۴n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


باشند. توان خود Rn−١ در

و a٢ = a استقرا فرض به توجه با و هستند صفر آن�ها در aij بنابراین

A =



a ٠ ٠ · · · ٠ a١n

٠ a ٠ · · · ٠ ٠
٠ ٠ a · · · ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...
٠ ٠ ٠ · · · ٠ a


aa١na = ٠ لذا aa١n + aa١na = aa١n پس است توان خود a چون .aa١n + a١na = a١n که است

از حال است. مرکزی a پس است آبلی حلقه�ای S چون .a, a١n ∈ S اما
٠ = aa١na = (aa١n)a = a(aa١n) = a٢a١n = aa١n,
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و
٠ = aa١na = a(a١na) = (a١na)a = a١na

٢ = a١na.

.a١n = ٠ داریم، aa١n + a١na = a١n از همچنین
فرم به Rn در توان خود هر بنابراین

a ٠ ٠ · · · ٠
٠ a ٠ · · · ٠
٠ ٠ a · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


آبلی نیز Rn حلقه�ی پس است آبلی S حلقه�ی چون همچنین .a٢ = a ∈ S که است

نیستند. APR لزوماً آبلی حلقه�های که می�دهیم نشان مثال یک با حال

.Rn = U٢n(S) و باشد مثبت صحیح عدد n و یافته تقلیل حلقه�ی یک S کنیم فرض .١١.٣.٢ مثال
نیست APR حلقه�ی R = ∪∞

n=١Rn و هستند NI حلقه�های Rnها که دادیم نشان (٧.٣.٢) مثال در
است. آبلی R ،(١٠.٣.٢) گزاره به بنا که حالی در

باشد داشته وجود a ∈ R هر برای گوییم، منظم۵(منظم) فون�نیومن را R حلقه�ی .١٢.٣.٢ تعریف
.a = axa که طوری به x ∈ R

است. APR ،R منظم ⇒⇐حلقه باشد آرمنداریز R ⇐⇒ باشد آبلی R ⇐⇒ باشد یافته تقلیل R

صحیح عدد باشد داشته وجود a ∈ R هر برای هرگاه می�نامیم، منظم۶ -π را R حلقه�ی .١٣.٣.٢ تعریف
هستند. منظم -π وضوح به منظم حلقه�های .an = anban که طوری به b ∈ R و n مثبت

یک با خیر؟ یا هستند APR آبلی، منظم -π حلقه�های آیا که بیاید پیش سوال این است ممکن
است. منفی جواب که می�دهیم نشان مثال

روی ٢n × ٢n بالامثلثی ماتریس حلقه�ی Un و باشد تقسیم حلقه�ی یک S کنیم فرض .١۴.٣.٢ مثال
زیر شکل به را است Un از حلقه�ای زیر که را Dn حلقه�ی است). مثبت صحیح عدد n) باشد S حلقه�ی

می�کنیم: تعریف
Dn = {M ∈ Un|باشند برابر باهم M قطر روی {درایه�های

می�توان را Dn بنابراین می�کنیم. تعریف A −→
(
A ٠
٠ A

)
ضابطه�ی با را σ : Dn −→ Dn+١ نگاشت

در (Dn, σij) مستقیم سیستم مستقیم، حد را R حلقه�ی گرفت. نظر در Dn+١ از حلقه�ای زیر بعنوان

۵Von Neumann Regular Ring
۶π- Regular Ring
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بنا همچنین نیست. APR ،R حلقه�ی که کردیم ثابت (٧.٣.٢) مثال در . σij = σi−j که می�گیریم نظر
: فرم به آن توان خود عناصر و هستند آبلی Dnها (١٠.٣.٢) گزاره به

f ٠ ٠ · · · ٠
٠ f ٠ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · f


،Dn لذا است، توان پوچ یا وارون�پذیر ،Dn عنصر هر چون است. آبلی R بنابراین .f٢ = f ∈ S که
که حالی در است آبلی منظم -π حلقه�ی یک R نتیجه در است. منظم -π ،R بنابراین است منظم -π

نیست. APR حلقه�ی ،R

APR حلقه�ی زیرحلقه�های بررسی ۴.٢

زیر آیا که بیاید پیش سوال این است ممکن است. بسته حلقه�هایش زیر روی آرمنداریز حلقه�های کلاس
خاصیت که حلقه�هایی زیر انواع از برخی ادامه در خیر؟ یا هستند APR نیز ،APR حلقه�های حلقه�های،

می�کنیم. بررسی را می�برند ارث به را APR

باشد. R حلقه�ی زیر یک S و APR حلقه�ی یک R کنیم فرض .١.۴.٢ گزاره

است. APR ،S آنگاه ،N⋆(S) ⊆ N⋆(R) اگر .١

است. APR ،S آنگاه باشد، R از سره ایده�آل یک S اگر .٢

است. APR ،S آنگاه باشد، NI حلقه�ی یک R اگر .٣

است. APR ،eR آنگاه باشد، مرکزی R در e٢ = e ∈ R اگر .۴

.f(x), g(x) ∈ S[x] برای f(x)g(x) ∈ N⋆(S)[x] و N⋆(S) ⊆ N⋆(R) کنیم فرض .(١) برهان.
،b ∈ Cg(x) و a ∈ Cf(x) هر برای است، APR ،R چون .f(x)g(x) ∈ N⋆(R)[x] بنابراین
چون داریم. را S ∩ N⋆(R) ⊆ N⋆(S) شمول رابطه�ی مقدماتی مفاهیم به توجه با .ab ∈ N⋆(R)

است. APR ،S نتیجه در .ab ∈ N⋆(S) لذا S ∩N⋆(R) = N⋆(S) N⋆(S)بنابراین ⊆ N⋆(R)

است. APR ،S قسمت(١)، به بنا لذا ،N⋆(S) ⊆ N⋆(R) بنابراین باشد، R از ایده�آل یک S اگر .(٢)
لم (۵) قسمت به بنا است APR ،R چون .N⋆(R) = N(R) پس باشد NI ،R کنیم فرض .(٣)
به بنا است APR ،R چون .N⋆(R) = N⋆(R) = N(R) نتیجه در .N⋆(R) = N⋆(R) ،(٢.٢.٢)

داریم: .N(R)[x] = N(R[x]) سوم، فصل در (٢) (١.١.٣)قسمت قضیه
N(S)[x] ⊆ S[x] ∩N(R[x]) = N(S[x]),

بنابراین ،f(x)g(x) ∈ N⋆(S)[x] کنیم فرض f(x), g(x) ∈ S[x] برای
f(x)g(x) ∈ N⋆(S)[x] ⊆ N(S)[x] ⊆ N(S[x]) ⊆ N(R[x]) = N(R)[x] = N⋆(R)[x],



٣٢ APR حلقه�های .٢

نتیجه در ab ∈ N⋆(R) ،b ∈ Cg(x) و a ∈ Cf(x) هر برای است APR ،R چون و
است. APR ،S بنابراین ،ab ∈ S ∩N⋆(R) ⊆ N⋆(S)

.eR ∩ N⋆(R) = eN⋆(R) که کنید توجه باشد. R مرکزی عنصر یک e٢ = e ∈ R کنیم فرض .(۴)
که می�گیریم نظر در را eb٠, eb١, · · · , ebn, · · · دنباله�ی .eb ∈ eR کنیم فرض

eb٠ = eb,

eb١ ∈ eb٠Reb٠ = eb٠eReb٠,

eb٢ ∈ eb١Reb١ = eb١eReb١,

...

ebn ∈ ebn−١Rebn−١ = ebn−١eRebn−١,

بنابراین .eb ∈ N⋆(R) نتیجه در است صفر دنباله این سرانجام باشد، eb ∈ N⋆(eR) اگر
APR حلقه�ی eR (١) قسمت به بنا لذا .N⋆(eR) ⊆ eN⋆(R) پس eb ∈ eR∩N⋆(R) = eN⋆(R)

است.

و اگر است APR ،(⊕i∈IRi)
∏

i∈I Ri بنابراین باشد، i ∈ I و حلقه Riها کنیم فرض .٢.۴.٢ نتیجه
باشند. APR Riها ،i ∈ I هر برای اگر تنها

.N⋆(⊕i∈IRi) = ⊕i∈IN⋆(Ri) )⋆Nو
∏

i∈I Ri) =
∏

i∈I N⋆(Ri) که داد نشان سادگی به می�توان برهان.

گزاره به توجه با . ⊕i∈IRi

N⋆(⊕i∈IRi)
∼= ⊕i∈I

Ri

N⋆(Ri)
و

∏
i∈I Ri

N⋆(
∏

i∈I Ri)
∼=
∏

i∈I
Ri

N⋆(Ri)
نتیجه در

حلقه�ای زیر با (
∏

i∈I Ri)[x] و (⊕i∈IRi)[x] ∼= ⊕i∈IRi[x] که واقعیت این و (۴) قسمت (١.۴.٢)
می�شود. حاصل برهان است، ایزومورف٧

∏
i∈I Ri[x] از

(١− e)R و eR اگر وتنها اگر است APR ،R حلقه�ی یک داریم (٢.۴.٢) از نتیجه یک عنوان به
پیدا را I مانند R از ایده�آل�هایی ادامه در است. R مرکزی توان خود عنصر e باشند. APR دو هر

شود. APR ،R
I
که طوری به کرد خواهیم

،R صورت این در ،I ⊆ N⋆(R) و باشد R از ایده�آلی I و حلقه یک R کنیم فرض .٣.۴.٢ گزاره

باشد. APR ،R
I
اگر تنها و اگر است APR

و f(x), g(x) ∈ R[x] کنیم فرض .N⋆(R)

I
= N⋆(R̄) داریم .R̄ =

R

I
کنیم فرض برهان.

و a ∈ Cf̄(x) هر است،برای APR ،R̄ چون .f̄(x)ḡ(x) ∈ N⋆(R̄)[x] پس f(x)g(x) ∈ N⋆(R)[x]

است. APR ،R حلقه�ی لذا .ab ∈ N⋆(R) بنابراین āb̄ ∈ N⋆(R)

I
یعنی .āb̄ ∈ N⋆(R̄) ،b ∈ Cḡ(x)

لذا است. آرمنداریز R̄

N⋆(R̄)
بنابراین . R̄

N⋆(R̄)
=

R

N⋆(R)
داریم باشد، APR ،R کنیم فرض بالعکس

است. APR ،R̄
٧Isomorphic



٣٣ APR حلقه�ی زیرحلقه�های بررسی .۴.٢

و آرمنداریز R
I
اگر .N⋆(R) ⊆ I و باشد R سره�ی ایده�آل I و حلقه یک R کنیم فرض .۴.۴.٢ گزاره

است. APR ،R آنگاه باشد اولیه -٢ حلقه�ی یک I

داریم باشد. N⋆(R) ⊆ I و اولیه -٢ حلقه�ی I و باشد آرمنداریز R̄ =
R

I
کنیم فرض برهان.

بنابراین .N⋆(I) ⊆ N⋆(R) پس است، R از ایده�آل یک I چون طرفی از .N⋆(R) ⊆ N⋆(I)

کنیم فرض است. یافته تقلیل I

N⋆(R)
است، اولیه -٢ ،I چون .N⋆(I) = N⋆(R)

N⋆(R) ⊆ I چون .g(x) =
∑n

j=٠ bjx
j و f(x) =

∑m
i=٠ aix

i ∈ R[x] و f(x)g(x) ∈ N⋆(R)[x]

نشان m روی استقرا با .aibj ∈ I ،i, j هر برای است. آرمنداریز R
I
چون و f(x)g(x) ∈ I[x] پس

m > ٠ کنیم فرض است. حاصل وضوح به نتیجه m = ٠ برای .aibj = ٠ ،i, j هر برای می�دهیم
هر برای و ١ ≤ k < m کنیم فرض .a٠bj = ٠ ،j ∈ {٠,١, · · · , n} هر برای می�کنیم ادعا باشد.

: رو این از و bjIa٠ = ٠ نتیجه در .a٠bj = ٠ ،j ∈ {٠,١, · · · , k − ١}
(ak−jbj)(a٠bk)

٢ = ak−jbj(a٠bk)a٠bk ∈ ak−jbjIa٠bk = ak−j(bjIa٠)bk = ٠

چند�جمله�ای در xk ضریب ٠ = a٠bk + a١bk−١ + · · · + akb٠ = a٠bk +
∑k−١

j=٠ ak−jbj عنصر
داریم: کنیم،آنگاه ضرب xk ضریب در راست از را (a٠bk)٢ اگر است. f(x)g(x) = ٠

٠ = (a٠bk +
k−١∑
j=٠

ak−jbj)(a٠bk)
٢ = (a٠bk)

٢.

،j ∈ {٠,١, · · · , n} هر برای نتیجه در .a٠bk = ٠ رو این از ،a٠bk ∈ I و است یافته تقلیل I چون
،deg(f١(x)) < m چون .f١(x) = a١+a٢x+· · ·+amx

m−١ که ،f١(x)g(x) = ٠ لذا و a٠bj = ٠
بنابراین .aibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ١ ≤ i ≤ m هر برای می�گیریم نتیجه استقرا فرض از استفاده با
R ،(٨.٢.٢) قضیه (٢) قسمت به بنا است. آرمنداریز حلقه�ی R بنابراین .aibj = ٠ ،i, j هر برای

است. APR حلقه�ی

پس .n ≥ ٢ و R = A ⊕Matn(A) و باشد APR ،A اولیه نیم حلقه کنیم فرض .۵.۴.٢ مثال

چون اما است. APR حلقه�ی یک که R

I
∼= A حلقه .I = ٠⊕Matn(A) کنیم فرض .N⋆(R) = ٠

نیست. ،APR ،R ،(٣.۴.٢) گزاره به بنا I ⊈ N⋆(R)

اگر تنها و اگر است APR ،R باشد. راست یا چپ آرتینی حلقه�ی R کنیم فرض .١ .۶.۴.٢ گزاره
باشد. اولیه -٢ ،R

،R صورت این در باشد. چپ و راست نوتری ،R حلقه�ی از اول تقسیم حلقه هر کنیم فرض .٢
باشد. اولیه -٢ اگر تنها و اگر است APR

فرض به بنا است. اولیه -٢ ،R آنگاه باشد APR ،R اگر دهیم نشان است کافی .١ برهان.

است آرمنداریز R

N⋆(R)
است، APR ،R چون طرفی از است. ساده نیم و آرتینی ، R

N⋆(R)



٣۴ APR حلقه�های .٢

حلقه�های از متناهی تعداد مستقیم مجموع با R

N⋆(R)
رو این از است. آبلی R

N⋆(R)
بنابراین

است. اولیه -٢ ،R لذا است. یافته تقلیل R

N⋆(R)
بنابراین است. برابر تقسیم

حلقه�های از مستقیم حاصل�ضرب R

N⋆(R)
،(٨.٢.٢) قضیه به بنا باشد. APR ،R کنیم فرض .٢

بنا .N⋆(R) =
∩

i∈I Pi و هستند R حلقه�ی از اول ایده�آل�های Piها است. R
Pi

اول آرمنداریز

یافته تقلیل ها R

Pi

(٢٣.٢.١) گزاره به بنا لذا است چپ و راست نوتری Rها
Pi

از یک هر فرض به

است. اولیه -٢ ،R لذا است، یافته تقلیل R

N⋆(R)
نتیجه در هستند،



٣ فصل

بیشتر مثال�های

توانی �سری�های حلقه روی APR خاصیت ١.٣
توانی١ سری�های حلقه�ی می�پردازیم. چندجمله�ای�ها حلقه�ی روی APR خاصیت بررسی به فصل این در
از تهی غیر مجموعه X کنیم فرض است. R حلقه روی متغیری x که می�دهیم نشان R

[
[x]
]
با را

اگر و می�دهیم نشان R[X] با را R روی X با چندجمله�ای حلقه باشد. R روی تعویض�پذیر متغیرهای
می�نویسیم. R[x] بصورت X = {x}

باشد. APR نیز R[X] اگر تنها و اگر است APR ،R حلقه�ی .(١) .١.١.٣ قضیه
.N(R[X]) = N(R)[X] آنگاه باشد APR حلقه�ی R اگر .(٢)

(١٠.٢.١) نتیجه و (٩.٢.١) قضیه به بنا بنابراین باشد APR ،R کنیم فرض :(١) قسمت برهان.

داریم (١٣.١.١) گزاره به بنا طرفی از است. آرمنداریز نیز R

N⋆(R)
[X] ∼=

R[X]

N⋆(R)[X]

،R[X] نتیجه در است آرمنداریز R[X]

N⋆(R)[X]
=

R[X]

N⋆(R[X])
بنابراین N⋆(R)[X] = N⋆(R[X])

است. APR

برهان به توجه با بنابراین است آرمنداریز R[X]

N⋆(R[X])
بنابراین باشد APR ،R[X] کنیم فرض بالعکس،

در است. آرمنداریز آرمنداریز، حلقه�های زیرحلقه�های که است واضح است. آرمنداریز R

N⋆(R)
[X] قبل

است. APR ،R لذا است آرمنداریز R

N⋆(R)
نتیجه

به بنا بعلاوه است. APR ،R[x] (١) قسمت به توجه با باشد APR حلقه R کنیم فرض :(٢) قسمت
،(١٢.٣.١) قضیه به بنا نتیجه در پوچ-آرمنداریزاند. دو هر R[x] و R (٨.٢.٢)، قضیه

داریم: قبل نتیجه به توجه با می�گیریم نظر در را R[x, y] ،x, y ∈ X هر برای .N(R[x]) = N(R)[x]

N(R[x, y]) = N(R[x])[y] = N(R)[x][y] = N(R)[x, y].

١Power Series Ring

٣۵



٣۶ بیشتر مثال�های .٣

می�آوریم: بدست X از X٠ متناهی زیرمجموعه هر روی استقرا با رو این از
N(R[X٠]) = N(R)[X٠],

: نتیجه در
N(R[X]) = N(R)[X].

حلقه R می�بینیم (٧.٣.٢) مثال در چون نیست برقرار لزوماً (١.١.٣) قضیه (٢) قسمت عکس
.N(R) = {m = (mij) ∈ R|mii = ٠, iهر {برای و N(R[X]) = N(R)[X] اما نیست APR

است. ٢-اولیه نیز R[X] آنگاه باشد ٢-اولیه حلقه یک R اگر .٢.١.٣ نتیجه

،(١.١.٣) قضیه بر بنا است. APR ،R بنابراین باشد ٢-اولیه حلقه R کنیم فرض برهان.
: داشت خواهیم نیز (١٢.٣.١) گزاره به بنا طرفی از .N(R[X]) = N(R)[X]

N(R[X]) = N(R)[X] = N⋆(R)[X] = N⋆(R[X]),

است. ٢-اولیه ،R[X] نتیجه در

نیست. درست توانی سری حلقه�های برای (١.١.٣) قضیه (١) قسمت که می�دهیم نشان ادامه در

پایه�ی با F روی نامتناهی بعد با چپ برداری فضای یک V و میدان F کنیم فرض .٣.١.٣ مثال
تعریف ،(V روی خطی تبدیلات تمام (مجموعه .A = EndF (V ) کنیم فرض باشد. {v١, v٢, · · · }

می�کنیم:
A١ = {f ∈ A|rank(f) <∞, f(vi) = a١v١ + · · ·+ aivi, i = ١,٢, · · · , aj ∈ F},

و باشد ١A و A١ توسط شده تولید A از F-زیرجبر یک R کنیم فرض
توجه باشد R از ایده�آلی B = {g ∈ A١|g(vi) = a١v١ + · · ·+ ai−١vi−١, i = ١,٢, · · · , aj ∈ F}

اما ،B ⊆ P (R) بنابراین است. �توان پوچ قویاً B از عنصر هر که کنید
R

B
∼= {(a١, a٢, · · · , an, b, b, · · · )|ai, b ∈ F, n = ١,٢, · · · },

بنابراین است ایده�آل کوچکترین اول رادیکال چون است. اولیه نیم بنابراین است. �یافته تقلیل
بنابراین ،P (R) = B

R

P (R)
∼= {(a١, a٢, · · · , an, b, b, · · · )|ai, b ∈ F, n = ١,٢, · · · } ⊂

∞∏
i=١

Fi, ∀i Fi = F

است. APR ،R بنابراین است، ٢-اولیه ،R حلقه لذا است �یافته تقلیل R

P (R)
چون

است F روی نامتناهی ماتریس یک eij که طوری به داد نشان eijها بصورت می�توان را R از عنصر هر
است. R روی توانی سری�های حلقه R

[
[x]
]
است. صفر مؤلفه�هایش سایر و یک آن ,i)ام j) مؤلفه�ی که



٣٧ توانی �سری�های حلقه روی APR خاصیت .١.٣

کنیم: فرض

f(x) = e١٢x+ (e٣۴ + e۵۶)x
٢ + · · ·+

( ٢n−١−١∑
i=٠

e(٢n+٢i−١)(٢n+٢i)
)
xn + · · · ∈ R

[
[x]
]
,

g(x) = e٢٣x+ (e۴۵ + e۶٧)x
٢ + · · ·+

( ٢n−١−١∑
i=٠

e(٢n+٢i)(٢n+٢i+١)
)
xn + · · · ∈ R

[
[x]
]
,

اما ،f(x)٢ = ٠ = g(x)٢ بنابراین

f(x) + g(x) = (e١٢ + e٢٣)x+ (e٣۴ + e۴۵ + e۵۶ + e۶٧)x
٢ + · · ·

+
( ٢n−١∑

i=٠
(e(٢n+٢i−١)(٢n+٢i) + e(٢n+٢i)(٢n+٢i+١))

)
xn + · · · ,

به توجه با

αn =
٢n−١∑
i=٠

(e(٢n+٢i−١)(٢n+٢i) + e(٢n+٢i)(٢n+٢i+١)),

بنابراین نیست، توان پوچ f(x) + g(x) بنابراین α٢n
n = ٠ و α٢n−١

n ̸= ٠ داشت خواهیم
است.) R

[
[x]
]
حلقه اول٢ رادیکال P (R

[
[x]
]
)) .g(x) ̸∈ P (R

[
[x]
]
) f(x)یا ̸∈ P (R

[
[x]
]
)

نیست. APR ،R
[
[x]
]
لذا نیست. ٢-اولیه ،R

[
[x]
]
بنابراین

هستند. آرمنداریز �یافته، تقلیل حلقه�های روی توانی سری�های حلقه�ی .۴.١.٣ گزاره

کنیم فرض همچنین باشد. �یافته تقلیل حلقه�ی R کنیم فرض برهان.
متعلق g = b٠+ b١x+ b٢x٢+ · · ·+ bnxn + · · · و f = a٠+ a١x+ a٢x

٢+ · · ·+ anx
n + · · ·

نتیجه در است آرمنداریز ،R بنابراین است �یافته تقلیل R چون .fg = ٠ که طوری به باشند R
[
[x]
]
به

داشت: خواهیم

a٠b٠ = ٠

a٠b١ + a١b٠ = ٠

a٠b١ + a١b١ + a٢b٠ = ٠
...

a٠bn + a١bn−١ + · · ·+ an−١b١ + anb٠ = ٠

بالا معادلات (b٠a٠ = ٠ می�کنیم.(بنابراین شروع a٠b٠ = ٠ از می�دهیم. انجام را محاسباتی ادامه در

٢Prime Radical



٣٨ بیشتر مثال�های .٣

نتیجه: در aib٠ = ٠ داشت خواهیم i ≥ ٠ هر برای می�کنیم، ضرب b٠ در چپ از را

a٠b١ = ٠

a٠b٢ + a١b١ = ٠
...

a٠bn + a١bn−١ + · · ·+ an−١b١ = ٠

ضرب b١ در چپ از را بالا کاهش�یافته معادله (b٠a١ = ٠ می�کنیم.(بنابراین شروع a٠b١ = ٠ از حال
داشت: خواهیم می�کنیم

aib١ = ٠

داشت: خواهیم استقرا از استفاده با ترتیب همین به
aibj = ٠, ∀i, j ≥ ٠

.

می�کنیم بررسی توانی سری حلقه�های خصوص در را APR خاصیت ادامه در

است. APR ،R
[
[x]
]
آنگاه باشد N⋆(R) �توان پوچ با ٢-اولیه حلقه R اگر .۵.١.٣ گزاره

.N⋆(R
[
[x]
]
) ⊆ N⋆(R)

[
[x]
]
داریم (١٨.١.١) نتیجه به بنا باشد اولیه -٢ حلقه R کنیم فرض برهان.

حلقه R
[
[x]
]
[y] کنیم فرض .N⋆(R

[
[x]
]
) = N⋆(R)

[
[x]
]
لذا است �توان پوچ N⋆(R) چون اینجا در

بنابراین باشد R
[
[x]
]
روی y متغیر با چندجمله�ای�ها

N⋆(R
[
[x]
]
[y]) = N⋆(R

[
[x]
]
)[y] = N⋆(R)

[
[x]
]
[y] ⊂ N⋆(R)[y]

[
[x]
]

فرض حال .( A
[
[x]
]
[y] ⊂ A[y]

[
[x]
]
،A روی y و x تعویض�پذیر متغیرهای و A حلقه هر برای (چون

.f(y)g(y) ∈ N⋆(R)[y]
[
[x]
]
بنابراین f(y), g(y) ∈ R

[
[x]
]
[y] و f(y)g(y) ∈ N⋆(R

[
[x]
]
)[y] کنیم

می�دهیم: نشان زیر بصورت را g(y) و f(y)

f(y) =
∞∑
i=٠

si(y)x
i, g(y) =

∞∑
j=٠

tj(y)x
j, ∀i, j si(y), tj(y) ∈ R[y].

بنابراین

f(y)g(y) =
∞∑
k=٠

( ∑
i+j=k

si(t), tj(y)
)
xk.

نتیجه: در است یافته تقلیل R

N⋆(R)
بنابراین است ٢-اولیه ،R حلقه

R

N⋆(R)
[y]
[
[x]
] ∼= R[y]

N⋆(R)[y]

[
[x]
] ∼= R[y]

[
[x]
]

N⋆(R)[y]
[
[x]
] .

چون است. آرمنداریز R

N⋆(R)
[y]
[
[x]
]
(۴.١.٣) گزاره به بنا رو این از است. یافته تقلیل نیز

داریم: i, j هر برای بنابراین f(y)g(y) ∈ N⋆(R)[y]
[
[x]
]

si(y)tj(y) ∈ N⋆(R)[y]



٣٩
اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی روی APR خاصیت .٢.٣

مشتق �چندجمله�ای�های و

داریم: b ∈ Ctj(y) و a ∈ Csi(y) هر برای بنابراین است APR ، R اما .
ab ∈ N⋆(R).

به b و a چون .αβ ∈ N⋆(R)
[
[x]
]
= N⋆(R

[
[x]
]
) ،β ∈ Cg(y) و α ∈ Cf(y) هر برای نتیجه در

هستند. g(y) و f(y) جمله�های از ضرایبی مجموع ترتیب

اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی روی APR خاصیت ٢.٣
مشتق �چندجمله�ای�های و

می�کنیم بررسی مشتق۴ چندجمله�ای�های حلقه�ی و اریب٣ چندجمله�ای�های حلقه�ی روی را APRخاصیت
هستند. (١.١.٣) قضیه برای نقضی مثال�های حلقه دو این

هر می�نامیم σ-مشتق یک را δ : R→ R جمعی تابع باشد R حلقه�ی از درونریختی یک σ کنیم فرض
و درونریختی یک σ کنیم فرض .δ(ab) = δ(a)b + σ(a)δ(b) باشیم داشته a, b ∈ R هر برای گاه،
نشان R[x; σ, δ] با را R روی اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی باشد R حلقه�ی از σ-مشتق تابع یک δ
و جمع عمل دو n ≥ ٠ و ai ∈ R که هستند

∑n
i=٠ aix

i فرم به چندجمله�ای�هایی آن عناصر می�دهیم
داریم: a ∈ R هر برای که طوری به می�شوند تعریف طبیعی طور به R[x;σ, δ] روی ضرب

xa = σ(a)x+ δ(a)

چندجمله�ای�های حلقه�ی را آن و می�دهیم نشان R[x; δ] با را R[x; σ, δ] آنگاه باشد همانی تابع σ اگر
می�کنیم. استفاده k[x;σ] از R[x;σ, δ] جای به باشد δ = ٠ گاه هر می�نامیم. R روی مشتق

نیست. APR لزوماً APR حلقه�های روی اریب چندجمله�ای�های حلقه که می�دهیم نشان ادامه در

بنابراین است �یافته تقلیل R که است واضح .R = D ⊕ D و میدان D کنیم فرض .١.٢.٣ مثال
.σ(s, t) = (t, s) ضابطه�ی با σ : R → R می�کنیم تعریف بود. خواهد APR ،R لذا است ٢-اولیه
ادعا است. R روی اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی S = R[x;σ] است. R از درونریختی یک σ که
چندجمله�ای باشد. S از صفر غیر ایده�آل یک I کنیم فرض (P (S) = ٠ است.(یعنی اول نیم S می�کنیم

کنیم: فرض باشد. داشته I در را درجه کمترین که می�کنیم انتخاب طوری I از را f(x) صفر غیر
f(x) = a+ bx+ · · ·+ cxn, a, b, · · · , c ∈ R, c ̸= ٠,

بنابراین باشد زوج ،n اگر
f(x)٢ = a٢ + · · ·+ cσn(c)x٢n = a٢ + · · ·+ c٢x٢n ∈ I٢ ⊆ I,

.I٢ ̸= ٠ لذا است. ٢ درجه از σ و c ̸= ٠ چون است صفر غیر f(x)٢ و
بنابراین باشد فرد ،n اگر

f(x)x = ax+ bx٢ + · · ·+ cxn+١ ∈ I =⇒
[
f(x)x

]٢ ∈ I٢ ⊆ I,

٣Skew Polynomials Ring
۴Differential Polynomials Ring



۴٠ بیشتر مثال�های .٣

نتیجه در I٢ ̸= ٠ لذا و است صفر غیر
[
f(x)x

]٢ داد نشان می�توان ساده محاسبات با همچنین
طرفی از .P (S) = ٠

[(١,٠)x][(١,٠)x] = (١,٠)(٠,١)x٢ = (٠,٠)x٢ = ٠,

APR ،S لذا نیست ٢-اولیه ،S یعنی N⋆(S) = P (S) ̸= N(S) بنابراین N(S) ̸= ٠ نتیجه در
نیست.

نیست. APR لزوماً ،APR حلقه روی مشتق چند�جمله�ای�های حلقه که می�بینیم ادامه در

فرض .x̄ = x+ < x٢ > و باشد δ(x̄) = ١ که طوری به مشتق تابع δ و R =
Z٢[x]

< x٢ >
کنیم فرض

می�دهیم: قرار باشد. R روی مشتق چندجمله�ای�های حلقه R[y; δ] =
( Z٢[x]

< x٢ >

)
[y; δ] کنیم

e١١ = x̄y, e١٢ = x̄, e٢١ = x̄y٢ + y, e٢٢ = ١+ x̄y,

می�دهند. را R[y; δ] در یکه ماتریس�های دستگاه یک تشکیل بنابراین
: بنابراین است. Z٢[y

٢] ،R[y; δ] در یکه ماتریس�های این ساز مرکز حال
R[y; δ] ∼= Mat٢(Z٢[y

٢]) ∼= Mat٢(Z٢)[t].

چندجمله�ای�ها حلقه Z٢[t] که APRاست). (بنابراین باشد Rآبلی =
Z٢[t]

t٢Z٢[t]
فرضکنیم .٢.٢.٣ مثال

.I = t٢Z٢[t] و δ(t, I) = ١+I بصورت Rرا از δ مشتق تابع می�کنیم تعریف است. Z٢ روی t متغیر با
داشت: خواهیم قبل پاراگراف توضیحات به توجه با بنابراین

R[x : δ] ∼= Mat٢(Z٢[x
٢]),

چندجمله�ای�های حلقه لذا نیست. APR (٨.٣.٢) مثال توضیحات بر بنا Mat٢(Z٢[x
٢]) که حالی در

نیست. APR ،APR حلقه�های روی مشتق

است ممکن است آرمنداریز آرمنداریز، حلقه�های مستقیم حاصل�ضرب (۴.٣.٢) قضیه به توجه با
حدس این که می�دهیم نشان حال است. APR نیز APR حلقه�های مستقیم حاصل�ضرب که بزنید حدس

نیست. درست

باشد. مثبت صحیح عدد یک n و حلقه یک R کنیم فرض .٣.٢.٣ گزاره

باشد. APR ،R اگر تنها و اگر است APR ، R[x]

xnR[x]
.١

باشد. APR ،R اگر تنها و اگر است APR ،
R
[
[x]
]

xnR
[
[x]
] .٢

بنابراین .N⋆(E) =
N⋆(R) + xR[x]

xnR[x]
که است واضح .E =

R[x]

xnR[x]
کنیم فرض .(١) برهان.

است. تمام اثبات و R

N⋆(R)
∼=

E

N⋆(E)
می�شود. نتیجه (١) از سادگی به قسمت این اثبات .(٢)



۴١
اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی روی APR خاصیت .٢.٣

مشتق �چندجمله�ای�های و

مثال در است. APR ،R بنابراین باشد. (٣.١.٣) مثال حلقه همان ،R حلقه کنیم فرض .۴.٢.٣ مثال
می�کنیم: تعریف چنین را σ همومورفسیم نیست. APR ،R

[
[x]
]
که بودیم داده نشان (٣.١.٣)

σ : R
[
[x]
]
−→

∞∏
n=١

R
[
[x]
]

xnR
[
[x]
] ,

ضابطه با
σ
(
f(x)

)
=
(
f(x) + xnR

[
[x]
])∞

n=١.

به بنا است، APR ،R چون است. ها
R
[
[x]
]

xnR
[
[x]
] از مستقیمی حاصل�ضرب R

[
[x]
]
،kerσ = ٠ چون

حاصل�ضرب R
[
[x]
]
بنابراین هستند. APR نیز ها

R
[
[x]
]

xnR
[
[x]
] از یک هر (٣.٢.٣) گزاره دوم قسمت

نیست. APR ،R
[
[x]
]
حالیکه در است. APR حلقه�های مستقیم

گاه: هر ضربی۵می�نامیم منوئید را R حلقه�ی از S زیرمجموعه� .۵.٢.٣ تعریف

.١R ∈ S .١

.xy ∈ S ،x, y ∈ S هر برای .٢

.(xy)z = x(yz) ،x, y, z ∈ S هر برای .٣

باشد. R در مرکزی منظم عناصر شامل ضربی منوئید یک M و حلقه یک R کنیم فرض .۶.٢.٣ گزاره
باشد. APR نیز ،M−١R اگر تنها و اگر است APR ،R بنابراین

فرض .N⋆(E) = M−١N⋆(R) که کنید توجه باشد. E = M−١R و APR ،R کنیم فرض برهان.
،i, j هر برای f(x) =

∑m
i=٠ αix

i و g(x) =
∑n

j=٠ βjx
j ∈ E[x] و f(x)g(x) ∈ N⋆(E)[x] کنیم

بنابراین: هستند. u, v ∈M و ai, bj ∈ R که ،βj = bjv
−١ و αi = aiu

−١ کنیم فرض

f(x)g(x) =

m∑
i=٠

n∑
j=٠

αiβjx
i+j =

m∑
i=٠

n∑
j=٠

aibju
−١v−١xi+j =

( m∑
i=٠

n∑
j=٠

aibjx
i+j
)
(uv)−١ ∈ N⋆(E)[x],

می�گیریم: )نتیجه m∑
i=٠

n∑
j=٠

aibjx
i+j
)
∈ N⋆(R)[x].

بنابراین: aibj ∈ N⋆(R) ،i, j هر برای لذا است. APR ،R چون
αiβj = aiu

−١bjv
−١ = aibju

−١v−١ ∈ N⋆(E).

می�آید. بدست (١.۴.٢) گزاره از نیز قضیه عکس است. APR ، E n∑بنابراین
i=k mix

i فرم به چندجمله�ای�هایی شامل و x ∈ R که گوییم لوران۶ چند�جمله�ای حلقه ;R[xرا x−١]

هستند. منفی) (ممکن صحیح اعداد k و n و mi ∈ R که است معمولی ضرب و جمع با

۵Multiplicative Monoid
۶Laurent Polynomials Ring



۴٢ بیشتر مثال�های .٣

،R[x, x−١] اگر تنها و اگر باشد APR ،R[x] اگر تنها و اگر است APR ،R حلقه .٧.٢.٣ نتیجه
باشد. APR

در مرکزی منظم عناصر شامل ضربی منوئید M بنابراین .M = {١, x, x٢, · · · } کنیم فرض برهان.
اثبات (۶.٢.٣) گزاره و (١.١.٣) قضیه به توجه با .R[x;x−١] = M−١R[x] که کنید توجه است. R[x]

می�آید. بدست

n× n ماتریس�های حلقه�ی روی APR خاصیت ٣.٣

کنیم فرض باشد. پوچ-آرمنداریز نمی�تواند (n ≥ ٢) Matn(A) ،A حلقه هر برای
باشند Matn(A)[x] به متعلق g(x) = (e٢١ + e٢٢) + (e١١ + e١٢)x و f(x) = e١١ − e١٢x

Matn(A) نتیجه در .e١١(e١١ + e١٢) = e١١ + e١٢ ̸∈ N(Matn(A)) اما f(x)g(x) = ٠ بنابراین
انواع از بعضی ادامه در نیست. APR ،Matn(A) .(٨.٢.٢) قضیه به بنا لذا نیست. پوچ-آرمنداریز

کرد. خواهیم پیدا را Matn(A) حلقه از ،APR زیرحلقه�های

معادلند: زیر گزاره�های باشد. حلقه یک R کنیم فرض .١.٣.٣ قضیه

است، APR ،R .١

است.) R روی مثلثی بالا n× n ماتریس�های حلقه�ی نمایانگر Un(R)) است، APR ،Un(R) .٢

(Dn(R) = {m ∈ Un(R)|باشند برابر باهم m قطری عناصر }) است. APR ،Dn(R) .٣

داریم: برهان.
N⋆(Un(A)) = {m = (mij) ∈ Un(A)|mii ∈ N⋆(A)},

N⋆(Dn(A)) = {m = (mij) ∈ Dn(A)|mii ∈ N⋆(A)}.

همچنین است. R

N⋆(R)
از nکپی مستقیم حاصل�ضرب Un(R)

N⋆(Un(R))
بنابراین

حقیقت این و (٢.۴.٢) نتیجه و (٢.٢.٢) لم قسمت(٣) از اثبات رو این از . Dn(R)

N⋆(Dn(R))
∼=

R

N⋆(R)

می�آید. بدست باشد، آرمنداریز A

N⋆(A)
اگر تنها و اگر است APR ،A حلقه�ی که

آرمنداریز حلقه�ی هر توسط می�تواند نیست آرمنداریز که APR حلقه یک که می�دهد نشان قضیه این
باشد. شده ایجاد

توسیع باشد. R-مدول یک M و R روی ایندومورفیسم یک σ جا�بجایی حلقه�ی یک R کنیم فرض
ضرب با می�دهیم نشان R⊕M بصورت را σ و M با ،R اوریب بدیهی

بصورت می�توان را (r,m) .mi ∈M و ri ∈ R که (r١,m١)(r٢,m٢) = (r١r٢, σ(r١)m٢+r٢m١)

می�کنیم: بیان زیر صورت به را ضرب و کرد. بیان
(
r m
٠ r

)
(r١,m١)(r٢,m٢) =

(
r١r٢ σ(r١)m٢ + r٢m١

٠ r١r٢

)
.



۴٣ APRحلقه�های دوروی توسیع .۴.٣

چپ R-مدول یک یعنی باشد مدول Mیک(R,S)-دو و حلقه دو S و R کنیم فرض .٢.٣.٣ تعریف
دهیم: می قرار .(rm)s = r(ms) ،m ∈M و s ∈ S ،r ∈ R هر برای است راست S-مدول یک و

A =

[
R M

٠ S

]
=

{[
r m

٠ s

] ∣∣∣r ∈ R,m ∈M, s ∈ S

}
گاهی می�دهد، تشکیل حلقه یک ماتریس�ها معمولی ضرب و جمع عمل دو با A که داد نشان می�توان
آنگاه باشد مدول (R,R)-دو یک M,R = S اگر دهیم. می نشان نیز R ⊕M ⊕ S علامت با را A

می�نامیم. M بوسیله�ی R بدیهی توسیع را
{(

r m
٠ r

)∣∣r ∈ R,m ∈M
}

،
(
R١ M
٠ R٢

)
باشد. مدول ,R١)-دو R٢) یک M و حلقه دو R٢ و R١ کنیم فرض .(١ .٣.٣.٣ گزاره

باشند. APR دو هر R٢ و R١ اگر تنها و اگر است APR

باشد. R-مدول یک M و R روی ایندومورفیسم یک σ و جا�بجایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .(٢
باشد. APR نیز σ و M با R اریب بدیهی توسیع اگر تنها و اگر است APR ،R حلقه�ی

APRحلقه�های دوروی توسیع ۴.٣

چنین R×S روی را ضرب و جمع عمل دو باشد. S-جبر یک R و جا�بجایی حلقه�ی یک S کنیم فرض
می�کنیم: تعریف

(r١, s١).(r٢, s٢) = (r١r٢ + s١r٢ + s٢r١, s١s٢),

(r١, s١) + (r٢, s٢) = (r١ + r٢, s١ + s٢),

(r١, s١), (r٢, s٢) ∈ R× S.

R دورو توسیع را آن و است حلقه یک فوق شده تعریف دوتایی عمل دو با R × S داد نشان می�توان
می�دهیم. نشان R ∗ S علامت با و می�نامیم S بوسیله�ی

دارای R که شده فرض اینجا در باشد. S جا�بجایی میدان روی جبر یک R کنیم فرض .١.۴.٣ قضیه
است. همانی عضو

باشد. APR نیز R ∗ S = D دوروی توسیع اگر تنها و اگر است APR ،R .١

باشد. آرمنداریز نیز R ∗ S = D اگر تنها و اگر است آرمنداریز ،R .٢

نتیجه در .R = {r + s|(r, s) ∈ D} بنابراین .١s ∈ R ،s ∈ S که کنید توجه
ساده). محاسبات طریق (از N⋆(D) = N⋆(R)⊕ ٠

f(x) =
∑m

i=٠ aix
i و g(x) =

∑n
j=٠ bjx

j ∈ D[x] برای و باشد APR ،R کنیم فرض .(١ برهان.
: باشیم داشته

f(x)g(x) ∈ N⋆(D)[x].



۴۴ بیشتر مثال�های .٣

si ̸= که می�گیریم نظر در طوری را i, j .i, j هر برای bj = (βj, tj) و ai = (αi, si) می�دهیم قرار
بنابراین کنند صدق شرط این در که باشد صحیح عدد کوچکترین j٠, i٠ کنیم فرض .tj ̸= ٠ و ٠
چون است تناقض یک این و .p ∈ R از بعضی برای است (p, s٠t٠) ،f(x)g(x) از xi٠+j٠ ضریب

می�دهیم: قرار است. tj = ٠ ،j هر برای یا si = ٠ ،i هر برای بنابراین .(p, s٠t٠) ̸∈ N⋆(D)

f(x) = f١(x) + f٢(x), g(x) = g١(x) + g٢(x),

که
f١(x) =

m∑
i=٠

(αi,٠)xi, f٢(x) =
m∑
i=٠

(٠, si)xi, g١(x) =
n∑

j=٠
(βj,٠)xj, g٢(x) =

n∑
j=٠

(٠, tj)xj.

داشت: خواهیم بنابراین f٢(x) = ٠ لذا ،si = ٠ ،i هر برای کنیم فرض

f(x)g(x) = f١(x)g١(x) + f١(x)g٢(x)

m+n∑
i+j=٠

(αiβj,٠)xi+j +
m+n∑
i+j=٠

(αitj,٠)xi+j

m+n∑
i+j=٠

(αi(βj + tj),٠)xi+j ∈ (N⋆(R)⊕ ٠)[x].

داریم: i, j هر برای است، APR ،R چون
αi(βj + tj) ∈ N⋆(R).

داریم: i, j هر برای نتیجه در
aibj = (αi,٠)(βj, tj) ∈ N⋆(D).

است. APR ،D بنابراین است. بالا مشابه نیز g٢(x) = ٠ برای محاسبات
(١.۴.٢) گزاره و r ∈ R ،r −→ (r,٠) شمول نگاشت به توجه با N⋆(R) = N⋆(D) چون بلعکس:

می�شود. کامل اثبات
قبل قسمت مشابه اثبات ،f(x)g(x) ∈ N⋆(D)[x] دیگر عبارت به یا f(x)g(x) = ٠ کنیم فرض .(٢

می�آید. بدست

همانی عنصر بدون R کنیم فرض باشد. S جا�بجایی میدان روی جبر یک ،R کنیم فرض .٢.۴.٣ قضیه
است. APR ،R آنگاه باشد APR ،D = R ∗ S اگر باشد

شمول نگاشت به توجه با باشد، APR ،D کنیم فرض .N⋆(R)⊕٠ = N⋆(D) می�دهیم نشان برهان.
است. APR نیز R (١.۴.٢) گزاره به بنا رو این از N⋆(R) = N⋆(D) داریم ،r ∈ R که r −→ (r,٠)
نشان حال .N⋆(R)⊕ ٠ ⊇ N⋆(D) بنابراین است. (a,٠) فرم به وضوح به D در خودتوان عنصر هر
را زیر دنباله .v١ = (a,٠) ∈ D و z١ = a ∈ N⋆(R) کنیم فرض .N⋆(R)⊕ ٠ ⊆ N⋆(D) می�دهیم

می�گیریم: نظر در
ω١ = ν١d١v١, ω٢ = ω١d٢ω١, · · · , ωk+١ = ωkdkωk, · · ·



۴۵ APRحلقه�های دوروی توسیع .۴.٣

است، dk = (rk, sk) و می�شود انتخاب دلخواه طور به D در (j = ١,٢, · · · )dk ،k = ١,٢, · · · که
،e١ = ar١ + as١ و b١ = r١a+ s١a که ω١(ar١a+ as١a,٠) = (ab١,٠) = (e١a,٠) بنابراین

ω٢ = (ab١r٢e١a+ ab١s٢e١a,٠) = (a(b١r٢e١ + b١s٢e١))a,٠),

: می�دهیم قرار
z٢ = a(b١r٢e١ + b١s٢e١)a ∈ aRa = z١Rz١,

نتیجه: در
ω٣ = (z٢r٣z٢ + z٢a٣z٢,٠) = (z٢b٢,٠) = (e٢z٢,٠),

که
b٢ = r٣z٢ + a٣z٢, e٢ = z٢r٣ + z٢a٣,

نتیجه: در
ω۴ = (z٢b٢r۴e٢z٢ + z٢b٢s۴e٢z٢,٠) = (z٢(b٢r۴e٢ + b٢s۴e٢)z٢,٠),

می�دهیم: قرار
z٣ = z٢(b٢r۴e٢ + b٢s۴e٢)z٢ ∈ z٢Rz٢,

و zm+١ ∈ zmRzm که می�آید Rبدست ,z١در z٢, · · · , zm, zm+١, · · · دنباله روند این ادامه������ی با �
نتیجه در ω٢(l−١) = ٠ لذا zl = ٠،l ≥ ١ برخی برای z١بنابراین ∈ N⋆(R) اما، .ω٢m = (zm+١,٠)

.N⋆(R)⊕ ٠ ⊆ N⋆(D) بنابراین .υ١ = (a,٠) ∈ N⋆(D)

•
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Aabstract

We observe from known results that the set of nilpotent elements in Armendariz rings
has an important role. The upper nilradical coincides with the prime radical in Armen-
dariz rings. So it can be shown that the factor ring of an Armendariz ring over its prime
radical is also Armendariz, with the help of Antoine’s results for nil-Armendariz rings. We
study the structure of rings with such property in Armendariz rings and introduce APR as
a generalization. It is shown that APR is placed between Armendariz and nil-Armendariz.
It is shown that an APR ring which is not Armendariz, can always be constructed from
any Armendariz ring. It is also proved that a ring R is APR if and only if so is R[x] and
that N(R[x]) = N(R)[x] when R is APR, where R[x] is the polynomial ring with an inde-
terminate x over R and N(R) denotes the set of all nilpotent elements. Several kinds of
APR rings are found or constructed in the precess related to ordinary ring constructions.
keywords: Armendariz rings, Nil-Armendariz rings, Upper nilradical, Prime radical,
APR rings.
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