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دنباله��ای بزرگ- اعداد قوی قانون - منف پیوندی تصادف متغیرهای کامل- رای هم کلیدی: واژگان
منف پیوندی m تصادف متغیرهای - منف پیوندی و هم�توزیع تصادف متغیرهای از

یده چ
از بزرگ اعداد قانون آن�ها میان در �باشند. م حدی قضایای احتمال، نظریه در مهم قضایای از
امید به تصادف متغیرهای ین میان خاص، شرایط تحت قانون این در است. برخوردار خاص اهمیت
معرف با بعد سال�ها شد. مطرح میلادی ١٧١٣ درسال بار اولین قانون این �شود. م را هم خود ریاض
متغیرهای برای کامل رای هم بررس به بسیاری دانشمندان ، تصادف متغیرهای برای منف پیوند مفهوم
(قانون حدی قضایای بررس �کنیم م دنبال پایان�نامه این در که هدف پرداختند. منف پیوندی تصادف
است. منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع�های برای رای هم سرعت و بزرگ) اعداد قوی
تصادف متغیرهای برای مختلف شرایط گرفتن نظر در با بزرگ، اعداد قوی قانون اهمیت به باتوجه

کرد. خواهیم بررس موزون مجموع�های برای را کامل رای هم ، منف پیوندی



دی داو م قد

ت... ندا یما ی دا



م با واروما درБЗر م قد
هآن موازر یاسا ودشان بارو ت سا ه مسا داکار ی دروما م ازروی ارم پاس ی دایرا
شان رمو ت خاریا جا شان ود ی د وا م. بعموداشتلاش راه ودشان و سا رمو گ شاخو
از ی د نوادیز ا نرا وراهر مرا د.د ودها یام وردگارما ساز ود، ندوو ا ا م، ود ت ییا د
واره م ان وا رشار ت ناز د. د نا ودنرا سان دنوا ی د مز ا ی ا ند. و نآ و

رادارم... رن شانآرزوی ا ارم. پاس وده م د ظاتز ش ودشانآراش مایو
ند... ن ی مام وادهام خا م قد وش، ه ت زیا گ ن حالا



سپاس�گزاری...

آراست. عقل زیور را آدم خود، �کران ب لطف با که را یم ح خداوندگار سپاس

ر تش صمیمانه نزاکت دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد �دریغ ب زحمات از �دانم م خود وظیفه� آغاز در

�رسید. نم انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� �های راهنمای بدون قطع به�طور که کنم قدردان و

سپاس�گزارم. نمودند، تقبل را پایان�نامه این مشاوره� زحمت که دسترنج دکتر خانم از

امیدوارم �کنم. م قدردان آموختیند من به را خود سرشار علم گذشته سال دو در که آمار گروه اساتید تمام از

باشم. آنان زحمات وی پاسخ پایان�نامه این با باشم توانسته

روزگار سردترین در که مهربانم �های هم�کلاس و دوستان امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه از همچنین

باشد. درانتظارشان شادکام و خوشبخت و موفقیت از پر روزگاری آرزومندم و سپاس�گزارم بودند همراهم

یعی با م
۲۸آبان۱۳۹۲



پیش�گفتار:
اعداد قانون قضایا، این میان در �باشند. م حدی قضایای احتمال، نظریه در نظری نتایج مهم�ترین از

متغیرهای از دنباله ی ین میان ، شرایط تحت بزرگ اعداد قانون در است. برخوردار خاص اهمیت از بزرگ

متغیرهای انواع برای بزرگ اعداد قوی قانون �شود. م را هم مشترکشان ریاض امید به توزیع هم تصادف

بررس مورد اران٣ هم و بیی جون کو٢و هاو م ،١ نزاکت جمله از بسیاری افراد توسط وابسته تصادف

آن�ها، �های ویژگ بررس و منف پیوندی تصادف متغیرهای معرف از پس پایان�نامه این در است. گرفته قرار

�دهیم. م بررس مورد متغیرها این برای مختلف شرایط تحت را رای هم سرعت و بزرگ اعداد قوی قانون

هستند: زیر شرح به فصل�ها از ی هر مطالب است. شده گردآوری فصل چهار در �رو پیش پایان�نامه

بزرگ اعداد قوی قانون معرف به سپس داریم، بحث مورد موضوع تاریخچه بر گذری ،١ فصل در •

پیوندی تصادف متغیرهای �های ویژگ و مقدمات تعاریف ر دی ، منف پیوندی تصادف متغیرهای و

قرار استفاده مورد روابط برخ اثبات در که کاربردی قضایای و لم�ها همچنین پرداخته�ایم. منف

�کنیم. م بررس را �گیرند م

پیوندی تصادف متغیرهای از دنباله�ای موزون مجموع برای بزرگ اعداد قوی قانون نخست ،٢ فصل در •

مورد را ٢٠٠٠ سال ۴در چن و بای توسط آمده بدست خصوصروابط این در است. شده آورده منف

-ی بین توسط ٢٠٠٨ سال در بار اولین که کل قضیه�ای جزییات به سپس و داده�ایم قرار بررس

که �پردازیم م مقاله این از قضیه�ای به دوم بخش در پرداختیم. شد بیان لیان هان-یین و جین

داده تعمیم منف پیوندی تصادف متغیرهای به موند زی و وویچ مارسین بزرگ اعداد قوی قانون آن در

است. شده

تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون مجموع برای کامل رای هم از روابط اول بخش در ،٣ فصل در •

آرایه�ای رای هم سرعت زمینه در آمده به�دست نتایج برخ دوم بخش در و پرداخته�ایم منف پیوندی

داده�ایم. قرار بررس مورد را منف پیوندی تصادف متغیرهای از

بررس و تحقیق به و کرده�ایم معرف را منف m-پیوندی عنوان با پیوند از ری دی نوع ،۴ فصل در •

مربوط فصل این در اصل قضیه پرداخته�ایم. تصادف متغیرهای این از آرایه�های برای کامل رای هم

اثبات ه بل داد�ند، گسترش را قبل نتایج تنها نه که است ٢٠٠٩ سال ۵در اران هم و هو مطالعات به

دادند. ارایه آن برای ساده�تر

١Nezakati(2005)
٢Mi-Hwa Ko(2011)
٣Jong-Baek et al (2008)
۴Bai & Cheng
۵Hu et al(2009)
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١ فصل

مقدمات تعاریف

تاریخچه ١.١

گسترده�ای نظام به تدریج به آن، گسترش با شد، ابداع شانس باز�ی�های بررس برای آغاز در احتمال نظریه علم

در اساس نقش علم این گسترش، این خلال در بود. مرتبط ریاض شاخه�های از بسیاری با که شد تبدیل

اقتصاد، ، زیست�شناس عملیات، در تحقیق آمار، مانند گوناگون، کاربردی علوم برای ریاض قالب�سازی

بازی�های به مربوط احتمال کتب از بسیاری متون تغییر پیشرفت�ها، این بازتاب داشت. ... و روانشناس

کلاسی رساله ظهور با دوره این �شد. م مربوط احتمال بخش�های به که بود، خطاها نظریه و تصادف

از بسیاری در مطالعه برای مهم ریاض نظام به نظریه این و رسید پایان به میلادی ١٩۵٠ سال در فلر

(١٧١٣)١ برنول یاکوب سوئیس ریاضیدان توسط بار اولین بزرگ اعداد قانون شد. تبدیل علم زمینه�های

�دانان ریاض توجه مورد ١٨٣۵ سال در یعن بعد سال�ها و شد ارائه بازی�ها تئوری در احتمال محاسبه برای

، چبیشف۴ همچون ری دی �دانان ریاض نیز آن�ها از پس گرفت. قرار ٣ پواسن و ٢ ال پاس جمله از ر دی

اعداد قانون بهبود جهت در زیادی تلاش�های چین٩، خین کولموگروف٨و بورل٧، ،۶ مارکوف ، ۵ کانتل

قانون ” و ” قوی ”قانون دو به بزرگ اعداد قانون تقسیم�بندی به مطالعات این سرانجام و دادند انجام بزرگ
١Bernoulli
٢Pascal
٣Poisson
۴Chebyshev
۵Cantelli
۶Markove
٧Borel
٨Kolmogoroff
٩Khinchin



٢ مقدمات تعاریف .١

شد. منته ضعیف”

و پروسچن١١ و ایساری١٠ توسط ١٩۶٧ سال در بار اولین تصادف متغیرهای (مثبت) همبست مفهوم

دادند. گسترش را آن به مربوط موضوعات دانشمندان از بسیاری پس آن از شد. معرف واکآپ١٢

تصادف متغیرهای از دنباله�ای برای ١٩٣٧ سال در خودشان نام به موند١٣قانون زی و وویچ مارسین

محققان بعدها آمد. فلر١۴(١٩۴۶)به�دست توسط نتیجه همین آن از پس آوردند. به�دست هم�توزیع و مستقل

متغیرهای که حالت در را قوی قانون (٢٠١٠)١٧ ا استوی س١۶و رسالس و (١٩٧٠)١۵ چتترج جمله از زیادی

آوردند. به�دست استقلال، شرط بدون و هستند هم�توزیع تصادف

معرف سنا١٩ س و آلام١٨ توسط بار اولین برای منف همبست مفهوم ١٩٨١ سال در یعن بعد، سا�ل�ها

�های ویژگ برخ بررس به مشترک مقاله� در پروسچن٢١ و جاج-دو٢٠ ،١٩٨٣ سال در آن�ها از پس شد،

منف وابست نوع منف همبست دادند نشان و پرداختند تصادف متغیرهای برای منف همبست در مهم

دارد منف وابست به نسبت برتری ی منف همبست که تفاوت این با است، تصادف متغیرهای میان در

هم باز ، منف پیوندی تصادف متغیرهای روی بر مجزا مجموعه�های از صعودی توابع ” این از عبارتست که

نیست. برقرار منف وابست برای ویژگ این که بود.” خواهند منف پیوندی

�پردازیم. م منف پیوندی تصادف متغیرهای پیرامون قضایای و مفاهیم بررس به پایان�نامه این در ما

�کنیم. م معرف فصل این در را آن�ها ، منف وابست انواع با آشنای برای

تعاریف ٢.١

میدان٢٢ ما سی .١.٢.١ تعریف

برقرار زیر خاصیت دو A مانند Fعضو هر برای اگر باشد، Ω زیرمجموعه�های از گردایه�ای F کنید فرض
١٠Esary
١١Proschan
١٢Walkup
١٣Marcinkiewicz & Zygmund
١۴Feller
١۵Chatterji
١۶Rosalsky
١٧Stoica
١٨Alam
١٩Sexena
٢٠Joag-Dev
٢١Proschan
٢٢Sigma Field



٣ تعاریف .٢.١

بود. خواهد Ω مجموعه روی جبر ما سی ی F اه آن باشد،

A ∈ F =⇒ Ac ∈ F , :i

An ∈ F , n ≥ ١ =⇒ ∪∞
n=١An ∈ F . :ii

احتمال٢٣ فضای .٢.٢.١ تعریف

با تابع P اگر باشد، Ω مجموعه�های زیر تمام شامل میدان ما سی F و دلخواه مجموعه�ای Ω کنید فرض

برقرار زیر اصل سه وقت بود، خواهد احتمال فضای ی (Ω,F , P ) تای سه باشد، [٠,١] برد و F دامنه

باشد:

(i)

P (Ω) = ١,

میدان، ما سی به متعلق A مانند عضو هر برای (ii)

P (A) ≥ ٠,

∪∞
i=١Ai که طوری به باشند، F میدان ما سی به متعلق و مجزا دو به ,A١دو A٢, A٣, . . . دنباله اگر (iii)

آن�گاه باشد، میدان ما سی عضو نیز

P
( ∞∪

i=١
Ai

)
=

∞∑
i=١

P (Ai).

به متعلق پایان�نامه این لم�های و قضایا در شده گرفته نظر در تصادف متغیرهای تمام باشید داشته دقت

�کنیم. م اجتناب موضوع این رار ت از ما و �باشد م (Ω,F , P ) احتمال فضای

٢۴ تصادف آزمایش .٣.٢.١ تعریف

تصادف آزمایش نظری، جنبه�ی از است. تصادف آزمایش ، تصادف پدیده�های بررس برای اساس مفهوم ی

ول نبوده مشخص آن نتیجه�ی انجام، از قبل ثانیا باشد، رار ت قابل سان ی شرایط تحت اولا که است عمل

باشد. تعیین قابل آن ن مم نتایج تمام مجموعه�ی
٢٣Probability Space
٢۴Random Experience



۴ مقدمات تعاریف .١

در آن�ها رار ت چند هر �گیریم، م نظر در ” تصادف آزمایش ” به�صورت را آزمایش�ها از بسیاری درعمل

نباشد. ان�پذیر ام سان ی واقعا شرایط

نمونه٢۵ فضای .۴.٢.١ تعریف

به عمل این ریاض نظر از است. آزمایش ن مم نتایج تعیین ، تصادف آزمایش ی بررس در قدم اولین

ن مم نتایج و حالات کلیه�ی نمایان�گر مجموعه این به�طوری�که است، Ω مجموعه�ی ی گرفتن نظر در معن

�نامیم. م آزمایش برآمد ی را آن عضو هر و آزمایش نمونه فضای اصطلاحا را مجموعه این باشد. آزمایش

٢۶ تصادف متغیر .۵.٢.١ تعریف

گوییم تصادف متغیر ی را X : Ω −→ R تابع باشد، احتمال فضای ی (Ω,F , P ) تای سه کنید فرض

باشیم داشته x ∈ R هر برای اگر تنها و اگر

{ω : ω ∈ Ω & X(ω) ≤ x} ∈ F .

کامل٢٧ رای هم .۶.٢.١ تعریف

ε > ٠ هر برای اگر است، θ ثابت به کامل رای هم تصادف متغیرهای از {Xn, n ≥ ١} دنباله
∞∑
n=١

P{|Xn − θ| > ε} < ∞.

یقین٢٨ به قریب رای هم .٧.٢.١ تعریف

راست، هم X تصادف متغیر به (a.s.) یقین به قریب به�طور ، تصادف متغیرهای از {Xn, n ≥ ١} دنباله

اگر تنها و اگر

P ({ω : Xn(ω) → X(ω) as n → ∞}) = ١.

.Xn
a.s.→ X as n → ∞ که �دهیم م نمایش صورت این به را رای هم این که نمایید دقت

٢٩ بزرگ اعداد قوی قانون .٨.٢.١ قضیه

باشد µ سان ی ریاض امید با هم�توزیع و مستقل تصادف متغیرهای از نامتناه دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} اگر
٢۵Sample Space
٢۶Random Variable
٢٧Complete Convergence
٢٨Almost Surely Convergence
٢٩Strong law of large numbers



۵ تعاریف .٢.١

آن�گاه ، Sn =
∑n

i=١Xi و E(|Xi|) < ∞ و

Sn

n

a.s.−−→ µ n −→ ∞.

ر٣٠ نشان تابع .٩.٢.١ تعریف

IA : Ω → {٠,١} نماد با و است Ω از A مانند زیرمجموعه�ای کننده�ی مشخص ،{٠,١} به Ω از تابع

�شود م تعریف صورت این به و �شود م داده نمایش

IA(x) =

{
١ x ∈ A,

٠ x /∈ A.

بزرگ٣١ O تابع .١٠.٢.١ تعریف

x → ∞ برای آن�گاه باشند، مثبت حقیق اعداد از توابع g(x) و f(x) کنید فرض

f(x) = O
(
g(x)

)
,

x > x٠ همه برای که طوری� به� باشد، داشته وجود x٠ حقیق عدد و C مانند ثابت مقدار اگر تنها و اگر

باشیم داشته

f(x) ≤ Cg(x).

کوچ o تابع .١١.٢.١ تعریف

x → ∞ برای آن�گاه باشند، مثبت حقیق اعداد از توابع g(x) و f(x) کنید فرض

f(x) = o
(
g(x)

)
,

اگر تنها و اگر

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= ٠.

مغلوب٣٢ تصادف طور به تصادف متغیرهای .١٢.٢.١ تعریف

گویند، X تصادف متغیر با مغلوب تصادف طور به را تصادف متغیرهای از {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} آرایه ی

x ≥ ٠ هر برای و باشد داشته وجود �D مثبت ثابت هرگاه

P [|Xni| > x] ≤ DP [D|X| > x].
٣٠Indicator
٣١Order Function
٣٢Stochastically dominated



۶ مقدمات تعاریف .١

تاپلیتس٣٣ آرایه .١٣.٢.١ تعریف

برقرار توام زیر دوشرط هرگاه گوییم، تاپلیتس آرایه�ای را حقیق اعداد از {ani, i ≥ ١, n ≥ ١} بعدی دو آرایه

باشند

.limn→∞ ani = ٠ باشیم داشته i ≥ ١ هر برای (i)

.
∑∞

i=١ |ani| ≤ c باشیم داشته c مثبت ثابت و n ≥ ١ هر برای (ii)

محدب٣۴ تابع .١۴.٢.١ تعریف

باشیم داشته α ∈ [٠,١] و x, y ∈ R هر برای اگر تنها و اگر گوییم، محدب را حقیق مقادیر با g تابع

g(αx+ (١− α)y) ≤ αg(x) + (١− α)g(y).

منف وابسته تصادف متغیرهای انواع ٣.١

٣۵ منف وابسته تصادف متغیرهای .١.٣.١ تعریف

x١, . . . , xn ∈ R هر برای اگر بود، خواهند (ND) منف وابسته X١, . . . , Xn, n ≥ ٢ تصادف متغیرهای

باشیم داشته

P
( n∩

i=١
{Xi ≤ xi}

)
≤

n∏
i=١

P (Xi ≤ xi),

و

P
( n∩

i=١
{Xi > xi}

)
≤

n∏
i=١

P (Xi > xi).

٣۶ منف ربع وابسته تصادف متغیرهای (لهمن.١٩۶۶) .٢.٣.١ تعریف

x, y هر ازای به هرگاه گوییم (NQD) منف ربع وابسته را X,Y متغیر دو

P [X ≤ x, Y ≤ y] ≤ P [X ≤ x]P [Y ≤ y]. (١.١)
٣٣Toeplitz
٣۴Convex Function
٣۵ Negative Dependent
٣۶ Negative Quadrant Dependent



٧ منف وابسته تصادف متغیرهای انواع .٣.١

y و x هر بازای که گرفت نتیجه �توان م ٢.٣.١ تعریف از که نمایید دقت ته ن این به

P [X > x, Y > y] ≤ P [X > x]P [Y > y]. (٢.١)

زیرا

P [X > x, Y > y] = ١− P [X ≤ x یا Y ≤ y]

= ١− P [X ≤ x]− P [Y ≤ y] + P [X ≤ x, Y ≤ y]

≤ ١− P [X ≤ x]− P [Y ≤ y] + P [X ≤ x]P [Y ≤ y]

= (١− P [X ≤ x])(١− P [Y ≤ y]) = P [X > x]P [Y > y].

هستند. معادل رابطه دو این بنابراین آورد. دست به از (٢.١) �توان م را (١.١) رابطه مشابه طور به

٣٧ منف متعامد وابسته تصادف متغیرهای پروسچن.١٩٨٣) و دو (جاج .٣.٣.١ تعریف

حقیق اعداد برای اگر گوییم، (NUOD) ٣٨ منف متعامد وابسته بالا از را X١, . . . , Xn تصادف متغیرهای

باشیم داشته x١, . . . , xn

P (X١ > x١, . . . , Xn > xn) ≤
n∏

i=١
P (Xi > xi),

اگر بود، خواهند (NLOD) ٣٩ منف متعامد وابسته پایین از و

P (X١ ≤ x١, . . . , Xn ≤ xn) ≤
n∏

i=١
P (Xi ≤ xi).

هم و NLOD هم اگر گوییم، (NOD) منف متعامد وابسته را X١, . . . , Xn تصادف متغیرهای نهایت در

باشند. NUOD

وس مع وابسته تصادف متغیرهای عنوان با وابسته تصادف متغیرهای از ری دی انواع با آشنای برای �

شرط بطور متغیرهای شامل که دنباله در منف وابسته تصادف متغیرهای و (RR٢) ۴٠ دو درجه از منظم
٣٧Negative Orthant Dependent
٣٨Negative Upper Orthant Dependent
٣٩Negative Lower Orthant Dependent
۴٠Reverse Regular Of Order Two



٨ مقدمات تعاریف .١

پرسچن و جاج-دو مقاله به هستند، (NDS) دنباله۴٢ در منف وابسته متغیرهای و (CDS) دنباله۴١ در نزول

بخش در و �پردازیم منفیم پیوندی تصادف متغیرهای تعریف به بخش این پایان در کنید. مراجعه (١٩٨١)

�کنیم. م بررس را آن�ها �های ویژگ بعد

منف پیوندی تصادف ۴٣متغیرهای سنا.١٩٨١) س و (آلام .۴.٣.١ تعریف

مجزای زیرمجموعه جفت هر برای اگر گوییم، (NA) منف پیوندی را X١, · · · , Xk تصادف متغیرهای

بعدی هر در f, g نانزول توابع و {١, · · · , k} از A٢, A١

cov(f(Xi, i ∈ A١), g(Xj , j ∈ A٢)) ≤ ٠.

باشد. داشته وجود تصادف متغیرهای برای کوواریانس که صورت در

منف پیوندی دنباله .۵.٣.١ تعریف

پیوندی آن متناه دنباله زیر هر اگر بود، خواهد منف پیوندی تصادف متغیرهای از {Xn, n ≥ ١} دنباله

باشد. منف

۴۴ منف پیوندی تصادف متغیر دو .۶.٣.١ تعریف

وقت باشد، برقرار زیر نامساوی�های از ی اگر تنها و اگر هستند منف پیوندی Y و X تصادف متغیرهای

x, y ∈ R

P{X ≤ x, Y ≤ y} ≤ P{X ≤ x}P{Y ≤ y}, P{X ≤ x, Y < y} ≤ P{X ≤ x}P{Y < y},

یا و

P{X < x, Y ≤ y} ≤ P{X < x}P{Y ≤ y}, P{X < x, Y < y} ≤ P{X < x}P{Y < y}.

منف پیوندی تصادف متغیرهای �های ویژگ ۴.١

اول ویژگ •

است. معادل NA با NQD خاصیت ، تصادف متغیر دو هر برای
۴١Conditionally Decreasing In Sequence
۴٢Negatively Dependeny In Sequence
۴٣Negatively Associated
۴۴M.Gerasimov & V.Kruglov & A.Volodin



٩ منف پیوندی تصادف متغیرهای �های ویژگ .۴.١

هر ازای به اگر تنها و اگر هستند NQD ،Y Xو تصادف متغیر ”دو کرد ثابت ١٩٩٩ سال در امین

خاصیت همان قضیه این شرط باشد.” برقرار cov(f(X), g(Y )) ≤ ٠ ،g fو دلخواه نانزول تابع دو

�NA با NQD خاصیت ، تصادف متغیر دو هر برای پس است. تصادف متغیر دو برای منف پیوندی

بود. خواهد معادل

دوم ویژگ •

پیوندی تصادف متغیرهای از مجموعه�ای از مجزا زیرمجموعه�های روی بر شده تعریف نانزول توابع

بود. خواهند منف پیوندی ، منف

xr,١, . . . , xr,mr که باشد بعد هر در نانزول مقدار حقیق توابع fr(xr,١, . . . , xr,mr) فرضکنید برهان:

r = برای Xr,١, . . . , Xr,mr کنید فرض همچنین ،m١, . . . ,mn ∈ N و هستند حقیق مقادیر

علاوه به باشند. منف پیوندی تصادف متغیرهای از مجموعه ی از مجزا زیرمجموعه�های ١, . . . , n

باشند. نانزول توابع gوf

یرید ب درنظر را g′ و f ′ مرکب توابع

f ′(x١,١, . . . , xk,mk
) = f

(
f١(x١,١, . . . , x١,r١), . . . fk(xk,١, . . . , xk,rk)

)
و

g′(xk+١,١, . . . , xn,mn) = g
(
fk+١(xk+١,١, . . . , xk+١,mk+١), . . . fn(xn,١, . . . , xn,mn)

)
اگر پس است. صعودی صعودی، توابع ترکیب که �دانیم م علاوه به هستند. کراندار توابع که

Yr = fr(Xr,١, . . . , Xr,mr), r = ١, . . . , n.

داشت خواهیم هستند، منف پیوندی X١,١, . . . , Xn,mn تصادف متغیرهای که آن�جا از

cov
(
f(Y١, . . . , Yk), g(Yk+١, . . . , Yn)

)
= cov

(
f ′(X١,١, . . . , Xk,mk

), g′(Xk+١, . . . , Xn,mn)
)
≤ ٠,

هستند. منف پیوندی Y١, . . . , Yn که معنا این به



١٠ مقدمات تعاریف .١

سوم ویژگ •

خواهیم x١, . . . , xk حقیق مقادیر و {١, . . . , k} مجموعه از Aو٢ A١ مجزای مجموعه�های زیر برای

داشت

P
(
Xi ≤ xi, i = ١, . . . , k

)
≤ P

(
Xi ≤ xi, i ∈ A١

)
P
(
Xj ≤ xj , j ∈ A٢

)
,

و

P
(
Xi > xi, i = ١, . . . , k

)
≤ P

(
Xi > xi, i ∈ A١

)
P
(
Xj > xj , j ∈ A٢

)
.

و A١ که این� به توجه با پس بود. NODخواهند خاصیت دارای X١, . . . , Xk خاص طور به نتیجه در

�گردد. م اثبات راحت به ویژگ این ،NOD تعریف به توجه با و هستند مجزا زیرمجموعه�ی دو A٢

چهارم ویژگ •

بود. خواهد منف پیوندی نیز آن زیردنباله هر آن�گاه باشد، منف پیوندی دنباله�ای اگر

پنجم ویژگ •

بود. خواهد منف پیوندی مستقل، تصادف متغیرهای از مجموعه ی

ملاحظه (١٩٨٣) پروسچن و جاج-دو مشترک مقاله�ی در را پنجم و چهارم ویژگ اثبات جزییات

نمایید.

ششم ویژگ •

صعودی توابع f١, . . . , fm هستند، {١, . . . , k} از مجزا زیرمجموعه�های A١, . . . , Am کنید فرض

داریم باشند، منف پیوندی X١, . . . , Xk و مثبت

E

m∏
i=١

fi(Xj , j ∈ Ai) ≤
m∏
i=١

Efi(Xj , j ∈ Ai)

�کنیم. م بررس m = ٢ برای را رابطه درست کرد. استفاده استقرا از �توان م ویژگ این بررس برای

mرابطه = l+١ برای �دهیم م نشان نهایت در و است برقرار م mح = l برای �کنیم م فرض سپس

داریم منف پیوندی خاصیت بنابر پس �شود. م برقرار

cov(f١(X١), f٢(X٢)) ≤ ٠,



١١ منف پیوندی تصادف متغیرهای �های ویژگ .۴.١

E(f١(X١).f٢(X٢))− Ef١(X١)Ef٢(X٢) ≤ ٠,

m = ٢ : E[f١(X١)f٢(X٢)] ≤ Ef١(X١)Ef٢(X٢).

و X١ تصادف متغیرهای از مجزا مجموعه�های روی بر شده تعریف نانزول توابع دوم، ویژگ بر بنا

است. برقرار م ح درست m = ٢ برای پس بود، خواهند منف پیوندی خاصیت دارای X٢

است. برقرار m = l برای م ح کنید فرض استقرا به بنا

m = k : E
l∏

i=١
fi(Xj , j ∈ Ai) ≤

k∏
i=١

Efi(Xj , j ∈ Ai),

m = l + ١ برای پس

E

l+١∏
i=١

fi(Xj , j ∈ Ai) = E(

l∏
i=١

fi(Xj , j ∈ Ai)fl+١) ≤ E

l∏
i=١

fi(Xj , j ∈ Ai)Efl+١

≤
l∏

i=١
Efi(Xj , j ∈ Ai)Efl+١ =

l+١∏
i=١

Efi(Xj , j ∈ Ai).

پیوندی تصادف متغیرهای از مستقل مجموعه�های اجتماع پروسچن.١٩٨٣) و هفتم(جاج-دو ویژگ •

هستند. منف پیوندی ، منف

برای هستند. �NAخاصیت دارای کدام هر که �باشند م مستقل بردارهای Y و X کنید فرض برهان.

و (X١, X٢) کنید فرض �باشد. م �NA خاصیت دارای (X,Y ) دهیم نشان باید ویژگ این اثبات

اگر باشند. دلخواه صعودی توابع g و f و هستند Y و X از دلخواه افرازهای ترتیب به (Y١, Y٢)

داشت خواهیم باشد، Y١ از انداز�ه�پذیر تابع E{f(X١, Y١)|Y١}

E{f(X١, Y١)|Y١, Y٢} = E{f(X١, Y١)|Y١},

به را شرط ریاض امیدهای است. برقرار E{g(X٢, Y٢)|Y٢} برای مشابه رابطه ترتیب همین به



١٢ مقدمات تعاریف .١

بنابراین هستند. صعودی که �دهیم م نشان h٢(Y٢) و h١(Y١) با ترتیب

E{f(X١, Y١)g(X٢, Y٢)} = E[E{f(X١, Y١)g(X٢, Y٢)|Y١, Y٢}],

≤ E{h١(Y١), h٢(Y٢)} ≤ E{h١(Y١)}E{h٢(Y٢)}, (٣.١)

= E{f(X١, Y١)}E{g(X٢, Y٢)},

⇒ cov(f(X١, Y١), g(X٢, Y٢)) ≤ ٠.

و �باشند م (Y١, Y٢) از مستقل (X١, X٢) که است برقرار آن�جا از (٣.١) رابطه در اول نامساوی

افزارهای نتیجه در هستند. NA خاصیت دارای (Y١, Y٢) که است برقرار دلیل این به دوم نامساوی

نیز آن�ها اجتماع نهایت در و هستند منف پیوندی خاصیت دارای Y و X دنباله�های از دلخواه

بود. خواهند منف پیوندی

هستند.۴۵ منف پیوندی کابردهای گستره در هفتم و دوم ویژگ که نمایید توجه

کاربردی قضایای ۵.١

از را ویژگ این است ن مم دهیم، برش را منف پیوندی تصادف متغیرهای که صورت در باشید داشته دقت

پیوندی ویژگ که �کنیم م بررس را نوا ی برش برای مهم نی ت بعدی قضیه در دلیل این به بدهند. دست

�کند. م حفظ را تصادف متغیرهای بودن منف

منف پیوندی تصادف متغیرهای Xn, n ≥ N کنید فرض اران.٢٠١٢) هم و (گراسیموف .١.۵.١ قضیه

شود تعریف صورت این به fn وقت an ≤ bn و an, bn ∈ R هر برای آن�گاه باشند،

fn(x) = anI(−∞,an)(x) + xI[an.bn](x) + bnI(bn,∞)(x), x ∈ R, n ∈ N

بود. خواهند منف همبسته Yn = fn(Xn) تصادف متغیرهای

متغیرهای ، منف پیوندی تصادف متغیرهای دوم ویژگ بر بنا و است نانزول fn(x), x ∈ R تابع برهان.

بود. خواهند منف پیوندی Yn = fn(xn), n ∈ N تصادف
۴۵Joag-Dev & Frank-Proschan(1983)



١٣ کاربردی قضایای .۵.١

آن از استفاده با که است منف پیوندی تصادف متغیرهای مبحث در مهم قضایای از ی بعدی قضیه

داد. تعمیم منف پیوندی تصادف متغیرهای برای را بزرگ اعداد قوی قانون همچون قوانین �توان م

منف پیوندی تصادف متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض اران.٢٠١٢) هم و (گراسیموف .٢.۵.١ قضیه

هستند. برقرار زیر نامساوی�های x١, . . . , xn ∈ R هر و A ⊂ {١, . . . , n} مجموعه هر برای باشند.

P
( ∩
k∈A

{Xk ≤ xk} ∩
∩
k/∈A

{Xk < xk}
)
≤

∏
k∈A

P{Xk ≤ xk}
∏
k/∈A

P{Xk < xk},

P
( ∩
k∈A

{Xk ≥ xk} ∩
∩
k/∈A

{Xk > xk}
)
≤

∏
k∈A

P{Xk ≥ xk}
∏
k/∈A

P{Xk > xk}.

را منف پیوندی تصادف متغیرهای دوم ویژگ برای ری دی اثبات �کنیم م بررس ادامه در که قضیه�ای

�دهد. م ارایه

توابع و X١, . . . , Xn منف پیوندی تصادف متغیرهای برای اران.٢٠١٢) هم و (گراسیموف .٣.۵.١ قضیه

بود. خواهد برقرار زیر نامساوی� f١(x), . . . , fn(x) نانزول و نامنف

E
(
f١(X١) . . . fn(Xn)

)
≤ Ef١(X١) . . . Efn(Xn). (۴.١)

آن�گاه باشند مثبت حقیق اعداد p١, . . . , pn و نامنف X١, . . . , Xn تصادف متغیرهای اگر خاص طور به

E(X١
p١ . . . Xn

pn) ≤ EX١
p١ . . . EXn

pn . (۵.١)

زیرا هستند، متناه (۵.١) و (۴.١) عبارات در راست سمت ریاض امید �کنیم م فرض اثبات برای برهان.

وقت gk,m = fk ∧ m توابع m ∈ N هر برای بود. نخواهد �دار معن نامساوی اثبات صورت این غیر در

خواهد برقرار زیر نامساوی ، منف پیوندی متغیرهای تعریف بر بنا است. نانزول و کران�دار ،k = ١, . . . , n

بود.

E
(
g١,m(X١) . . . gn,m(Xn)

)
≤ E

(
g١,m(X١) . . . gn−١,m(Xn−١)

)
Egn,m(Xn)

≤ . . . ≤ Eg١,m(X١) . . . Egn,m(Xn).

آوردن دست به برای بود. خواهد برقرار ،m −→ ∞ وقت نوا، ی رای هم قضیه به بنا (۴.١) نامساوی حال

نظر در fk(x) = I[٠,∞](x)|x|pk ،k = ١, . . . , n برای ،(۴.١) نامساوی در است کاف (۵.١) نامساوی

آوریم. دست به را نامساوی راحت به و یریم ب



١۴ مقدمات تعاریف .١

توابع از نوع این برای را کاربردی لم دو سپس کرد. خواهیم معرف را تغییرپذیر آرام به توابع ادامه در

�کنیم. م بررس

تغییرپذیر۴۶ آرام به تابع .۴.۵.١ تعریف

هر برای اگر گوییم، تغییرپذیر آرام به را L : (٠,∞) → (٠,∞) اندازه�پذیر و مثبت مقدار حقیق تابع

باشیم داشته λ > ٠

lim
x→∞

L(xλ)

L(x)
= ١.

آن�گاه باشد، تغییرپذیر آرام به تابع ی L(x) هرگاه چان.١٩٨۵) و (زیدون .۵.۵.١ لم

limx→∞
L(x+ u)

L(x)
= ١. (الف):

lim supk→∞
L(x)

L(٢k)
= ١. داشت خواهیم ٢k ≤ x ≤ ٢k+١ وقت (ب):

x + u = λx که طوری به ،λ باشد داشته وجود ،u هر برای �کنیم م فرض الف): قسمت (برهان

λ = x+u
x = ١+ u

x = ١ داشت xخواهیم −→ ∞ وقت باشد. برقرار

جای به تغییرپذیر آرام به تابع تعریف بر بنا �توان م پس بود، خواهد برقرار فرضشده رابطه نتیجه در

کرد. ذاری جای را x+ u عبارت λx عبارت

داریم قسمت این فرض بر بنا ب): قسمت }(برهان
٢k ≤ x ≤ ٢× ٢k,
∃λ > ١, x = λ× ٢k.

پس

lim
x→∞

L(xλ)

L(x)
=

L(λ× ٢k)
L(٢k)

= ١.

نتیجه در

lim sup
k−→∞

L(x)

L(٢k)
= ١.

باشد، تغییرپذیر آرام به تابع ی L(x) هرگاه وچان.١٩٨۵) (زیدون .۶.۵.١ لم

۴۶Varying Slowly Function



١۵ کاربردی قضایای .۵.١

مثبت c٢ c١و ثابت�های برخ برای و ε > ٠ و r > ٠ هر برای •

c١.٢kr.L(ε٢k) ≤
k∑

j=١
٢jrL(ε٢j) ≤ c٢.٢kr.L(ε٢k).

مثبت c۴ و c٣ ثابت�های برخ برای و ε > ٠ و r < ٠ هر برای •

c٣.٢kr.L(ε٢k) ≤
∞∑
j=k

٢jrL(ε٢j) ≤ c۴.٢kr.L(ε٢k).

نوا۴٧ ی رای هم قضیه گات.٢٠٠۵) ) .٧.۵.١ قضیه

آن�گاه ، n −→ ∞ وقت Xn ↗ X اگر باشد، تصادف متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض

EXn ↗ EX, n −→ ∞.

�ها. ریاض امید وجود صورت در

ادامه در کنید. مراجعه گات کتاب دوم فصل به �توانید م نوا ی رای هم قضیه اثبات مشاهده برای

داشت، خواهیم مارکوف و هولدر جنسن، چبیشف، نامساوی همچون مشهوری نامساوی�های بر مروری

نمایید. ملاحظه (٢٠٠۵) گات کتاب سوم فصل در �توانید م را آن�ها اثبات جزییات

چبیشوف۴٨ نامساوی گات.٢٠٠۵) ) .٨.۵.١ لم

داریم ε > ٠ هر برای آن�گاه ،varX < ∞ و باشد تصادف متغیری X کنید فرض •

P (|X − EX| ≥ ε) ≤ varX

ε٢
,

Sn =
∑n

i=١Xi و متناه واریانس و صفر ین میان با مستقل تصادف متغیرهای X١, . . . , Xn اگر •

ε > ٠ هر برای آن�گاه باشند،

P (|Sn| ≥ ε) ≤
∑n

k=١ varXk

ε٢
, ε > ٠,

ε > ٠ هر برای اه آن باشند، توزیع ,X١هم . . . , Xn تصادف متغیرهای اگر نهایت در و •

P (|Sn| ≥ ε) ≤ n varX١
ε٢

.

مارکوف۴٩ نامساوی گات.٢٠٠۵) ) .٩.۵.١ لم
۴٧Monotone convergence Theorem
۴٨Chebyshev’s inequality
۴٩Markov’s inequality



١۶ مقدمات تعاریف .١

ε > ٠ مثبت ثابت عدد هر و باشد موجود rام گشتاور که r > ٠ هر برای باشد، تصادف متغیری X اگر

داشت خواهیم

P [|X| ≥ ε] ≤ E(|X|r)
εr

.

هولدر۵٠ نامساوی گات.٢٠٠۵) ) .١٠.۵.١ لم

در Y و X مقدار حقیق تصادف متغیرهای برای باشد، احتمال فضای Ω,F)ی , P ) تای سه کنید فرض

داشت خواهیم باشند، موجود |Y q| و |Xp| گشتاورهای و باشد ١
p + ١

q = ١ وقت ،Ω نمونه فضای

|EXY | ≤ E|XY | ≤
(
E(|X|p)

) ١
p
.E

(
|Y |q

) ١
q
.

ینسن۵١ نامساوی گات.٢٠٠۵) ) .١١.۵.١ لم

آن�گاه باشد، محدب تابع f و تصادف متغیری X اگر

E[f(X)] ≥ f(E[X]).

۵٢ بورل�کانتل اول لم گات.٢٠٠۵) ) .١٢.۵.١ لم

آن�گاه باشند. دلخواه پیشامدهای از دنباله�ای {An, n ≥ ١} کنید فرض
∞∑
n=١

P (An) < ∞ =⇒ P (An infinitely often) = ٠.

۵٣ بورل�کانتل دوم لم گات.٢٠٠۵) ) .١٣.۵.١ لم

آن�گاه باشند. مستقل پیشامدهای {An, n ≥ ١} کنید فرض
∞∑
n=١

P (An) = ∞ =⇒ P (An infinitely often) = ١.

۵۴ کر کرونه� لم .١۴.۵.١ لم

باشد. را هم
∑∞

n=١Xn مجموع و تصادف متغیرهای از نامتناه دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض

آن�گاه باشد. حقیق مقادیر از صعودی دنباله�ای bn ↑ ∞ همچنین

lim
n→∞

١
bn

n∑
k=١

bkXk → ٠. (۶.١)

۵٠Holder’s inequality
۵١Jensen’s inequality
۵٢The First Borel-Cantelli Lemma
۵٣The Second Borel-Cantelli Lemma
۵۴Kronecker



١٧ کاربردی قضایای .۵.١

پس راست هم
∑∞

n=١Xn سری چون باشد. Sn =
∑n

k=١Xk جملات، جزی مجموع کنید فرض برهان.

بنابراین .S٠ = ٠ و Xk = Sk − Sk−١ طرف از ، Sn → S

١
bn

n∑
k=١

bkXk =
١
bn

n∑
k=١

bk(Sk − Sk−١)

≤ ١
bn

( n∑
k=١

bkSk −
n∑

k=١
bkSk−١

)

=
١
bn

( n∑
k=١

bkSk −
n−١∑
k=١

bk+١Sk

)
(S٠ = ٠ ,(چون

=
١
bn

(
bnSn +

n−١∑
k=١

(bk − bk+١)Sk

)

= Sn +
١
bn

n−١∑
k=١

(bk − bk+١)Sk → S − S = ٠.

را هم فوق، عبارت در ١
bn

∑n−١
k=١(bk − bk+١)Sk جمله دهیم نشان باید (۶.١) رابطه اثبات برای واقع در

پس است. −S به

١
bn

n−١∑
k=١

(bk − bk+١)Sk =
١
bn

n−١∑
k=١

(bk − bk+١)(Sk − S + S)

=
١
bn

n−١∑
k=١

(bk − bk+١)(Sk − S) +
S

bn

n−١∑
k=١

(bk − bk+١), (٧.١)

(٧.١) عبارت در

S

bn

n−١∑
k=١

(bk − bk+١) =
S

bn
(b١ − bn) → −S, bn ↑ ∞,

و

١
bn

n−١∑
k=١

(bk − bk−١)(Sk − S) −→ ٠, n → ∞.

بنابراین

∣∣∣ ١
bn

n−١∑
k=١

(bk − bk+١)(Sk − S)
∣∣∣

=
١
bn

∣∣∣ n٠∑
k=١

(bk − bk+١)(Sk − S)
∣∣∣+ ١

bn

∣∣∣ n−١∑
k=n١+٠

(bk − bk+١)(Sk − S)
∣∣∣

≤ ε+
bn١+٠ − bn

b− n
ε ≤ ٢ε. (n > n٠ ازای (به
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گرفت نتیجه �توان م بنابراین

١
bn

n−١∑
k=١

(bk − bk+١)(Sk − S) → ٠.



٢ فصل

موزون مجموع برای رای هم سرعت
منف پیوندی تصادف متغیرهای از دنباله�ای

مقدمه ١.٢

و بلاک بعد سال ی شد. معرف سنا س و آلام توسط ١٩٨١ سال در بار اولین برای منف همبست مفهوم

جاج-دو نیز ١٩٨٣ سال در بودند. آورده دست به نتایج و داده انجام مطالعات زمینه این در ١ ارانش هم

متغیره٣ چند هندس فوق توزیع ،٢ چندجمله�ای� توزیع جمله از چندمتغیره توزیع�های از بسیاری که داد نشان

قانون بررس به فصل این در نیز ما هستند. منف پیوندی ویژگ دارای توزیع�ها از بسیاری و له۴ دری و

اصل قضایای و �پردازیم م منف پیوندی و هم�توزیع تصادف متغیرهای از دنباله�ای برای بزرگ اعداد قوی

از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} وقت �دهیم، م قرار بررس مورد را ۵ لیان هان-یین و جین -ی بین مقاله

به Skn موزون مجموع و باشند حقیق مقادیر از آرایه�ای {ani,١ ≤ i ≤ kn} و هم�توزیع تصادف متغیرهای

باشد شده تعریف صورت این

Skn =

kn∑
i=١

aniXi.

ساختار به توجه اندک با کرد. خواهیم بحث موزون مجموع این شرایط درباره کامل طور به بعدی بخش در

مثال برای هستند. Skn فرم به مفید خط آماره�های از بسیاری که دریافت �توان م ، وزن مجموع�های
١Block et al(1982)
٢Multinomial
٣Multivariate Hypergeometric
۴Dirichlet
۵Bing-Yi Jing ,Han-Ying Liang(2008)

١٩



٢٠ منف پیوندی تصادف متغیرهای از دنباله�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٢

فرم به نایف٨ ج برآوردگرهای و ٧ ناپارامتری رگرسیون تابع برآوردگرهای مربعات۶، کم�ترین برآوردگرهای

در ه بل احتمال، نظریه در تنها نه خط ترکیبات این درباره مطالعه که �گیریم م نتیجه و هستند Skn خط

است. توجه مورد نیز آماری استباط

متغیرهای {X,Xn, n ≥ ١} وقت ، وزن مجموع�های حدی �های ویژگ روی بر مقالات از بسیاری

اثبات زمینه این در روابط و کوو١٠قضایا و ٩ ترووم مثال برای نموده�اند. بحث هستند، مستقل تصادف

کرد. خواهیم اشاره�ای آن�ها به ادامه در که نمودند

آن�گاه باشد، برقرار p ≥ ٢ برای E|X|p < ∞ و
∑n

i=١ a
٢
ni = ١ اگر (ترووم.١٩٨٧) .١.١.٢ قضیه

Skn /n
١
p

a.s.−−→ ٠.

یافت. بهبود زیر صورت ارانش١١به هم و ل توسط بعد، سال چند قضیه این

همچنین ،supn,i |ani| < ∞ و E|X|p < ∞ ،p ≥ ٢ برای اگر اران.١٩٩۵) هم و (ل .٢.١.٢ قضیه

آن�گاه باشد، ٠ < δ < ٢
p برای

∑kn
i=١ a

٢
ni = O(nδ)

Skn /n
١
p

a.s.−−→ ٠.

دست به ٢٠٠٠ سال ١٢در چن و بای که روابط به �توان م شده اثبات قضایای از ر دی مثال برای

کرد. خواهیم بیان ادامه در قضیه�ای قالب در را رابطه این کرد. اشاره آوردند،

باشد برقرار ١
p = ١

α + ١
β رابطه ،١ < α < β < ∞ برای کنید فرض (٢٠٠٠. چن و (بای .٣.١.٢ قضیه

شود: تعریف صورت این به Aα همچنین .E|X|β < ∞ و

Aα =: lim sup
n→∞

(١
n

n∑
i=١

|ani|α
) ١

α
< ∞, (١.٢)

بود خواهند برقرار زیر نتایج آن�گاه
۶Least-Sqares Estimators
٧Nonparametric Regression Function Estimators
٨Jacknife Estimators
٩Thrum(1987)
١٠Chow(1966)
١١Li et al(1995)
١٢Bai & Cheng



٢١ مقدمه .١.٢

آن�گاه ، ١ < p < اگر٢ •

Sn /n
١
p −→ ٠, a.s..

آن�گاه ،p = ٢ اگر •

lim sup
n→∞

|Sn|/(n log n)
١
٢ ≤

√
٢A٢(E|X|٢)

١
٢ , a.s.

گشتاورها از بزرگ کلاس در بزرگ اعداد قوی قانون روی بر ٢٠٠٣ سال ١٣در جاجت آن�ها، از پس

است. مطالعات این نتیجه زیر قضیه نمود، مطالعه مستقل و توزیع هم تصادف متغیرهای برای

طوری به هستند مثبت تابع h(.) مثبت، و صعودی تابع g(.) کنید فرض (جاجت.٢٠٠٣) .۴.١.٢ قضیه

کند: صدق زیر شرایط در و ϕ(y) ≡ g(y).h(y) که

(∞,٠]باشد. برد دارای و اکید صعودی [d.∞) بازه روی ϕ(.) ،d ≥ ٠ برای •

برقرار ϕ(y+١)
ϕ(y) ≤ C و y ≥ k٠ برای که طوری به باشد داشته وجود k٠ مثبت صحیح عدد و C مقدار •

باشد.

که طوری به باشد داشته وجود وbای a ثابت�های •

ϕ٢(s).

∫ ∞

s

١
ϕ٢(x)

dx ≤ as+ b, s > d.

داریم {Xk, k ≥ ١} هم�توزیع و مستقل تصادف متغیرهای برای آن�گاه

١
g(n)

n∑
k=١

Xk −XkI(|Xk| ≤ ϕ(k))

h(k)

a.s.−−→ ٠.

اگر تنها و اگر

E[ϕ−١(|X|)] < ∞.

است. ϕ تابع وس مع ϕ−١ آن در که

این �پردازیم. م آمده دست به شائو١۴ توسط سال٢٠٠٠ در که مهم نامساوی به بخش این پایان در

�گیرد. م قرار استفاده مورد قضایا از بسیاری اثبات در نامساوی
١٣Jajte
١۴Shao



٢٢ منف پیوندی تصادف متغیرهای از دنباله�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٢

پیوندی تصادف متغیرهای از متناه خانواده ی {Xi,١ ≤ i ≤ n} کنید فرض (شائو.٢٠٠٠) .۵.١.٢ لم

برای آن�گاه Sk =
∑k

i=١Xi، و B٢
n =

∑n
i=١EXi

٢ و باشد متناه دوم گشتاور و صفر ین میان با منف

٠ < α < ١ و a > ٠ و ε > ٠ هر

P ( max
١≤k≤n

|Sk| ≥ ε) ≤ ٢P
(

max
١≤k≤n

|Xk| > a
)
+

٢
١− α

exp
(
− ε٢α

٢(aε+B٢
n)

)
. (٢.٢)

و a٠ = ٠ و است تصادف متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض (گات.٢٠٠۵) .۶.١.٢ لم

آن�گاه ،+∞ به صعودی مثبت اعداد از دنباله�ای {an, n ≥ ١}

∞∑
k=١

Xk

ak
< ∞ a.s. =⇒ ١

an

n∑
k=١

Xk
a.s.−−→ ٠ n −→ ∞.

پیوندی تصادف متغیرهای از دنباله�ای موزون مجموع برای قوی رای هم ٢.٢
منف

و �پردازیم م منف پیوندی خاصیت دارای تصادف متغیرهای از دنباله�های رای هم بررس به بخش این در

تصادف متغیرهای از دنباله�ای {X,Xn, n ≥ ١} کنید فرض �کنیم. م بررس را موزون مجموع ی شرایط

M) kn ≤ M.n آن در که حقیق اعداد از آرایه�ای {bni,١ ≤ i ≤ kn} است، منف پیوندی و هم�توزیع

فرضیات، این با است. مثبت صحیح اعداد از دنباله�ای نیست) وابسته n مقدار به که است صحیح عددی

�کنیم: م تعریف صورت این به را موزون مجموع

Tkn =

kn∑
i=١

bniXi.

شد اثبات لیان هان-یین و جین -ی بین توسط ٢٠٠٨ سال در که کل قضیه�ای بررس به ادامه در

�پردازیم. م

گشتاور p > ٠ برخ برای کنید فرض (٢٠٠٨. لیان هان-یین و جین -ی (بین .١.٢.٢ قضیه

که حقیق اعداد از آرایه�ای {bni,١ ≤ i ≤ kn} همچنین ،EX١ = ٠ ،p > ١ اگر و E|X١|p < ∞

آن�گاه کند. صدق max١≤i≤kn |bni| = O(n
− ١

p ) رابطه در
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،Tkn
a.s.
= o(١) آن�گاه ،

∑kn
i=١ b

٢
ni = o((log n)−١) و p > ٢ اگر (i)

،Tkn
a.s.
= O(١) آن�گاه ،

∑kn
i=١ b

٢
ni = O((log n)−١) و p > ٢ اگر (ii)

.Tkn
a.s.
= o(١) آن�گاه

∑kn
i=١ |bni|p = O(n−δ) که طوری به ،δ > ٠ و ٠ < p ≤ ٢ اگر (iii)

برخ ، ε > ٠ هر برای هستند. bni = b+ni − b−ni > ٠ و kn = n ، n ≥ ١ هر برای �کنیم م فرض برهان.

�گیریم م درنظر صورت این به را Xniها ،N ≥ ١ بزرگ مقادیر و η > ٠ کوچ مقادیر

Xni(١) = −b−١ni n
−ηI(bniXi < n−η) +XiI(|bniXi| ≤ n−η) + b−١ni n

−ηI(bniXi > n−η),

Xni(٢) = (Xi − b−١ni n
−η)I(n−η < bniXi < ε/N),

Xni(٣) = (Xi + b−١ni n
−η)I(−n−η > bniXi > −ε/N),

Xni(۴) = (Xi − b−١ni n
−η)I(bniXi ≥ ε/N) + (Xi + b−١ni n

−η)I(bniXi ≤ −ε/N).

Sn(l) =

n∑
i=١

bniXni(l), l = ١,٢,٣,۴.

پس

Tn =
n∑

i=١
bniXi = Sn(١) + Sn(٢) + Sn(٣) + Sn(۴).

اول فصل در ١.۵.١ قضیه� و Xni(١) تعریف به بنا ،{bniXni,١ ≤ i ≤ n, n ≥ ١} که است واضح

است. منف پیوندی دنباله ی همچنان اران-٢٠١٢) وهم (گراسیموف

برای ابتدا در است. برقرار l = ١,٢,٣,۴ برای Sn(l)
a.s.
= o(١) دهیم نشان باید اول) قسمت (اثبات

برای EXi = ٠ که آن�جا از .Sn(١)− ESn(١) a.s.−−→ ٠ و ESn(١) → ٠ دهیم نشان است کاف ،Sn(١)
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داریم است، برقرار قضیه فرضیات و است ١ ≤ i ≤ n

|ESn(١)| ≤ n−η
n∑

i=١
P (|bniXi| > n−η) +

∣∣∣ n∑
i=١

bniEXiI(|bniXi| ≤ n−η)
∣∣∣

≤ n(p−١)η
n∑

i=١
E|bniXi|p +

n∑
i=١

E|bniXi|pn(p−١)ηI(|bniXi| ≤ n−η)(مارکوف نامساوی به (بنا

≤ n(p−١)η(max |bni|)p−٢
n∑

i=١
b٢ni (E|X١|p < ∞ (چون

≤ n
(p−١)η−١+ ٢

p (log n)−١ → ٠, (
kn∑
i=١

b٢ni = o((log n)−١) (چون (٣.٢)

که است صورت این به (٣.٢) عبارت آمدن بدست استدلال

lim
n→∞

∑kn
i=١ b

٢
ni

(log n)−١
→ ٠,

و

lim
n→∞

max |bni|

n
− ١

p

→ c,

بنابراین

(max |bni|)p−٢

(n
− ١

p )p−٢
=

max |bni|p−٢

n
−١+ ٢

p

→ cp−٢

ESn(١) → ٠ آن�گاه ، (p−١)η ≤ ١− ٢
p که طوری به شود انتخاب کوچ کاف اندازه به η اگر نهایت در

قریب رای هم تعریف به بنا منظور، بدین .Sn(١)−ESn(١) a.s.−−→ ٠ دهیم نشان است کاف تنها ادامه در .

دهیم نشان ε > ٠ هر برای باید یقین به
∞∑
n=١

P (|Sn(١)− ESn(١)| > ε) < ∞, (۴.٢)

داریم شده بریده Xni(١)بر بنا که نمایید دقت

max
١≤i≤n

|bniXni(١)− E(bniXni(١))| ≤ ٢n−η

پس

P ( max
١≤i≤n

|bniXni(١)− E(bniXni(١))| ≥ ٢n−η) = ٠ (۵.٢)

B٢
n =

∑n
i=١EX٢

i که ۵.١.٢ لم فرض و
∑kn

i=١ b
٢
ni = o((log n)−١) که قضیه اول قسمت فرض بر بنا و
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داریم

B٢
n =

n∑
i=١

E[bniXni(١)− E(bniXni(١))]٢

≤
n∑

i=١
E[bniXni(١)]٢ ≪ n−(٢−p)η−δ = o((log n)−١), (۶.٢)

داریم (۵.٢) رابطه بنابر ،a = ٢n−η و α = ١
٢ کنیم فرض ۵.١.٢ لم در اگر حال

P
(
|Sn(١)−ESn(١)| > ε

)
≤ ٢P ( max

١≤i≤n
|bniXni(١)− E(bniXni(١))| ≥ ٢n−η)

+ ۴ exp
{
−

ε٢
٢

٢)٢εn−η + o((log n)−١)

}
= ۴ exp

{
−

ε٢
٢

٢)٢εn−η + o((log n)−١)

}
≪ exp{−٢ log n} < ∞.

(٧.٢)

بود. خواهد برقرار Sn(١) a.s.
= o(١) درنتیجه است. برقرار (۴.٢) رابطه که دادیم نشان پس

حداقل باید NA �های ویژگ به توجه با و Sn(٢) > ٠ گفت �توان م Xni(٢) تعریف به بنا Sn(٢) برای

داریم نتیجه در کند، صدق bniXni(٢) > n−η رابطه در iها از �Nتا

P (|Sn(٢)| > ε) ≤
∑

١≤i١<i٢<...<iN≤n

P (|bni١Xi١| > n−η, . . . , |bniNXiN | > n−η)

≤
( n∑

i=١
P (|bniXi| > n−η)

)N
بودن) منف پیوندی و توزیع هم بر (بنا

≪ n
−(١− ٢

p
−pη)N

(log n)−N . (٨.٢)

بزرگ، N > ١ و کوچ ای η انتخاب با حال �باشد. م برقرار (٣.٢) رابطه مشابه استدلال با (٨.٢) رابطه

داشت خواهیم (١− ٢
p − pη)N ≥ ١ و ١− ٢

p − pη > ٠ که طوری به
∞∑
n=١

P (|Sn(٢)| > ε) < ∞,

نهایت در پس

Sn(٢) a.s.
= o(١).

�پرهیزیم. م آن رار ت از و �باشد م Sn(٢) مشابه نیز Sn(٣) a.s.
= o(١) اثبات
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∑∞
i=١ P (|Xi| > ci

١
p ) < ∞ ریاض امید تعریف و E|X١|p < ∞ فرض به بنا ،Sn(۴) اثبات برای

فرض بر بنا که �شود م استنباط و بود خواهد کران�دار
∑n

i=١ |Xni(۴)| بورل-کانتل لم بنابر است، برقرار

داریم max١≤i≤kn |bni| = O(n
− ١

p )

|Sn(۴)| ≤ max
١≤i≤n

|bni|
n∑

i=١
|Xni(۴)| = cn

− ١
p

n∑
i=١

|Xni(۴)| → ٠ a.s. (٩.٢)

�کنیم. م پوش چشم آن بررس از اول قسمت با قسمت این اثبات شباهت دلیل به دوم) قسمت (اثبات

.ESn(١) = o(١) که دهیم نشان باید ابتدا در سوم) قسمت (اثبات

.ESn(l) = o(١) که داد نشان (٣.٢) با مشابه �توان م EXi = ٠ این�که داشتن درنظر با ،p > ١ اگر

آن�گاه ،٠ < p ≤ ١ اگر

|ESn(١)| ≤ n−η
n∑

i=١
P (|bniXi| > n−η) +

n∑
i=١

E|bniXi|I(|bniXi| ≤ n−η)

≤ n−(١−p)η
n∑

i=١
E|bniXi|p + n−(١−p)η

n∑
i=١

|bni|pE|Xi|p مارکوف) نامساوی به (بنا

≪ n−(١−p)η−δ → ٠. (١٠.٢)

انتخاب طوری n و بود خواهد برقرار η > ٠ هر برای
∑kn

i=١ |bni|p = o(n−δ) فرض بنابر (١٠.٢) رابطه

.(١− p)η − δ > ٠ که �شود م

داریم (١.۴) رابطه بنابر هم باز که کنید دقت . Sn(l)− ESn(l)
a.s.
= o(١) که دهیم نشان باید ادامه در

B٢
n =

n∑
i=١

E[bniXni(١)−E(bniXni(١))]٢ = o((log n)−١)

.Sn(١) a.s.
= o(١) و بود خواهد برقرار (٧.٢) رابطه قضیه، اول قسمت اثبات در ٣.١.۴ لم بر بنا درنتیجه

دست به کردیم، اثبات Sn(٢) برای آن�چه مشابه �توان م را l = ٢,٣,۴ برای Sn(l)
a.s.
= o(١) از اثبات�های

آورد.

bniبرقرار = ani/n
١
p ،(i) قسمت در اگر مثلا است، کل قضیه ی شد بیان که قضیه�ای نمایید kn∑دقت

i=١ a
٢
ni = o(n

٢
p (log n)−١) و کنند i≤kn≥max١صدق |ani| = O(١) رابطه در {ani}ها که � وقت باشد،
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.Sn /n
١
p

a.s.−→ ٠ آن�گاه باشد،

دنباله�ای موزون مجموع� برای (MZ)را موند وویچ-زی مارسین بزرگ اعداد قوی قانون ادامه در �

قانون این موند زی و وویچ مارسین کرد. خواهیم بررس منف پیوندی و هم�توزیع تصادف متغیرهای از

در فلور توسط و نمودند ارایه هم�توزیع و مستقل تصادف متغیرهای از دنباله�ای برای ١٩٣٧ سال در را

و س رسالس چتترجیدر(١٩٧٠)، سیور(١٩۶۶)، جمله از زیادی محققان بعدها یافت. بهبود ١٩۴۶ سال

به هستند، استقلال شرط بدون و هم�توزیع تصادف متغیرهای که حالت در را قوی قانون ا(٢٠١٠) استوی

است، شده انتخاب لیان هان-یین و جین -ی بین مقاله از که ما نظر مورد قضیه�ی در آوردند. دست

داده تعمیم منف پیوندی تصادف متغیرهای به بود)، مستقل تصادف متغیرهای برای (که چن و بای کار

است. یافته گسترش p و β ،α حدود نوع به و است شده

:( منف پیوندی تصادف متغیرهای برای (MZ) بزرگ اعداد قوی قانون (تعمیم .٢.٢.٢ قضیه

{ani,١ ≤ i ≤ kn} ، منف پیوندی و هم�توزیع تصادف متغیرهای از دنباله�ای {Xi, i ≥ ١} کنید فرض

Sn =
∑n

i=١ aniXi و باشد برقرار ١
p = ١

α + ١
β رابطه ٠ < α و β < ∞ برای ، حقیق اعداد از آرایه�ای

باشد. شده فرض

،β > ١ اگر EXi = ٠ و E|X١|β < ∞ و باشد برقرار (١.٢) رابطه ٠ < p < ٢ برای کنید فرض (١)

آن�گاه

Sn /n
١
p

a.s.−→ ٠, (١١.٢)

آن�گاه باشد، برقرار {ani,١ ≤ i ≤ n, n ≥ ١} وزن�ها از آرایه هر برای (١١.٢) رابطه اگر س، برع و

است. برقرار EX١ = ٠ رابطه β > ١ برای و بود خواهد β|E|X١متناه

آن�گاه .EXi = ٠ و E|X١|β < ∞ و است (١.٢) رابطه با برابر Aα هم باز p = ٢ برای (٢)

Sn /(n log n)
١
٢

a.s.
= O(١).

Aα,n =
(
n−١∑n

i=١ |ani|α
) ١

α و bni = ani/n
١
p فرض�کنیم ١.٢.٢ قضیه بر بنا اول) (اثباتقسمت برهان.

پس است، شده فرض ١
p = ١

α + ١
β چون (١.٢) رابطه به بنا

max
١≤i≤n

|bni| = max
١≤i≤n

|anin− ١
p | = n

− ١
p max
١≤i≤n

|ani| ≤ n
١
α
− ١

pAα,n = n
− ١

βAα,n.
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نتیجه در

max
١≤i≤n

|ani| = max
١≤i≤n

|n
١
p bni| = n

١
p max
١≤i≤n

|bni| ≤ n
١
p
− ١

βAα,n = n
١
αAα,n.

نشان δ١, δ٢ > ٠ بعض برای است کاف شود. بررس ١.٢.٢ قضیه در (iii) و (i) شرایط برقراری باید حال

دهیم
n∑

i=١
b٢ni = O(n−δ١), (١٢.٢)

و
n∑

i=١
|bni|β = O(n−δ٢). (١٣.٢)

∑n
i=١ |ani|s ≤ نامساوی از ،s ≥ ١ وقت ،٠ < α ≤ ٢ اگر �کنیم. م بررس را (١٢.٢) رابطه برقراری ابتدا

پس �کنیم، م استفاده (
∑n

i=١ |ani|)s

bni = n
− ١

pani, ⇒ b٢ni = n
− ٢

pa٢ni, ⇒
n∑

i=١
b٢ni = n

− ٢
p

n∑
i=١

a٢ni,

نتیجه در

n∑
i=١

b٢ni = n
− ٢

p

n∑
i=١

(
|ani|α

) ٢
α ≤ n

− ٢
p

( n∑
i=١

|ani|α
) ٢

α

= n
−٢( ١

α
+ ١

β
)
( n∑

i=١
|ani|α

) ٢
α
= n

− ٢
β n− ٢

α

( n∑
i=١

|ani|α
) ٢

α
= n

− ٢
βA٢

α,n.

داریم هولدر نامساوی از استفاده با ،α > ٢ اگر ر، دی سوی از
n∑

i=١
b٢ni = n

− ٢
p

n∑
i=١

a٢ni ≤ n
− ٢

p

( n∑
i=١

|ani|α
) ٢

α
n١−

٢
α = n

١− ٢
pA٢

α,n.

است. برقرار (١٢.٢) رابطه که �گیریم م نتیجه آمد، دست به α > ٢ و ٠ < α ≤ ٢ برای که روابط بر بنا

داریم ، β ≥ α اگر (١٣.٢) رابطه بررس برای حال

n∑
i=١

|bni|β = n
−β

p

n∑
i=١

|ani|α|ani|β−α

≤ n
−β

p [n.Aα
α,n] [n

١
αAα,n]

β−α

≤ n−١.Aβ
α,n, (١۴.٢)
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داریم (١۴.٢) رابطه در که باشید داشته توجه

n
−β

p · n · n
β−α
α = n

−β( ١
α
+ ١

β
) · n · n

β
α · n−١ = n− β

α · n−١ · n · n
β
α · n−١ = n−١,

،β < α اگر و

n∑
i=١

|bni|β = n
−β

p

( n∑
i=١

|ani|α
) β

α
n١−

β
α

= n
١−β

pAβ
α,n = n− β

αAβ
α,n, (١۵.٢)

�آید �م دست به صورت این به (١۵.٢) رابطه در n− β
α ضریب نمایید دقت

n
١−β

p = n
١−β( ١

α
+ ١

β
)
= n١−

β
α
−١ = n− β

α .

بود. خواهد برقرار (١٣.٢) رابطه β < α و β ≥ α حالت در پس

،n هر برای است. برقرار وزن�ها از دنباله هر برای (١١.٢) رابطه کنید فرض اول، قسمت س ع اثبات برای

an,n = n
١
α و an,١ = an,٢ = . . . = an,n−١ = ٠ انتخاب با

Sn =
١
n

١
p

an,nXn =
١
n

١
p

n
١
αXn = n

− ١
βXn −→ ٠, a.s.

.E|X١|β < ∞ که �شود م نتیجه یقین به قریب رای هم تعریف بر بنا پس

داشت خواهیم قضیه، این در اول قسمت س ع فرضیات بر بنا ،β > ١ وقت

n
− ١

p

n∑
i=١

ani(Xi − EX١) −→ ٠ a.s.

بود. خواهد EX١ = پس٠ است (١١.٢)برقرار رابطه چون وزن�ها از دنباله هر برای نتیجه در

بود. خواهد α, β > ٢ پس است، شده فرض ٠ < α, β < ∞ و p = ٢ که آن�جا از دوم) قسمت (اثبات

پس است، bni = ani/(n logn)
١
٢ چون همچنین

b٢ni =
a٢ni

n log n
≤

n
٢
αA٢

α,n

n logn
≤

A٢
α,n

logn

داریم ،p = ٢ چون همچنین

max
١≤i≤n

|bni| =
max |ani|
(n log n)

١
٢
≤ n

١
αAα,n

n
١
٢ (log n)

١
٢
≤ n

١
α
− ١

٢ (log n)−
١
٢Aα,n = n

− ١
β (log n)−

١
٢Aα,n.

و �آید م دست به ١.٢.٢ قضیه از (ii) قسمت و (١.٢) رابطه از موردنظر نتیجه بنابراین بود. خواهند برقرار

�شود. م کامل اثبات



٣٠ منف پیوندی تصادف متغیرهای از دنباله�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٢

و داده تغییر منف پیوندی به را ۴.١.٢ قضیه در استقلال حالت که �کنیم م بیان را قضیه�ای ادامه در

است. نموده بررس تصادف متغیرهای این برای ، شرایط گرفتن نظر در با را کامل رای هم

{Xi, i ≥ ١} همچنین شوند، گرفته نظر در ۴.١.٢ قضیه مشابه ϕ(.) و h(.) و g(.) فرضکنید .٣.٢.٢ قضیه

آن�گاه باشد، EXi = ٠ با منف پیوندی و هم�توزیع تصادف متغیرهای از دنباله ی

١
g(n)

n∑
k=١

Xk

h(k)

a.s.−→ ٠,

اگر تنها و اگر

E[ϕ−١(|X١|)] < ∞.

پس ϕ(n) ≡ g(n)h(n) ۶.١.٢،چون لم بنابر آن�گاه ١
g(n)

∑n
k=١

Xk
h(k)

a.s.−→ ٠ اگر لازم) شرط ) برهان.

برقرار E[ϕ−١(|X١|)] < ∞ رابطه و limn→∞(Xn/ϕ(n)) = ٠ a.s. نتیجه در ١
ϕ(n)

∑n
k=١Xn

a.s.−→ ٠

است.

کرونه�کر لم به بنا باید ، کاف شرط اثبات برای باشد. E[ϕ−١(|X١|)] < ∞ کنید فرض ( کاف (شرط

دارد. یقین به قریب رای هم
∑∞

n=١
Xn
ϕ(n) سری که دهیم نشان

سری�های اگر {Xi, i ≥ ١} منف پیوندی تصادف متغیرهای برای داریم: که ١۵ وان و سو مقاله ٢ لم بر بنا
∞∑
i=١

P (|Xi| > C) ,
∞∑
i=١

E(XC
i ) ,

∞∑
i=١

var(XC
i ).

به قریب رای هم
∑n

i=١Xi سری ،XC
i = XiI(|Xi| ≤ C) نظرگرفتن در و C > فرض٠ با باشند، را هم

داشت. خواهد یقین

کنید فرض
∑∞

n=١
Xn
ϕ(n) سری رای هم اثبات برای حال

Yi =
Xi

ϕ(i)
I(|Xi/ϕ(i)| ≤ ١),

داشت خواهیم E[ϕ−١(|X١|)] < ∞ گرفتن نظر در با آن�گاه
∞∑
i=١

P (|Xi/ϕ(i)| > ١) =
∞∑
i=١

P [ϕ−١(|X١| > i)] ≤ CE[ϕ−١(|X١|)] < ∞,

بورل-کانتل لم بر بنا نتیجه در

P
(
{|Xi/ϕ(i)| > ١}, i.o

)
= ٠,

∞∑
i=١

∣∣∣Xi/ϕ(i)
∣∣∣I(∣∣∣Xi/ϕ(i)

∣∣∣ > ١
)
< ∞ a.s.

١۵Su & Wang(1998)



٣١ منف پیوندی تصادف متغیرهای از دنباله�ای موزون مجموع برای قوی رای هم .٢.٢

داشت خواهیم EXi = ٠ فرض بر بنا
∞∑
i=١

|E(Yi)| ≤
∞∑
i=١

E
∣∣∣Xi/ϕ(i)

∣∣∣I(|Xi/ϕ(i)| > ١) < ∞.

بر بنا همچنین ،١.٢.٢ قضیه از (iii) و (ii) شرایط بنابر و است ϕ(ϕ−١(|X١|)) = |X١| که نمایید توجه

داشت خواهیم �کند، م صدق i ≥ K٠ و ϕ(i+١)
ϕ(i) ≤ C شرایط در ϕ تابع چون ۴.١.٢ قضیه

∞∑
i=١

var(Yi) ≤
∞∑
i=١

EX٢
١

ϕ٢(i)
I(|X١| ≤ ϕ(i)), (Yi تعریف به (بنا

≤ E
{ K٠∑

i=١

X٢
١

ϕ٢(i)
I(|X١| ≤ ϕ(i)) +

∞∑
i=K١+٠

X٢
١

ϕ٢(i)
I(|X١| ≤ ϕ(i))

}
,

≤ E
{ K٠∑

i=١

ϕ٢(i)

ϕ٢(i)
I(|X١| ≤ ϕ(i)) +

∞∑
i=K١+٠

X٢
١

ϕ٢(i)
I(|X١| ≤ ϕ(i))

}
,

≤ E
{
K٠ + C٢

∞∑
i=k١+٠

X٢
١

ϕ٢(i+ ١)I(|X١| ≤ ϕ(i))
}
,

≤ E
{
K٠ + C٢X٢

١

∫ ∞

ϕ−١(|X١|)

١
ϕ٢(x)

dx
}
, رال) انت به ما سی (تبدیل

≤ k٠ + C٢aE[ϕ−١(|X١|)] + C٢b < ∞.

رابطه بودن متناه پس .s = ϕ−١(X١) و [ϕ(ϕ−١(X١))]
٢ = X٢

داریم١ ۴.١.٢ قضیه در سوم برشرط بنا

�شود. م اثبات م ح و بود خواهد برقرار نظر مورد



٣ فصل

آرایه�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت
منف پیوندی تصادف متغیرهای از

مقدمه ١.٣

آن مفاهیم و منف پیوندی تصادف متغیرهای روی ارانش هم و بلاک جاج-دو، که تحقیقات ادامه�ی در

پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای روابط ،١ ولودین و هوو جمله از بسیاری افراد دادند، انجام

مجموع برای را کامل رای هم ٢٠٠٩ سال در ٢ ا کوزماسزس خانم آن�ها از پس آوردند. دست به منف

رساند. اثبات به زمینه این در اساس قضیه�ای و نمود بررس منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون

متغیرهای از آرایه�ای نیز {Xni, n ≥ ١, i ≥ ١} است، وزن�ها از آرایه�ای {ani, i ≥ ١, n ≥ ١} کنید فرض

ذکر شرایط با هستند. صعودی و مثبت اعدادصحیح از دنباله�ای {bn, n ≥ ١} و منف پیوندی تصادف

منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم از روابط بررس به فصل این در شده،

زمینه در آمده دست به نتایج برخ بعد بخش در و �کنیم م بیان را نیاز مورد لم�های برخ ابتدا در �پردازیم. م

داد. خواهیم قرار بررس مورد اثبات، جزییات با منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای رای هم سرعت

با منف پیوندی تصادف متغیرهای از دنباله�ای {Xi,١ ≤ i ≤ n} کنید فرض (شائو.٢٠٠٠) .١.١.٣ لم

آن�گاه E|Xi|p < ∞ و EXi = ٠
١Hu & Volodin(2006)
٢Kuczmaszewska



٣٣ مقدمه .١.٣

١ < p ≤ ٢ برای •

E max
١≤k≤n

∣∣ k∑
i=١

Xi

∣∣p ≤ ٢٣−p
n∑

i=١
E|Xi|p

p > ٢ برای •

E max
١≤k≤n

∣∣ k∑
i=١

Xi

∣∣p ≤ ٢
(١۵p
ln p

)p{ n∑
i=١

E|Xi|p +
( n∑
i=١

EXi
٢) p

٢
}
.

با منف پیوندی تصادف متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض سو.١٩٩٩) و (لیان .٢.١.٣ لم

: شرایط با حقیق مقادیر از آرایه�ای {ani,١ ≤ i ≤ n, n ≥ ١} همچنین است، صفر ین میان

p ≤ ٢ و ٠ < δ < ٢
p برخ برای •

n∑
i=١

a٢ni = O(nδ), n −→ ∞,

•

|ani| = O(١), ١ ≤ i ≤ n, n ≥ ١.

•

βp = sup
k≥١

E|Xk|p < ∞.

ε > ٠ هر برای آن�گاه
∞∑
n=١

١
n
P
[
max
١≤k≤n

∣∣∣ k∑
i=١

aniXi

∣∣∣ > εn
١
p

]
< ∞.

آن�گاه ،٠ < p < q و |X| < ε < ١ اگر است، تصادف متغیری X کنید فرض .٣.١.٣ لم

E|X|p > E|X|q.

آن�گاه ، حقیق عددی a و |X| < ε < ١ اگر است، تصادف متغیری X کنید فرض .۴.١.٣ لم

E|X|I(|X| ≤ a) ≤ E|X|.

پس است، مثبت همواره امیدریاض مقدار چون برهان.

E|X|I(|X| ≤ a) ≤ E|X|I(|X| ≤ a) + E|X|I(|X| > a) = E|X|.



٣۴ منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٣

منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم ٢.٣

موزون مجموع رای هم سرعت برای اساس قضیه�ای شد، ذکر مقدمه در که شرایط براساس ادامه در

اثبات جزییات به شد، ذکر پیش�تر که لم�های از استفاده با و �کنیم م بیان منف پیوندی تصادف متغیرهای

�پردازیم. م آن

تصادف متغیرهای از آرایه�ای {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} کنید فرض ا.٢٠٠٩) (کوزماسزس .١.٢.٣ قضیه

اعداد از دنباله�ای {bn, n ≥ ١} ، حقیق اعداد از آرایه�ای {ani, i ≥ ١, n ≥ ١} همچنین ، منف همبسته

است. مثبت حقیق اعداد از دنباله�ای {cn, n ≥ ١} و حقیق

باشند: برقرار زیر شرایط ε > ٠ هر و ٠ < t < ٢ و q > ٢ برخ برای اگر

(الف)
∞∑
n=١

cn

bn∑
i=١

P [|aniXni| ≥ εb
١
t
n ] < ∞,

(ب)
∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

bn∑
i=١

|ani|qE|Xni|qI[|aniXni| < εb
١
t
n ] < ∞,

(ج)
∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

( bn∑
i=١

a٢niEX٢
niI[|aniXni| < εb

١
t
n ]
) q

٢
< ∞,

آن�گاه
∞∑
n=١

cnP
[

max
١≤i≤bn

∣∣∣ i∑
j=١

(
anjXnj − anjEXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ]
)∣∣∣ > εb

١
t
n

]
< ∞. (١.٣)

�شود. م برقرار قضیه م ح و بود خواهد متناه (١.٣) رابطه آن�گاه باشد، را هم
∑∞

n=١ cn سری اگر برهان.

باشد. واگرا
∑∞

n=١ cn سری که �گیریم م نظر در را حالت بنابراین

که شود تعریف صورت این به S′
nk و Yni و X ′

ni کنید فرض

X ′
ni =



εb
١
t
n

ani
, aniXni ≥ εb

١
t
n

Xni, |aniXni| < εb
١
t
n

−εb
١
t
n

ani
, aniXni ≤ −εb

١
t
n



٣۵ منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم .٢.٣

Yni = X ′
ni − EX ′

ni , S′
nk =

k∑
i=١

Yni.

anjX
′
nj جمله ی P

[∣∣∣∑i
j=١

(
anjXnj − anjEXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ]
)∣∣∣ > εb

١
t
n

]
عبارت به

پس �گیرد.) م قرار شد تعریف ابتدا در که مقداری X ′ جای به که باشید داشته (دقت �کنیم. م کم و اضافه

P
[∣∣ i∑

j=١

(
anjXnj ± anj

(
XnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ] +

εb
١
t
n

anj
I[anjXnj ≥ εb

١
t
n ]

− εb
١
t
n

anj
I[anjXnj ≤ −εb

١
t
n ]
)
− anjEXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ]
)∣∣∣ > εb

١
t
n

]
= P

[∣∣∣ i∑
j=١

anjXnj +

i∑
j=١

anjXnjI[|anjXnj | < εb
١
t
n ] +

i∑
j=١

εb
١
t
nI[anjXnj ≥ εb

١
t
n ]

−
i∑

j=١
εb

١
t
nI[anjXnj ≤ −εb

١
t
n ]−

i∑
j=١

anjXnjI[|anjXnj | < εb
١
t
n ]

−
i∑

j=١
εb

١
t
nI[anjXnj ≥ εb

١
t
n ] +

i∑
j=١

εb
١
t
nI[anjXnj ≤ −εb

١
t
n ]

−
i∑

j=١
anjEXnjI[|anjxnj | < εb

١
t
n ]
∣∣∣ > εb

١
t
n

]
= I.

طرف از

E
(

max
١≤i≤bn

|S′
ni|

)
= E max

١≤i≤bn

i∑
j=١

(X ′
nj − EX ′

nj)

= E max
١≤i≤bn

i∑
j=١

[
anjXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ] + εb

١
t
nI[anjXnj ≥ εb

١
t
n ]− εb

١
t
nI[anjXnj ≤ −εb

١
t
n ]

− E
{
anjXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ]− εb

١
t
nI[anjXnj ≥ εb

١
t
n ] + εb

١
t
nI[anjXnj ≤ −εb

١
t
n ]
}]

= II.



٣۶ منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٣

داریم آمد، دست به II Iو عبارات در آن�چه به باتوجه

P
[∣∣∣ i∑

j=١
anjXnj +

i∑
j=١

{
anjXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ] + εb

١
t
nI[anjXnj ≥ εb

١
t
n ]

− εb
١
t
nI[anjXnj ≤ −εb

١
t
n ]− anjXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ]

− εb
١
t
nI[anjXnj ≥ εb

١
t
n ] + εb

١
t
nI[anjXnj ≤ −εb

١
t
n ]

− anjEXnjI[|anjxnj | < εb
١
t
n ]
}∣∣∣ > εb

١
t
n

]
≤ P

[∣∣∣ i∑
j=١

anjXnj

∣∣∣ > εb
١
t
n

]

+ P
[∣∣∣ i∑

j=١

{
anjXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ] + εb

١
t
nI[anjXnj ≥ εb

١
t
n ]

− εb
١
t
nI[anjXnj ≤ −εb

١
t
n ]− anjXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ]

− εb
١
t
nI[anjXnj ≥ εb

١
t
n ] + εb

١
t
nI[anjXnj ≤ −εb

١
t
n ]

− anjEXnjI[|anjxnj | < εb
١
t
n ]
}∣∣∣ > εb

١
t
n

]
≤ P

[∣∣∣ i∑
j=١

anjXnj

∣∣∣ > εb
١
t
n

]
+

E(II)q

εqb
q
t
n

≤ P
[∣∣∣ i∑

j=١
anjXnj

∣∣∣ > εb
١
t
n

]
+ ε−qb

− q
t

n E
(

max
١≤i≤bn

|S′
ni|

)q
.

نهایت در

P
[

max
١≤i≤bn

∣∣∣ i∑
j=١

(
anjXnj − anjEXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ]
)∣∣∣ > εb

١
t
n

]
(٢.٣)

≤
bn∑
i=١

P [|anjXnj | ≥ εb
١
t
n ] + ε−qb

− q
t

n E
(

max
١≤i≤bn

|S′
ni|

)q
.

داریم گرفتیم، نظر در Yni و شده بریده X ′
nj برای برهان ابتدای در که تعریف بر بنا حال

Yni ≤ XniI[|aniXni| < εb
١
t
n ] +

εb
١
t
n

ani
I[|aniXni| ≥ εb

١
t
n ], (٣.٣)



٣٧ منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم .٢.٣

نتیجه در یریم، ب ریاض امید (٣.٣) عبارت طرفین از �توانیم م ریاض امید خواص بر بنا

EYni ≤ E
[
XniI[|aniXni| < εb

١
t
n ]
]
+ E

[εb ١
t
n

ani
I[|aniXni| ≥ εb

١
t
n ]
]

= EXniI[|aniXni| < εb
١
t
n ] + ε

b
١
t
n

ani
EI[|aniXni| ≥ εb

١
t
n ]

≤ EXniI[|aniXni| < εb
١
t
n ] +

b
١
t
n

ani
EI[|aniXni| ≥ εb

١
t
n ]

= EXniI[|aniXni| < εb
١
t
n ] +

b
١
t
n

ani
P [|aniXni| ≥ εb

١
t
n ]. (۴.٣)

بود. خواهد برقرار زیر نامساوی پس �رسانیم، م q توان به را (۴.٣) رابطه طرفین حال

E|Yni|q ≤ C
(
E|Xni|qI[|aniXni| < εb

١
t
n ] +

b
q
t
n

|ani|q
P [|aniXni| ≥ εb

١
t
n ]
)
. (۵.٣)

داریم ١.١.٣ لم در دوم نامساوی بر بنا پس ،q > ٢ چون طرف از

E max
١≤k≤n

∣∣∣ k∑
i=١

Yni

∣∣∣q ≤ ٢
(١۵q
ln q

)q{ k∑
i=١

E|Yni|q + (

k∑
i=١

EY ٢
ni)

q
٢
}
. (۶.٣)

�آوریم. م دست به X ′
ni تعریف به بنا را EY ٢

ni مقدار ادامه در

EY ٢
ni = E(X ′

ni − EX ′
ni)

٢

= E
[
XniI[|aniXni| < εb

١
t
n ] +

εb
١
t
n

ani
I[aniXni ≥ εb

١
t
n ]−

εb
١
t
n

ani
I[aniXni ≤ −εb

١
t
n ]

−E(XniI[|aniXni| < εb
١
t
n ])−

εb
١
t
n

ani
EI[aniXni ≥ εb

١
t
n ] +

εb
١
t
n

ani
EI[aniXni ≤ −εb

١
t
n ]
]٢

= V ar(XniI[|aniXni| < εb
١
t
n ]) + (εb

١
t
n)

٢V ar(
١
ani

I[aniXni ≥ εb
١
t
n ])

+ (εb
١
t
n)

٢V ar(
١
ani

I[aniXni ≤ −εb
١
t
n ]) واریانس) خواص (بنابر

≤ E(X٢
niI[|aniXni| < εb

١
t
n ]) + ٢(εb

١
t
n)

٢E(
١
ani

)٢P [|aniXni| ≥ εb
١
t
n ](varX = EX٢ − E٢X (چون
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�رسانیم. م q
٢ توان به را طرفین و �آوریم م بدست را k تا i = ١ ازای به جملات مجموع اخیر، عبارت در حال

( k∑
i=١

EY ٢
ni

) q
٢ ≤

( k∑
i=١

E(X٢
niI[|aniXni| < εb

١
t
n ])

) q
٢

+ ٢(εb
١
t
n)

q
( k∑

i=١
E(

١
ani

)٢P [|aniXni| ≥ εb
١
t
n ]
) q

٢
.

پس �کنیم، م ذاری جای (۶.٣) رابطه در را E|Yni|q و
(∑k

i=١EY ٢
ni

) q
٢ از آمده دست به عبارات

E max
١≤k≤n

∣∣∣ i∑
k=١

Ynk

∣∣∣q ≤ ٢
(١۵q
lnq

)q{ n∑
k=١

E|Xnk|qI[|ankXnk| < εb
١
t
n ] +

n∑
k=١

b
q
t
n

|ank|q
P [|ankXnk| > εb

١
t
n ]

+
( i∑

k=١
E(X٢

nkI[|ankXnk| < εb
١
t
n ])

) q
٢
+ ٢(εb

١
t
n)

q
( i∑

k=١
E(

١
ank

)٢P [ankXnk ≥ εb
١
t
n ]
) q

٢
}
.

�دهیم. م قرار (٢.٣) عبارت در سپس و �کنیم م محاسبه جداگانه را ε−qb
− q

t
n E(max١≤i≤bn |S′

ni|)q عبارت

ε−qb
− q

t
n E( max

١≤i≤bn

i∑
k=١

|Ynk|q)

= ε−qb
− q

t
n

{ i∑
k=١

E|Xnk|qI[|ankXnk| < εb
١
t
n ] +

i∑
k=١

(
b
q
t
n

|ank|q
)P [|ankXnk| ≥ εb

١
t
n ]

+
( i∑

k=١
EX٢

nkI[|ankXnk| < εb
١
t
n ]
) q

٢
+ ٢

i∑
k=١

(
εqb

q
t
n

|ank|q
)P

(
|ankXnk| > εb

١
t
n

) q
٢
}

≤ Cb
− q

t
n E|ank|q|Xnk|qI[|ankXnk| < εb

١
t
n ] + C

bn∑
k=١

P [|ankXnk| ≥ εb
١
t
n ]

+ Cb
− q

t
n

i∑
k=١

(
EX٢

nkI[|ankXnk| < εb
١
t
n ]
) q

٢ �کنیم) م ضرب |ank|q در را عبارات )

≤ b
− q

t
n

bn∑
k=١

|ank|qE|Xnk|qI[|ankXnk| < εb
١
t
n ] +

bn∑
k=١

P [|ankXnk| ≥ εb
١
t
n ]

+
( bn∑

k=١
a٢nkEX٢

nkI[|ankXnk| < εb
١
t
n ]
) q

٢
.

داشت خواهیم پس

P
[

max
١≤i≤bn

∣∣∣ i∑
j=١

(
anjXnj − anjEXnjI[|anjXnj | < εb

١
t
n ]
)∣∣∣ > εb

١
t
n

]

≤
bn∑
i=١

P [|aniXni| ≥ εb
١
t
n ] + b

− q
t

n

bn∑
i=١

|ani|qE|Xni|qI[|aniXni| < εb
١
t
n ],
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+

bn∑
i=١

P [|aniXni| ≥ εb
١
t
n ] +

( bn∑
i=١

a٢niEX٢
niI[|aniXni| < εb

١
t
n ]
) q

٢

≤ C
{ bn∑

i=١
P [|aniXni| ≥ εb

١
t
n ] + b

− q
t

n

bn∑
i=١

|ani|qE|Xni|qI[|aniXni| < εb
١
t
n ]

+
( bn∑

i=١
a٢niEX٢

niI[|aniXni| < εb
١
t
n ]
) q

٢
}
< ∞. (٧.٣)

متناه (٧.٣) رابطه در عبارات از ی هر پس است برقرار قضیه صورت در (ج) تا (الف) شرط سه چون

است. برقرار م ح درنتیجه بود، خواهند

پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم نتایج ٣.٣
منف

گفته منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع رای هم سرعت بررس در که اساس قضیه از پس

آمده، بدست منف پیوندی تصادف متغیرهای برای قضیه این به توجه با که روابط برخ ادامه در شد،

کاربردی لم ابتدا در منظور این به �پردازیم. م آن�ها اثبات جزییات به نتیجه و قضیه قالب در و کنیم بررس

�کنیم. م بیان را زیر

متغیر توسط که است تصادف متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض (٢٠٠٧. (سون .١.٣.٣ لم

b > ٠ هر و q > ٠ هر برای صورت این� در شده. مغلوب تصادف طور به X

E|Xn|qI(|Xn| ≤ b) ≤ C
{
E|X|qI(|X| ≤ b) + bqP (|X| > b)

}
(الف)

E|Xn|qI(|Xn| > b) ≤ CE|X|qI(|X| > b) (ب)

{ani, i ≥ ١, n ≥ ١} و منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} .٢.٣.٣ قضیه

صحیح اعداد از صعودی دنباله�ای {bn, n ≥ ١} ، ١ ≤ i ≤ bn برای همچنین ، حقیق اعداد از آرایه�ای

بافرض {λn, n ≥ ١} دنباله مقادیر بعض برای اگر باشد، EXni = ٠ ،n ≥ ١ و i ≥ ١ هر برای و مثبت

و مثبت حقیق مقادیر با {cn, n ≥ ١} دنباله برای و باشد متناه E|Xni|١+λn گشتاور ،٠ < λn ≤ ١

باشد برقرار زیر شرط ٠ < t < ٢
∞∑
n=١

cn

(
b
١
t
n

)−١−λn
bn∑
i=١

|ani|١+λnE|Xni|١+λn < ∞, (٨.٣)



۴٠ منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٣

ε > ٠ هر ازای به آن�گاه
∞∑
n=١

cnP
[

max
١≤i≤bn

∣∣∣ i∑
j=١

anjXnj

∣∣∣ > εb
١
t
n

]
< ∞. (٩.٣)

بدیه م ح صورت این غیر در زیرا است، نامتناه
∑∞

n=١ cn سری که �گیریم م درنظر را حالت برهان.

بدیه زیر رابطه و �کند م میل صفر به سری این عموم جمله است، برقرار (٨.٣) رابطه وقت بود. خواهد

بود. )خواهد
b
١
t
n

)−١−λn
bn∑
i=١

|ani|١+λnE|Xni|١+λn < ١.

کنیم. بررس را ١.٢.٣ قضیه در موجود (ج) تا (الف) شرط سه برقراری است کاف اثبات برای

فرض r = ١+λn مارکوف نامساوی در اگر درنتیجه ، ١ < ١+λn ≤ پس٢ است ٠ < λn ≤ ١ چون

آن�گاه شود،

∞∑
n=١

cn

bn∑
i=١

P [|aniXni| ≥ εb
١
t
n ] ≤

∞∑
n=١

cn

bn∑
i=١

E|ani|١+λn |Xni|١+λn

(b
١
t
n)١+λn

=
∞∑
n=١

cn

(
b
١
t
n

)−١−λn
bn∑
i=١

|ani|١+λnE|Xni|١+λn

< ∞. ((٨.٣) رابطه بر (بنا

است. برقرار (الف) شرط پس

(٣.١.٣) لم�های بر بنا همچنین ،q > ١+λn چون �پردازیم، م ١.٢.٣ قضیه در (ب) شرط بررس به حال

داریم (۴.١.٣) و

∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

bn∑
i=١

|ani|qE|Xni|qI[|aniXni| < εb
١
t
n ]

=

∞∑
n=١

cnε
q

bn∑
i=١

E
∣∣∣aniXni

b
١
t
nε

∣∣∣qI( |aniXni|

b
١
t
nε

< ١
)

≤ εq
∞∑
n=١

cnb
− ١+λn

t
n

bn∑
i=١

|ani|١+λnE|Xni|١+λnI
( |aniXni|

b
١
t
nε

< ١
)

≤ εq
∞∑
n=١

cnb
− ١+λn

t
n

bn∑
i=١

|ani|١+λnE|Xni|١+λn < ∞.
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داشت خواهیم (۴.١.٣) و (٣.١.٣) لم�های بنابر همچنین است، ٢ > ١+λn چون (ج)، شرط برقراری برای

∞∑
n=١

cn

( bn∑
i=١

E
(aniXni

εb
٢
t
n

)٢
I
( |aniXni|

b
١
t
nε

< ١
)) q

٢

≤
∞∑
n=١

cn

( bn∑
i=١

ε١+λnE
|aniXni|١+λn

ε١+λn(bn)
١+λn

t

I
( |aniXni|

b
١
t
nε

< ١
)) q

٢

≤ ε
(١+λn)q

٢

∞∑
n=١

cn

(
b
−١−λn

t
n

bn∑
i=١

E(|aniXni|)١+λnI
( |aniXni|

b
١
t
nε

< ١
)) q

٢

≤ ε
(١+λn)q

٢

∞∑
n=١

cn

(
b
١
t
n

)(−١−λn)
q
٢
( bn∑

i=١
|ani|١+λnE|Xni|١+λn

) q
٢

< ∞.

گرفت نتیجه �توان م پس

∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

( bn∑
i=١

a٢niEX٢
niI[|aniXni| < εb

١
t
n ]
) q

٢ (١٠.٣)

≤
∞∑
n=١

cn

(
b
١
t
n

)(−١−λn)
q
٢
( bn∑

i=١
|ani|١+λnE|Xni|١+λn

) q
٢
< ∞.

دهیم نشان است � کاف قضیه، شرایط بررس با حال

b
− ١

t
n max

١≤i≤bn

∣∣∣ i∑
j=١

anjEXnjI[|anjXnj | < εb
١
t
n ]
∣∣∣ −→ ٠, n −→ ∞.

نهایت در پس

b
− ١

t
n max

١≤i≤bn

∣∣∣ i∑
j=١

anjEXnjI[|anjXnj | < εb
١
t
n ]
∣∣∣

≤ b
− ١

t
n max

١≤i≤bn

i∑
j=١

∣∣∣anjEXnjI[|anjXnj | < εb
١
t
n ]
∣∣∣

≤ b
− ١

t
n max

١≤i≤bn

i∑
j=١

∣∣∣anjEXnjI[|anjXnj | ≥ εb
١
t
n ]
∣∣∣

≤ b
− ١

t
n max

١≤i≤bn

i∑
j=١

|anj |E|Xnj |I[|anjXnj | ≥ εb
١
t
n ]
∣∣∣

≤
(
b
− ١

t
n

)١+λn
bn∑
j=١

|anj |١+λnE|Xnj |١+λn −→ ٠, n −→ ∞.
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این با است. (١٩٩٩) سو و لیان مقاله از ١.١ قضیه� مشابه �کنیم م بررس ادامه در که نتیجه�ای دو

{Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} تصادف متغیرهای برای q > ٢ مرتبه گشتاور وجود به نیازی این�جا در که تفاوت

نیست.

طوری به است، منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای {Xni, n ≥ ١, i ≥ ١} فرضکنید .٣.٣.٣ نتیجه

اعداد از آرایه�ای {ani, i ≥ ١, n ≥ ١} طرف از . E|Xni|p < ∞ ،١ < p ≤ ٢ برای و EXni = ٠ که

است. برقرار q > ٢ و ٠ < δ ≤ ٢
q برای زیر شرط و حقیق

n∑
i=١

|ani|pE|Xni|p = O(nδ), n −→ ∞, (١١.٣)

αp ≥ ١ و ε > ٠ هر برای آن�گاه

∞∑
n=١

nαp−٢P
[
max
١≤i≤n

∣∣∣ i∑
j=١

anjXnj

∣∣∣ > εnα
]
< ∞. (١٢.٣)

�کنیم م فرض ١.٢.٣ قضیه در برهان.

cn = nαp−٢, bn = n,
١
t
= α.

بررس برای ١ < p ≤ ٢ چون باشد، برقرار بالا فرضیات با ١.٢.٣ قضیه شرط سه است کاف اثبات، برای

(الف) شرط

∞∑
n=١

cn

bn∑
i=١

P [|aniXni| ≥ εb
١
t
n ] =

∞∑
n=١

nαp−٢
bn∑
i=١

P [|ani||Xni| ≥ εnα]

≤
∞∑
n=١

nαp−٢
bn∑
i=١

|ani|pE|Xni|p

nαpεp
مارکوف) نامساوی به (بنا

(١٣.٣)

≤ C
∞∑
n=١

n−٢+δ < ∞. ((١١.٣) عبارت بر (بنا



۴٣ منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم نتایج .٣.٣

�کنیم. م عمل صورت این به نیز (ب) شرط برقراری برای ادامه در

∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

bn∑
i=١

|ani|qE|Xni|qI[|aniXni| < εb
١
t
n ]

=
∞∑
n=١

nαp−٢n−qα
bn∑
i=١

|ani|qE|Xni|qI[|aniXni| < εnα]

≤
∞∑
n=١

nαp−٢εq
bn∑
i=١

E
∣∣∣aniXni

nαε

∣∣∣qI( |aniXni|
nαε

< ١
)
,

داشت خواهیم (۴.١.٣) و (٣.١.٣) لم�های بر بنا و است p < q چون

≤
∞∑
n=١

nαp−٢εq
bn∑
i=١

E
∣∣∣aniXni

nαε

∣∣∣pI( |aniXni|
nαε

< ١
)

≤
∞∑
n=١

nαp−٢εq
bn∑
i=١

|ani|pE|Xni|p

nαpεp
I[|aniXni| < nαε]

≤
∞∑
n=١

nαp−٢n−pαεq−p
bn∑
i=١

|ani|pE|Xni|pI[|aniXni| < nαε]

≤
∞∑
n=١

n−٢+δεq−p
bn∑
i=١

|ani|pE|Xni|p

nδ
≤ C

∞∑
n=١

n−٢+δ < ∞. عبارت(١١.٣)) (بنابر

(ج) شرط بررس برای

∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

( bn∑
i=١

a٢niEX٢
niI[|aniXni| < εb

١
t
n ]
) q

٢

=

∞∑
n=١

nαp−٢n−qα
( bn∑

i=١
a٢niEX٢

niI[|aniXni| < εnα]
) q

٢

≤
∞∑
n=١

nαp−٢ε
q
٢
( bn∑

i=١

(EaniXni)
٢

nαε
I[
|aniXni|
nαε

< ١]
) q

٢

≤
∞∑
n=١

nαp−٢ε
q
٢
( bn∑

i=١

E|aniXni|p

nαpεp
I[
|aniXni|
nαε

< ١]
) q

٢

≤
∞∑
n=١

nαp−٢ε
q
٢−

pq
٢
( bn∑

i=١

E|ani|p|Xni|p

nαp

) q
٢

≤
∞∑
n=١

nαp−٢n
−αpq

٢ n
δq
٢ ε

q
٢−

pq
٢
( bn∑

i=١

E|ani|p|Xni|p

nδ

) q
٢

≤ C

∞∑
n=١

nαp−٢−αpq
٢ + δq

٢ < ∞. ((١١.٣) شرط بر (بنا

�شود. م اثبات م ح و است برقرار ١.٢.٣ قضیه شرط سه هر نمایید دقت



۴۴ منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٣

و است منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} کنید فرض .۴.٣.٣ نتیجه

است شده مغلوب X متغیر توسط تصادف طور به تصادف متغیرهای از سطر هر که طوری به ،EXni = ٠

اعداد از آرایه�ای {ani, i ≥, n ≥ ١} فرضکنید همچنین و است متناه E|X|p گشتاور ١ < p ≤ ٢ برای و

q > ٢ و ٠ < δ ≤ ٢
q برخ برای که است حقیق

n∑
i=١

|ani|p = O(nδ), n −→ ∞. (١۴.٣)

αp ≥ ١ هر و ε > ٠ هر برای آن�گاه
∞∑
n=١

cnP
[

max
١≤i≤bn

∣∣∣ i∑
j=١

anjXnj

∣∣∣ > εb
١
t
n

]
< ∞.

باشیم داشته ١.٢.٣ قضیه در �کنیم م فرض برهان.

cn = nαp−٢, bn = n,
١
t
= α,

پس .١ < p ≤ ٢ که نمایید دقت ،١.٢.٣ قضیه شرایط بررس برای

∞∑
n=١

cn

bn∑
i=١

P [|aniXni| ≥ εb
١
t
n ] =

∞∑
n=١

nαp−٢
bn∑
i=١

P [|aniXni| ≥ εnα]

≤
∞∑
n=١

nαp−٢
bn∑
i=١

|ani|pE|Xni|p

nαp
مارکوف) نامساوی به (بنا

≤
∞∑
n=١

nαp−٢
bn∑
i=١

|ani|pE|X|p

nαp
شده) مغلوب تصادف طور (به

< ∞. ((١۴.٣) برشرط (بنا

داریم ادامه در

∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

n∑
i=١

|ani|qE|Xni|qI[|aniXni| < εb
١
t
n ]

=

∞∑
n=١

nαp−٢n−qα
n∑

i=١
|ani|qE|Xni|qI[|aniXni| < εnα]

≤
∞∑
n=١

nαp−٢
n∑

i=١
E
∣∣∣aniXni

nα

∣∣∣qI( |aniXni|
nαε

< ١
)
,



۴۵ منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم نتایج .٣.٣

۴.١.٣ و ٣.١.٣ لم�های به باتوجه ،p < q چون

≤
∞∑
n=١

nαp−٢εq
n∑

i=١
E
∣∣∣aniXni

εnα

∣∣∣qI( |aniXni|
εnα

< ١
)

≤
∞∑
n=١

nαp−٢εq
n∑

i=١
E
∣∣∣aniXni

εnα

∣∣∣pI( |aniXni|
εnα

< ١
)

≤
∞∑
n=١

nαp−٢εq
n∑

i=١

|ani|pE|Xni|p

εpnαp
I[|aniXni| < εnα]

≤
∞∑
n=١

nαp−٢−αpεq−p
n∑

i=١
|ani|pE|X|pI[|aniXni| < εnα] شده) مغلوب تصادف طور (به

≤
∞∑
n=١

n−٢+δεq−p
n∑

i=١

|ani|pE|X|p

nδ
≤ C

∞∑
n=١

n−٢+δ < ∞. ((١۴.٣) (بنابرشرط

نهایت در و

∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

( n∑
i=١

a٢niEX٢
niI[|aniXni| < εb

١
t
n ]
) q

٢

=
∞∑
n=١

nαp−٢n−qα
( n∑

i=١
a٢niEX٢

niI[|aniXni| < εnα]
) q

٢

≤
∞∑
n=١

nαp−٢ε
q
٢
( n∑

i=١

(EaniXni

εnα

)٢
I[
|aniXni|
nαε

< ١]
) q

٢

≤
∞∑
n=١

nαp−٢ε
q
٢
( n∑

i=١

E|aniXni|p

ε٢pnαp
I[
|aniXni|
nαε

< ١]
) q

٢

≤
∞∑
n=١

nαp−٢ε
q
٢
( n∑

i=١

E|ani|p|X|p

ε٢pnαp

) q
٢ شده) مغلوب تصادف طور (به

≤
∞∑
n=١

nαp−٢n
−αpq

٢ n
δq
٢ ε

q
٢−pq

( bn∑
i=١

|ani|pE|X|p

nδ

) q
٢ شد) تقسیم و ضرب n

δq
٢ عبارت (در

≤ C

∞∑
n=١

nαp−٢−αpq
٢ + δq

٢ < ∞. ((١۴.٣) برشرط (بنا

�شود. م اثبات م ح و است برقرار ١.٢.٣ قضیه شرایط نتیجه در

به است، منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} کنید فرض .۵.٣.٣ نتیجه

است. شده مغلوب X متغیر توسط تصادف طور به تصادف متغیرهای از سطر هر و EXni = ٠ که طوری

برای اگر باشد. ببینید) را اول فصل در (تعریف١٣.٢.١ تاپلیتس آرایه ی {ani, i ≥ ١, n ≥ ١} همچنین



۴۶ منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٣

δ > ١
t و ٠ < t < ٢ بعض

sup
i≥١

|ani| = O(n
١
t
−δ) و E|X|١+

١
δ < ∞, (١۵.٣)

ε > ٠ هر برای آن�گاه
∞∑
n=١

P
[
max
١≤i≤n

∣∣∣ i∑
j=١

anjXnj

∣∣∣ > εn
١
t

]
< ∞. (١۶.٣)

�کنیم م انتخاب صورت به را q باشد. n ≥ و١ bn = n و cn = ١ ،١.٢.٣ قضیه در �کنیم م فرض برهان.

با همچنین شده�اند، مغلوب تصادف طور به که متغیرهای خواص بر بنا حال . q ≥ max(٢,١ + ١
δ ) که

�کنیم م بررس را ١.٢.٣ قضیه در (ج) تا (الف) شرط برقراری تاپلیتس، آرایه تعریف به توجه

∞∑
n=١

cn

bn∑
i=١

P [|aniXni| ≥ εb
١
t
n ] =

∞∑
n=١

n∑
i=١

P [|aniXni| ≥ εn
١
t ]

≤
∞∑
n=١

n∑
i=١

P
[
|aniX| ≥ εn

١
t

D

]
≤

∞∑
n=١

n∑
i=١

P
[
|X| ≥ εn

١
t

D|ani|

]
.

داریم پس ، nδ > n
١
t پس δ > ١

t و ani ≈ Cn
١
t
−δ چون (١۵.٣) رابطه بر بنا

∞∑
n=١

n∑
i=١

P
[
|X| ≥ εn

١
t

D|ani|

]
≤

∞∑
n=١

n∑
i=١

P [|X| ≥ Cεnδ]

≤
∞∑
n=١

nP [|X| ≥ Cεnδ] =

∞∑
n=١

nP [| X
Cε

|
١
δ ≥ n]

=

∞∑
n=١

nP [| X
Cε

| ≥ nδ] ≤ E|X|
١
δ

(nδ)
١
δ

مارکوف) نامساوی (بنابر

= Cn
E|X|

١
δ

n
= CE|X|

١
δ < ∞. (E|X|١+

١
δ < ∞ (چون (١٧.٣)

(ب) شرط بررس حال است. برقرار (الف) شرط که دیدیم

∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

bn∑
i=١

|ani|qE|Xni|qI[|aniXni| < εb
١
t
n ]

≤ C

∞∑
n=١

n− q
t

n∑
i=١

|ani|qE|Xni|q(I|aniXni| < εn
١
t )

≤ C
∞∑
n=١

n− q
t

n∑
i=١

|ani|q
(
E|Xni|qI[|aniXni| < εn

١
t ] +

n
q
t

|ani|q
P [|aniXni| ≥ εn

١
t

)
,

X توسط Xi متغیرهای شدن مغلوب تصادف طور به خاصیت به بنا حال

≤ C

∞∑
n=١

n− q
t

n∑
i=١

|ani|q
(
E|X|qI[|aniX| < εn

١
t ] +

n
q
t

|ani|q
P [|aniX| ≥ εn

١
t ]
)
,



۴٧ منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم نتایج .٣.٣

داریم ۴.١.٣ و ٣.١.٣ لم�های بر بنا درنتیجه . n−q < n−(١+ ١
δ
) پس ،١+ ١

δ < qچون

≤
∞∑
n=١

n−
(١+ ١

δ
)

t

n∑
i=١

|ani|١+
١
δE|X|١+

١
δ + C

∞∑
n=١

n∑
i=١

P [|aniX| > εn
١
t ]

≤ C
∞∑
n=١

n− ١
t
−١E|X|١+

١
δ

n∑
i=١

|ani|+ CE|X|
١
δ مارکوف) نامساوی و بنابر(١٧.٣) )

≤ C

∞∑
n=١

n− ١
t
−١ + CE|X|

١
δ < ∞. (E|X|١+

١
δ بودن متناه و تاپلیتس خاصیت به (بنا

|ani| پس است منف ١
t − δ توان چون ،supi≥١ |ani| = O(n

١
t
−δ) شرط اساس بر باشید داشته توجه

دلیل همین به بود، خواهند کمتر ی از بشدت ها
n∑

i=١
|ani|١+

١
δ <

n∑
i=١

|ani|

آرایه�های خاصیت بر بنا ،δ > ١ �کنیم م فرض ابتدا در �گیریم. م درنظر حالت دو (ج)، شرط برقراری برای

مارکوف نامساوی و تاپلیتس

∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

( bn∑
i=١

a٢niEX٢
niI[|aniXni| < εb

١
t
n ]
) q

٢

≤ C
∞∑
n=١

n− q
t

( bn∑
i=١

a٢niEX٢
niI[|aniXni| < εn

١
t ]
) q

٢

≤ C

∞∑
n=١

n− q
٢t (١+

١
δ
)
( n∑

i=١
|ani|١+

١
δE|X|١+

١
δ

) q
٢
+ C

∞∑
n=١

n∑
i=١

[P |aniX| ≥ εn
١
t برلم١.٣.٣)[ (بنا

≤ C
∞∑
n=١

n− q
٢t−

q
٢tδn

١
δ
( ١
t
−δ) q٢

(
E|X|١+

١
δ

) q
٢
( n∑

i=١
|ani|

) q
٢
+ CE|X|

١
δ ((١٧.٣) رابطه بر بنا )

≤ C

∞∑
n=١

n− q
٢t−

q
٢ + CE|X|

١
δ مارکوف) نامساوی و (١۵.٣) رابطه بر (بنا

≤ C

∞∑
n=١

n− q
٢ (١+

١
t
) + CE|X|

١
δ < ∞. (E|X|١+

١
δ بودن متناه و تاپلیتس خاصیت به (بنا



۴٨ منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٣

،٠ < δ < ١ که حالت در

∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

( bn∑
i=١

a٢niEX٢
niI[|aniXni| < εb

١
t
n ]
) q

٢

≤ C

∞∑
n=١

n− q
t n( ١

t
−δ) q٢

( n∑
i=١

|ani|٢

n( ١
t
−δ)

EX٢
) q

٢
+ C

∞∑
n=١

n∑
i=١

P [|aniX| ≥ εn
١
t ](١.٣.٣ لم (بنابر

≤ C
∞∑
n=١

n− q
٢t−

qδ
٢ (EX٢)

q
٢
( n∑

i=١
|ani|

) q
٢
+ CE|X|

١
δ ((١٧.٣) رابطه بر بنا )

≤ C

∞∑
n=١

n− q
٢ (

١
t
+δ) + CE|X|

١
δ < ∞. (E|X|١+

١
δ بودن متناه و تاپلیتس خاصیت به (بنا

تصادف متغیرهای از آرایه�های {Yni, i ≥ ١, n ≥ ١} و {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} کنید فرض .۶.٣.٣ نتیجه

{YniXni, i ≥ ١, n ≥ ١} همچنین مثبت، صحیح اعداد از اکید صعودی دنباله�ای {bn, n ≥ ١} هستند.

است. منف پیوندی YniXni, i ≥ ١ ، n ≥ ١ هر برای که است آرایه�ای

n ≥ ١ هر برای و q > ٢ و ١ ≤ p ≤ ٢ ها،که q و p از بعض برای اگر

sup
i≥١

E|Yni|
pq
q−١ < ∞, (١٨.٣)

٠ < t < ٢ و مثبت حقیق اعداد از {cn, n ≥ ١} دنباله
∞∑
n=١

cnb
− p

t
n

bn∑
i=١

(E|Xni|pq)
١
q < ∞, (١٩.٣)

آن�گاه
∞∑
n=١

P
[

max
١≤i≤bn

∣∣∣ i∑
j=١

(
YnjXnj − EYnjXnjI

[
|YnjXnj | < εb

١
t
n

])∣∣∣ ≥ εb
١
t
n

]
< ∞.

موجود، شرایط و مارکوف و هولدر نامساوی از استفاده با ،١.٢.٣ قضیه شرایط برقراری به اثبات برای برهان.

مارکوف نامساوی بر بنا (الف) شرط بررس در �پردازیم. م

∞∑
n=١

cn

bn∑
i=١

P [|YniXni| ≥ εb
١
t
n ] ≤

∞∑
n=١

cn

bn∑
i=١

b
− p

t
n E|YniXni|p,



۴٩ منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم نتایج .٣.٣

شرط چون و p
t ≤ ١ درنتیجه بود. خواهد برقرار ١ ≤ p ≤ ٢ و ٠ < ١

t < ١
٢ آن�گاه ،٠ < t < چون٢

هولدر نامساوی بر بنا دارد، وجود supi≥١E|Yni|
pq

(q−١) < ∞

∞∑
n=١

cn

bn∑
i=١

b
− p

t
n E|YniXni|p ≤

∞∑
n=١

cnb
− p

t
n

bn∑
i=١

(
E|Yni|

pq
q−١

) q−١
q
(
E|Xni|pq

) ١
q

≤ C
∞∑
n=١

cnb
− p

t
n

bn∑
i=١

(
E|Xni|pq

) ١
q
< ∞. ((١٨.٣) و (١٩.٣) روابط (بنابر

فرض ی برابر cn مقدار
∑∞

n=١ cnb
− p

t
n

∑bn
i=١(E|Xni|pq)

١
q < ∞ شرط در وقت (ب)، شرط بررس در

۴.١.٣ و ٣.١.٣ لم�های بر بنا شود،

∞∑
n=١

b
− q

t
n

bn∑
i=١

E|YniXni|qI[|YniXni| < εb
١
t
n ]

≤
∞∑
n=١

bn∑
i=١

εq
(E|YniXni|

εb
١
t
n

)q
I
[ |YniXni|

b
١
t
nε

< ١
]

≤
∞∑
n=١

bn∑
i=١

εq
(E|YniXni|

εb
١
t
n

)p
I
[ |YniXni|

b
١
t
nε

< ١
]

≤ εq−p
∞∑
n=١

b
− p

t
n

bn∑
i=١

E|YniXni|pI[|YniXni| < b
١
t
nε]

≤ εq−p
∞∑
n=١

b
− p

t
n

bn∑
i=١

E|YniXni|p

≤ εq−p
∞∑
n=١

b
− p

t
n

bn∑
i=١

(
E|Yni|

pq
q−١

) q−١
q
(
E|Xni|pq

) ١
q هولدر) نامساوی بر (بنا

≤ εq−p
∞∑
n=١

b
− p

t
n

bn∑
i=١

(
E|Xni|pq

) ١
q
< ∞. ((١٩.٣) و (١٨.٣) شرط بر (بنا

(ج) شرط بررس برای نهایت در و



۵٠ منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٣

∞∑
n=١

cnb
− q

t
n

( bn∑
i=١

E|YniXni|٢I[|YniXni| < εb
١
t
n ]
) q

٢

≤
∞∑
n=١

cn

[ bn∑
i=١

ε٢
(E|YniXni|

εb
١
t
n

)٢
I
[ |YniXni|

b
١
t
nε

< ١
]] q

٢

≤
∞∑
n=١

cnε
q− pq

٢
[ bn∑
i=١

(E|YniXni|

b
١
t
n

)p
I
[ |YniXni|

b
١
t
nε

< ١
]] q

٢

≤
∞∑
n=١

cnε
q− pq

٢
[
b
− p

t
n

bn∑
i=١

E|YniXni|pI[|YniXni| < b
١
t
nε]

] q
٢

≤
∞∑
n=١

cnε
q− pq

٢
[
b
− p

t
n

bn∑
i=١

(
E|Yni|

pq
p−١

) q−١
q
(
E|Xni|pq

) ١
q
] q
٢ هولدر) نامساوی بر (بنا

≤ C
∞∑
n=١

cn

[
b
− p

t
n

(
E|Xni|pq

) ١
q
] q
٢
< ∞. ((١٩.٣) برشرط(١٨.٣)و (بنا

بود. خواهد برقرار م ح درنتیجه است، برقرار ١.٢.٣ قضیه شرایط نمودید ملاحظه که طور همان

تصادف متغیرهای از آرایه�های {Yni, i ≥ ١, n ≥ ١} و {Xni, n ≥ ١, i ≥ ١} کنید فرض .٧.٣.٣ نتیجه

{YniXni, n ≥ کنید فرض همچنین هستند. مثبت صحیح اعداد از اکید صعودی دنباله {bn, n ≥ ١} و

q > ٢ و ١ ≤ p ≤ ٢ برای اگر است. منف پیوندی n ≥ ١ برای YniXni آن در که دارد وجود ١, i ≥ ١}

sup
i≥١

E|Xni|
pq
q−١ < ∞,

٠ < t < ٢ و {cn, n ≥ ١} دنباله مثبت حقیق اعداد برخ و n ≥ ١ هر وبرای
∞∑
n=١

cnb
− p

t
n

bn∑
i=١

(E|Yni|pq)
١
q < ∞,

آن�گاه
∞∑
n=١

P
[

max
١≤i≤bn

∣∣∣ i∑
j=١

(
YnjXnj − EYnjXnjI

[
|YnjXnj | < εb

١
t
n

])∣∣∣ ≥ εb
١
t
n

]
< ∞.

�کنیم. م پرهیز آن رار ت از دلیل این به است، ۶.٣.٣ نتیجه اثبات مشابه ٧.٣.٣ نتیجه اثبات

و است منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای {Xni, n ≥ ١, i ≥ ١} کنید فرض .٨.٣.٣ نتیجه

و تغییرپذیر آرام به مثبت تابع l(x) شود، گرفته نظر در حقیق مقادیر از آرایه�ای {ani, i ≥ ١, n ≥ ١}

باشد برقرار (ج) تا (الف) شرایط ٠ < t < ٢ و q > ٢ بعض برای اگر ،αr ≥ ١ و α > ١
٢



۵١ منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم نتایج .٣.٣

(الف)
∞∑
n=١

nαr−٢l(n)
n∑

i=١
P
[
|aniXni| ≥ εn

١
t

]
< ∞,

(ب)
∞∑
n=١

nαr−٢− q
t l(n)

n∑
i=١

|ani|qE|Xni|qI
[
|aniXni| < εn

١
t

]
< ∞,

(ج)
∞∑
n=١

nαr−٢− q
t l(n)

n∑
i=١

( n∑
i=١

a٢niEX٢
ni

[
|aniXni| < εn

١
t

]) q
٢
< ∞.

آن�گاه
∞∑
n=١

nαr−٢l(n)P
[
max
١≤i≤n

∣∣∣ i∑
j=١

(
anjXnj−anjEXnjI

[
|anjXnj | < εn

١
t

]∣∣∣ > εn
١
t

]
< ∞. (٢٠.٣)

برقرار م ح آن�گاه .bn = n و cn = nαr−٢l(n) کنیم فرض ١.٢.٣ قضیه در است کاف اثبات برای

بود. خواهد

منف پیوندی و توزیع هم تصادف متغیرهای از آرایه�ای {Xni, i ≥ ١, n ≥ ١} کنید فرض .٩.٣.٣ نتیجه

و αr > ١،α > ١
٢ برای اگر باشد. تغییرپذیر آرام به تابع l(x) و EX١١ = ٠ که طوری به است،

باشد برقرار زیر شرط ٠ < t < ٢

E|X١١|αrtl(|X١١|t) < ∞, (٢١.٣)

آن�گاه
∞∑
n=١

nαr−٢l(n)P
[
max
i≤n

∣∣∣ i∑
j=١

Xnj

∣∣∣ ≥ εn
١
t

]
< ∞.

ani = ١ �کنیم فرضم منظور این به شود. بررس ٨.٣.٣ نتیجه در شرط سه برقراری باید اثبات، برای برهان.

داریم ، n = ٢k وقت شد، بررس اول فصل در که تغییرپذیر آرام به توابع به مربوط لم به توجه با است.

∞∑
n=١

nαr−١l(n)P (|X١١| ≥ εn
١
t ) ≤ C

∞∑
k=١

(٢k)αrl(٢k)P [|X١١| ≥ ε(٢k) ١t ]

≤ C

∞∑
m=١

P [ε(٢m)
١
t ≤ |X١١| < ε(٢m+١)]

١
t

m∑
j=١

(٢j)αrl(٢j),



۵٢ منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٣

دو به تبدیل اصل عبارت و شده سته ش mها روی احتمال مقادیر و ١ ≤ j ≤ m < ∞ که نمایید توجه

m مقدار یعن jها مقدار بیش�ترین گرفتن نظر در با حال �شود. م مجموع

≤ C

∞∑
m=١

(٢m)αrl(٢m)P [ε(٢m)
١
t ≤ |X١١| < ε(٢m+١)

١
t ]

≤ CE|X١١|αrtl(|X١١|t) < ∞. عبارت(٢١.٣)) بر بنا )

خواهد برقرار بالا رابطه اول فصل از چان-١٩٨۵) و (زیدون ۶.۵.١ لم در (ب) قسمت بر بنا نمایید دقت

بود.

(ب) شرط بررس برای

∞∑
n=١

nαr−١− q
t l(n)E|X١١|qI[|X١١| < εn

١
t ] (n = ٢k فرض (با

≤ C
∞∑
k=١

(٢k)αr−
q
t l(٢k)

∫ (٢k)
١
t

٠
|x|qdF (x) ( ریاض امید تعریف بر (بنا

≤ C

∞∑
k=١

(٢k)αr−
q
t l(٢k)

k∑
i=١

∫ (٢i)
١
t

(٢i−١)
١
t

|x|qdF (x) نیم) �ش م بازه�ها روی را رال (انت

≤ C

∞∑
m=١

(٢m)αr−
q
t l(٢m)

∫ (٢m)
١
t

(٢m−١)
١
t

|x|qdF (x) (١ ≤ i ≤ k < ∞ (چون

= C
∞∑

m=١
(٢m)αr−

q
t

∫ (٢m)
١
t

(٢m−١)
١
t

l(٢.٢m−١)

l(|x|t)
l(|x|t)|x|qdF (x).(کنیم� م تقسیم و ضرب l(|x|t))

(٢٢.٣)

بود، خواهد متناه اول فصل در چان-١٩٨۵) و (زیدون لم بر بنا l(٢.٢
m−١)

l(|x|t)
عبارت (٢٢.٣) رابطه در

باشد. متناه زیر عبارت بزرگ mهای برای است کاف پس

C

∞∑
m=١

(٢m)αr−
q
t

∫ (٢m)
١
t

(٢m−١)
١
t

l(|x|t)|x|qdF (x).

بنابراین

∞∑
m=١

(٢m)αr−
q
t

∫ (٢m)
١
t

(٢m−١)
١
t

l(|x|t)|x|qdF (x) ≤
∞∑

m=١

∫ (٢m)
١
t

(٢m−١)
١
t

(|x|t)αrl(|x|t)dF (x)

= E|X١١|αrtl(|X١١|t) < ∞,



۵٣ منف پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای کامل رای هم نتایج .٣.٣

و αrt < ٢ اول گام �شود، م اثبات گام دو در (ج) شرط است. برقرار q > ٢ هر برای (ب) شرط درنتیجه

آن�گاه ، αrt < اگر٢ .αrt ≥ ٢ دوم گام

(
EX٢

١١I[|X١١| < εn
١
t ]
) q

٢ ≤
(
n

١
t ε

EX٢
١١

n
١
t ε

I(
|X١١|
n

١
t ε

< ١)
) q

٢ ≤ Cn
q
t
−αrq

٢ (E|X١١|αrt)
q
٢ ,

پس
∞∑
n=١

nαr−٢−q( ١
t
− ١

٢ )l(n)
(
EX٢

١١I[|X١١| < εn
١
t ]
) q

٢ ≤
∞∑
n=١

n(αr−١)(١− q
٢ )−١l(n)(E|X١١|αrt)

q
٢ < ∞.

بزرگ کاف اندازه به q گرفتن درنظر با و
(
EX٢

١١I[|X١١| < εn
١
t ]
) q

٢
< ∞ آن�گاه ،αrt ≥ ٢ اگر حال

، q > max(٢, ٢t(αr − ١)
٢t ) که جای تا

∞∑
n=١

nαr−٢−q( ١
t
− ١

٢ )l(n)
(
EX٢

١١I[|X١١| < εn
١
t ]
) q

٢
< ∞.

١ ≤ i ≤ n هر برای دهیم نشان اگر شد، خواهد کامل اثبات

n− ١
t i
∣∣∣EX١١I[|X١١| < εn

١
t ]
∣∣∣ −→ ٠, n −→ ∞.

آن�گاه باشد، αrt < ١ وقت

n− ١
t i
∣∣∣EX١١I[|X١١| < εn

١
t ]
∣∣∣ ≤ εi

∣∣∣EX١١

εn
١
t

I[
|X١١|
n

١
t ε

< ١]
∣∣∣

≤ ε.n.E
|X١١|αrt

(εn( ١
t
))αrt

I[
|X١١|
n

١
t ε

< ١] ≤ (ε)١−αrtn١−αrE|X١١|αrt −→ ٠,

پس است، شده فرض EX١١ = ٠ چون ، αrt ≥ ١ که حالت در و

EX١١I(|X١١| < εn
١
t ) + EX١١I(|X١١| ≥ εn

١
t ) = ٠

|EX١١I(|X١١| < εn
١
t )| = | − EX١١I(|X١١| ≥ εn

١
t )|



۵۴ منف پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای موزون مجموع برای رای هم سرعت .٣

نتیجه در

n− ١
t i
∣∣∣EX١١I[|X١١| < εn

١
t ]
∣∣∣ ≤ (n١−

١
t )
∣∣∣− EX١١I

[
|X١١| ≥ εn

١
t

]∣∣∣
≤ ε.n.

∣∣∣EX١١

εn
١
t

I(
|X١١|
εn

١
t

≥ ١)
∣∣∣ ≤ ε.n.

E|X١١|αrt

(εn
١
t )αrt

≤ (ε)١−αrtn١−αrE|X١١|αrt −→ ٠ , n −→ ∞.

و l(x) = ١ جمله از تغییرپذیر آرام به توابع از بسیاری برای اخیر، نتیجه دو از استفاده با �توان م

یافت. مشابه روابط ، l(x) = log x



۴ فصل

موزون مجموع برای رای هم سرعت
منف �پیوندیm تصادف متغیرهای

مقدمه ١.۴

همبست از ری دی نوع فصل این در شد، بررس منف پیوندی تصادف متغیرهای برای که روابط از پس

نوع این از آرایه�های برای کامل رای هم بررس و تحقیق به و �کنیم م معرف را ١ منف m-پیوندی باعنوان

�پردازیم. م تصادف متغیرهای

متغیرهای برای سطری مستقل آرایه�های بررس به ٣ ارانش هم و کروگلوف آن�ها از پس اران٢و هم و هو

پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�های درباره مطالعات ولودین۴ و هو سال� همان در پرداختند. تصادف

دادند. انجام منف

٢٠٠۶ سال در که قبل نتایج تنها نه که است ۵ اران هم و هوو مطالعات به مربوط فصل این در اصل قضیه

چهار در اثبات جای به که گونه�ای به کردند، بیان آن برای ساده�تر اثبات ه بل داد�ند، گسترش را بود شده ارایه

نموده�اند. اثبات را اصل قضیه قسمت دو در تنها قسمت،

قضایای و لم�ها و کنیم معرف را منف m-پیوندی تصادف متغیرهای بحث ابتدای در که است جا به حال

کنیم. بیان آن پیرامون

از دنباله ی باشد، مثبت صحیح عدد m ≥ ١ کنید فرض اران.٢٠٠٩) هم و هو (چان .١.١.۴ تعریف
١m-Negatively Associated
٢Hu et al(1998)
٣Kruglov et al(2006)
۴Hu & Volodin(2006)
۵Hu et al(2009)



۵۶ منف m-پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای رای هم سرعت .۴

منف پیوندی Xi١, . . . , Xin زیردنباله هرگاه گویند، ۶ منف m-همبسته را {Xn, n ≥ ١} تصادف متغیرهای

است. برقرار |ik − ij | ≥ m ، ١ ≤ k ̸= j ≤ n رابطه i١, . . . , in و n ≥ ٢ هر برای آن در که باشد

پیوندی تصادف متغیرهای از یافته گسترش حالت تصادف متغیرهای بودن منف m-پیوندی ”مفهوم

تصادف متغیرهای با منف m-پیوندی تصادف متغیرهای باشد، m = ١ وقت که طوری به است، منف

٧ بود.” خواهند معادل منف پیوندی

این بر فرض فصل این در کنیم. اشاره مهم ته� ن به است لازم بپردازیم، بحث ادامه به که آن از پیش

طوری به است، {Xni,١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} از نواخت ی شده بریده {Yni,١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} که است

داریم ،δ > ٠ وقت که

Yni = XniI{|Xni| ≤ δ}+ δI{Xni > δ} − δI{Xni < −δ},

منف m-پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای Yniها ، منف پیوندی تصادف متغیرهای دوم ویژگ بر بنا

مورد فصل این اصل قضیه در که کرد خواهیم ثابت را نامساوی�های ٣.٢.۴ و ٢.٢.۴ لم�های در بود. خواهد

�گیرند. م قرار استفاده

پیوندی تصادف متغیرهای از متناه خانواده ی {Xi,١ ≤ i ≤ n} کنید فرض (شائو.٢٠٠٠) .٢.١.۴ لم

و ε > ٠ هر برای آن�گاه ،Bn =
∑n

i=١EXi
٢ و EXi

٢ < ∞ ، ١ ≤ i ≤ n برای و صفر ین میان با منف

است برقرار زیر نامساوی a > ٠

P
{

max
١≤k≤n

∣∣ k∑
i=١

Xi

∣∣ ≥ ε
}
≤ ٢P

{
max
١≤i≤n

∣∣Xi

∣∣ > a
}

+ ۴ exp
{
− ε٢

۴(aε+Bn)

(
١+

٢
٣ ln

(
١+

aε

Bn

))}
.

پیوندی تصادف متغیرهای از متناه خانواده ی {Xi,١ ≤ i ≤ n} کنید فرض (شائو.٢٠٠٠) .٣.١.۴ لم

برای آن�گاه . Bn =
∑n

i=١EXi
٢ و Sk =

∑k
i=١Xi و است متناه دوم گشتاور و صفر ین میان با منف

۶m-Negatively Associated
٧Hu et al(2009)



۵٧ مقدمه .١.۴

داشت خواهیم ٠ < α < ١ و a > ٠ و ε > ٠ هر

P ( max
١≤k≤n

Sk ≥ ε) ≤
[
P ( max

١≤k≤n
Xk > a)

+
١

١− α
exp

(
− ε٢α

٢(aε+Bn)
.
{
١+

٢
٣ ln

(
١+

aε

Bn

)})]
.

متغیرهای از آرایه�ای {Xni,١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} کنید فرض اران.١٩٩٨) هم و (هو .۴.١.۴ قضیه

است: برقرار زیر شرایط δ > ٠ و ε > ٠ هر برای که این� فرض با است، مستقل تصادف

(الف)
∞∑
n=١

cn

kn∑
i=١

P{|Xni| > ε} < ∞,

j ≥ ٢ برای (ب)
∞∑
n=١

cn

( kn∑
i=١

EX٢
niI{|Xni| ≤ δ}

)j
< ∞,

n → ∞ وقت (ج)
kn∑
i=١

EXniI{|Xni| ≤ δ} → ٠.

ε > ٠ هر برای آن�گاه
∞∑
n=١

cnP
{∣∣∣ kn∑

i=١
Xni

∣∣∣ > ε
}
< ∞.

متغیرهای از آرایه�ای {Xni,١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} فرضکنید اران.٢٠٠۶) هم و (کروگلوف .۵.١.۴ قضیه

ε > ٠ هر برای آن�گاه باشند، برقرار قضیه۴.١.۴ در (ب) و (الف) شرایط که طوری به باشد، مستقل تصادف

∞∑
n=١

cnP
{

max
١≤m≤kn

∣∣∣ m∑
i=١

[Xni − E(XniI{|Xni| ≤ δ})]
∣∣∣ > ε

}
< ∞.

تصادف متغیرهای از آرایه�ای {Xni,١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} فرضکنید ولودین.٢٠٠۶) و (هو .۶.١.۴ قضیه

آن�گاه باشند، برقرار ۴.١.۴ قضیه در (ب) و (الف) شرایط که طوری به است، منف پیوندی
∞∑
n=١

cnP
{

max
١≤m≤kn

∣∣∣ m∑
i=١

[Xni − E(XniI{|Xni| ≤ δ})]
∣∣∣ > ε

}
< ∞.
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در فصل این در که فرض بر بنا بود. خواهد برقرار م ح باشد
∑∞

n=١ cn < ∞ اگر که است واضح برهان.

حال است. {Xni,١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} از نوای ی شده بریده {Yni,١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} گرفته�ایم نظر

�کنیم م فرض ١ ≤ m ≤ kn و n ≥ ١ برای

Tm =

m∑
i=١

Yni , Sm =

m∑
i=١

Xni , S′
m =

m∑
i=١

XniI{|Xni| ≤ δ},

A =

kn∩
i=١

{Xni = XniI{|Xni| ≤ δ}} , Ac =

kn∪
i=١

{Xni ̸= XniI{|Xni| ≤ δ}}.

داریم n ≥ ١ هر برای که باشید داشته توجه

P{ max
١≤m≤kn

|Sm − ES′
m| > ε}

= P
{
{ max
١≤m≤kn

|Sm − ES′
m| > ε} ∩Ac

}
+ P

{
{ max
١≤m≤kn

|S′
m − ES′

m| > ε} ∩A
}

≤
kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+ P{ max
١≤m≤kn

|S′
m − ES′

m| > ε}

≤
kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+ P{ max
١≤m≤kn

|Tm − ETm| > ε

٢}

+ P{ max
١≤m≤kn

|(S′
m − Tm)− E(S′

m − Tm)| > ε

٢}

≤
kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+ P{ max
١≤m≤kn

|Tm − ETm| > ε

٢} (S′
m و Tm ذاری جای (با

+ P{ max
١≤m≤kn

δ|
m∑
i=١

[I{Xni > δ} − I{Xni < −δ} − E(I{Xni > δ} − I{Xni < −δ})]| > ε

٢}

≤
kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+ P{ max
١≤m≤kn

|Tm − ETm| > ε

٢} مارکوف) نامساوی بر (بنا

+ CE max
١≤m≤kn

|
m∑
i=١

[I{Xni > δ} − I{Xni < −δ} − E(I{Xni > δ} − I{Xni < −δ})]|

≤
kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+ P{ max
١≤m≤kn

|Tm − ETm| > ε

٢}

+ CE max
١≤m≤kn

m∑
i=١

[I{Xni > δ} − I{Xni < −δ}+ P{Xni > δ}+ P{Xni < −δ}]

≤
kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+ P{ max
١≤m≤kn

|Tm − ETm| > ε

٢}

+ CE

kn∑
i=١

[I{Xni > δ} − I{Xni < −δ}+ P{|Xni| > δ}],



۵٩ مقدمه .١.۴

≤ P{ max
١≤m≤kn

|Tm − ETm| > ε

٢}+ (١+ ٢C)

kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}.

ε > ٠ هر برای دهیم نشان است کاف ،٣.١.٣ قضیه در (الف) شرط بر بنا
∞∑
n=١

cnP{ max
١≤m≤kn

|Tm − ETm| > ε} < ∞.

یرید ب نظر در a > ٠ ، ε > ٠ هر برای .Bn =
∑kn

i=١ V ar(Yni) کنید فرض

N١ = {n : Bn > aε},

N٢ =
{
n :

kn∑
i=١

P{|Xni| > δ} > min{١, aε/(٢δ٢), a/(۴δ)}
}
,

N٣ =
{
n :

kn∑
i=١

EX٢
niI{|Xni| ≤ δ} > min{aε/٢, a٢/١۶}

}
,

N۴ = N − (N٢ ∪N٣).

که آن�جا از و

Bn =

kn∑
i=١

(EY ٢
ni − (EYni)

٢) ≤
kn∑
i=١

EY ٢
ni

= δ٢
kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+
kn∑
i=١

EX٢
niI{|Xni| ≤ δ}, (١.۴)

٣.١.٣ قضیه در (ب) و (الف) شرط بر بنا نتیجه در . N١ ⊆ N٢ ∪N٣ که �دانیم م

∑
n∈N٢∪N٣

cnP{ max
١≤m≤kn

|Tm − ETm| > ε}

≤ (min{١/٢, aε/(۴δ٢), a/(٨δ)})−١
∞∑
n=١

cn

kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}

+ (min{aε/۴, a٢/٣٢})−j
∞∑
n=١

cn

( kn∑
i=١

EX٢
niI{|Xni| ≤ δ}

)j
< ∞,

دهیم نشان است � کاف ∑پس
n∈N۴

cnP
{

max
١≤m≤kn

|
m∑
i=١

(Yni − EYni)| > ε
}
< ∞.



۶٠ منف m-پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای رای هم سرعت .۴

داریم ٢.١.۴ لم بر بنا

∑
n∈N۴

cnP
{

max
١≤m≤kn

|
m∑
i=١

(Yni − EYni)| > ε
}
≤

∑
n∈N۴

cn

[
٢P

{
max

١≤m≤kn
|Yni − EYni| > a

}
+ ۴ exp

{
− ε٢

۴(aε+Bn)

[
١+

٢
٣ ln

(
١+

aε

Bn

)]}]
,

پس است، n /∈ N٣ و n /∈ N٢ چون n ∈ N۴ هر برای که کنید توجه

max
١≤i≤kn

|EYni| ≤ max
١≤i≤kn

E|Yni|

≤ max
١≤i≤kn

(δP{|Xni| > δ}+ E|Xni|I{|Xni| ≤ δ})

≤ δ

kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+
( kn∑

i=١
EX٢

niI{|Xni| ≤ δ}
) ١

٢

≤ δmin{١, aε/(٢δ٢), a/(۴δ)}+ (min{aε/٢, a٢/١۶})
١
٢

≤ a/۴+ a/۴ = a/٢.

و max١≤i≤kn |EYni| ≤ a/٢ ،n ∈ N۴ هر برای که این بر دلالت با

∑
n∈N۴

cn

{
max

١≤i≤kn
|Yni − EYni| > a

}
≤

∞∑
n=١

cnP
{

max
١≤i≤kn

|Yni| > a/٢
}

≤
∞∑
n=١

cn

kn∑
i=١

P{|Xni| > min{δ, a/٢}} < ∞. قضیه(٣.١.٣)) (الف) شرط بر (بنا

دهیم نشان باید ∑درنتیجه
n∈N۴

cn exp
{
− ε٢

۴(aε+Bn)

[
١+

٢
٣ ln

(
١+

aε

Bn

)]}
< ∞.

داشت خواهیم a = ε/(١٢j) فرض با باشد،
∑kn

i=١ P{|Xni| > δ} ≤ ١ و Bn ≤ aε و n ∈ N۴ وقت

∑
n∈N۴

cn exp
{
− ε٢

۴(aε+Bn)

[
١+

٢
٣ ln

(
١+

aε

Bn

)]}
≤

∑
n∈N۴

cn exp
{
− ε٢

٨aε
[
١+

٢
٣ ln

(
١+

aε

Bn

)]}
(Bn ≤ aε (چون

≤ exp{−٣
٢j}

∑
n∈N۴

cn exp
{
− j ln

(Bn + aε

Bn

)}
(a = ε/(١٢j) ,(چون



۶١ منف M-پیوندی تصادف متغیرهای برای کامل رای هم .٢.۴

= C
∑
n∈N۴

cn

(Bn + aε

Bn

)j
≤ C

∑
n∈N۴

cn

(Bn

aε

)j
= C

∑
n∈N۴

cn(Bn)
j

≤ C
∑
n∈N۴

cn

[
δ٢

kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+
kn∑
i=١

EX٢
niI{|Xni| ≤ δ}

]j
≤ C

∑
n∈N۴

cn

{
δ٢j

[ kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}
]j

+
[ kn∑
i=١

EX٢
niI{|Xni| ≤ δ}

]j}

≤ C
∑
n∈N۴

cn

{
δ٢j

kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+
[ kn∑
i=١

EX٢
niI{|Xni| ≤ δ}

]j}

≤
∞∑
n=١

cn

{
δ٢j

kn∑
i=١

P{|Xni| > δ}+
[ kn∑
i=١

EX٢
niI{|Xni| ≤ δ}

]j}
< ∞.

�شود. م کامل قضیه اثبات فرضیات، بر بنا درنتیجه

منف �پیوندیm تصادف متغیرهای برای کامل رای هم ٢.۴

تصادف متغیرهای از متناه خانواده�ای {Xi, i ≥ ١} کنید فرض اران.(٢٠٠٩)) هم و (هو .١.٢.۴ لم

Bn =
∑n

i=١EXi
٢ و Sk =

∑n
i=١Xi وقت باشد، متناه دوم گشتاور و صفر ین میان با منف m-پیوندی

داشت خواهیم ٠ < α < ١ و a > ٠ و x > ٠ و n ≥ m هر برای آن�گاه ،

•

P ( max
١≤k≤n

Sk ≥ x) ≤ m
[
P ( max

١≤k≤n
Xk > a)

+
١

١− α
exp

(
− x٢α

٢m(ax+mBn)
.
{
١+

٢
٣ ln

(
١+

ax

mBn

)})]
,

کل حالت در و •

P ( max
١≤k≤n

|Sk| ≥ x) ≤ ٢m
[
P ( max

١≤k≤n
|Xk| > a)

+
١

١− α
exp

(
− x٢α

٢m(ax+mBn)
.
{
١+

٢
٣ ln

(
١+

ax

mBn

)})]
.

�کنیم: م تعریف باشد، r = [ nm ] و ١ ≤ k ≤ n کنید فرض برهان.

Yi =

{
Xi, ١ ≤ i ≤ n,

٠, i > n.



۶٢ منف m-پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای رای هم سرعت .۴

١ ≤ j ≤ m برای و

S′
mk+j =

k∑
i=٠

Ymi+j .

�دانیم }م
max
١≤k≤n

Sk ≥ x
}
⊂

{
max
٠≤k≤r

S′
mk+١ ≥ x

m

}
∪ . . . ∪

{
max
٠≤k≤r

S′
mk+m ≥ x

m

}
, (٢.۴)

باشیم داشته Y و X تصادف متغیرهای برای که یرید ب نظر در (٢.۴) عبارت درست بررس برای

{max(X + Y ) ≥ K} ⊂ {maxX >
K

٢ } ∪ {maxY >
K

٢ }, (٣.۴)

است این حالات از ی است، X+Y > K که است های ω مجموع (٣.۴) رابطه چپ سمت عبارت

�توان م را (٢.۴) رابطه درست استدلال این با باشد. Y > K
٢ یا X > K

٢ یا Y و X به متعلق های ω در که

گرفت. نتیجه

داریم ε = x
m فرض با و ٣.١.۴ لم از استفاده با هستند منف پیوندی ها Ymi+j چون

P ( max
١≤k≤n

Sk ≥ x) ≤
m∑
j=١

P
(

max
٠≤k≤r

S′
mk+j ≥

x

m

)
≤

m∑
j=١

P
(
max
٠≤i≤r

Ymi+j > a
)

+
١

١− α
exp

{
−

x٢α
m٢

٢(axm +
∑r

i=٠EY ٢
mi+j)

.
[
١+

٢
٣ ln

(
١+

ax
m∑r

i=٠EY ٢
mi+j

)]}
=

m∑
j=١

P
(
max
٠≤i≤r

Ymi+j > a
)

+

m∑
j=١

١
١− α

exp
{
−

x٢α
m٢

٢(axm +
∑r

i=٠EY ٢
mi+j)

.
[
١+

٢
٣ ln

(
١+

ax
m∑r

i=٠EY ٢
mi+j

)]}

≤ mP
(

max
١≤k≤n

Xk > a
)
+

m

١− α
exp

{
−

x٢α
m٢

٢(axm +
∑n

i=١EX٢
i )

[
١+

٢
٣ ln

(
١+

ax
m∑n

i=١EX٢
i

)]}
= mP

(
max
١≤k≤n

Xk > a
)
+

m

١− α
exp

{
− x٢α

٢m(ax+mBn)

[
١+

٢
٣ ln

(
١+

ax

mBn

)]}
.



۶٣ منف M-پیوندی تصادف متغیرهای برای کامل رای هم .٢.۴

متغیرهای از آرایه�ای {Xni,١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} کنید فرض اران.(٢٠٠٩)) هم و (هو .٢.٢.۴ لم

آن�گاه ،δ > ٠ اگر است، منف همبسته -m تصادف

max
١≤i≤kn

|EYni| ≤
[ kn∑
i=١

EX٢
niI(|Xni| ≤ δ)

] ١
٢
+ δ

kn∑
i=١

P (|Xni| > δ). (۴.۴)

برهان.

max
١≤i≤kn

|EYni| ≤ max
١≤i≤kn

E|Yni| = max
١≤i≤kn

E|XniI{|Xni| ≤ δ}+ δI{Xni > δ} − δI{Xni < −δ}|

�کند) م اثر قدرمطلق قسمت روی ریاض (امید

≤ max
١≤i≤kn

{E|Xni|I(|Xni| ≤ δ) + δP (|Xni| > δ)}

≤ max
١≤i≤kn

[EX٢
niI(|Xni| ≤ δ)]

١
٢ +

kn∑
i=١

δP (|Xni| > δ)

≤
[ kn∑
i=١

EX٢
niI(|Xni| ≤ δ)

] ١
٢
+

kn∑
i=١

δP (|Xni| > δ).

متغیرهای از آرایه�ای {Xni,١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} کنید فرض اران.(٢٠٠٩)) هم و (هو .٣.٢.۴ لم

داشت ،خواهیم a = ε
١٢mj گرفتن نظر در با است، منف m-پیوندی تصادف

(m∑kn
i=١ var(Yni)

aε

)ε٢/(۶m[aε+m
∑kn

i=١ var(Yni)])
≤ (

m

aε
)j
( kn∑

i=١
var(Yni)

)j
.

�دهیم: م قرار بررس مورد را حالت دو اثبات برای برهان.

آن�گاه ، m
∑kn

i=١ var(Yni) < aε اگر اول) (حالت

۶maε+ ۶maε > ۶maε+ ۶m(m

kn∑
i=١

var(Yni)),

١٢maε > ۶m[aε+m

kn∑
i=١

var(Yni)],

١
١٢maε

<
١

۶m[aε+m
∑kn

i=١ var(Yni)]
,

بنابراین



۶۴ منف m-پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای رای هم سرعت .۴

(m∑kn
i=١ var(Yni)

aε

)ε٢/(۶m[aε+m
∑kn

i=١ var(Yni)])
≤

(m∑kn
i=١ var(Yni)

aε

)ε٢/(١٢maε)

=
(m∑kn

i=١ var(Yni)

aε

)j
.

آن�گاه ، m
∑kn

i=١ var(Yni) ≥ aε اگر دوم) (حالت

۶maε+ ۶maε ≤ ۶maε+ ۶m(m

kn∑
i=١

var(Yni)),

١٢maε ≤ ۶m[aε+m

kn∑
i=١

var(Yni)],

١
١٢maε

≥ ١
۶m[aε+m

∑kn
i=١ var(Yni)]

,

بنابراین

(m∑kn
i=١ var(Yni)

aε

)ε٢/(۶m[aε+m
∑kn

i=١ var(Yni)])
≤

(m∑kn
i=١ var(Yni)

aε

)ε٢/(١٢maε)

=
(m∑kn

i=١ var(Yni)

aε

)j
.

داشت خواهیم آمد، دست به حالت دو در که روابط اساس بر

(m∑kn
i=١ var(Yni)

aε

)ε٢/(۶m[aε+m
∑kn

i=١ var(Yni)])
≤ (

m

aε
)j
( kn∑

i=١
var(Yni)

)j
.

متغیرهای از آرایه�ای {Xni,١ ≤ i ≤ kn, n ≥ ١} کنید فرض اران.(٢٠٠٩)) هم و (هو .۴.٢.۴ قضیه

باشد: برقرار زیر شرایط که طوری به است، منف m-پیوندی تصادف

(الف)
∞∑
n=١

cn

kn∑
i=١

P{|Xni| > ε} < ∞,



۶۵ منف M-پیوندی تصادف متغیرهای برای کامل رای هم .٢.۴

j ≥ ٢ برای (ب)
∞∑
n=١

cn

( kn∑
i=١

EX٢
niI{|Xni| ≤ δ}

)j
< ∞,

ε > ٠ هر برای آن�گاه
∞∑
n=١

cnP
{

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Xni − EXniI{|Xni| ≤ δ}]
∣∣∣ > ε

}
< ∞.

هستند شده بریده صورت این به δ > ٠ برای Yni کنید فرض برهان.

Yni =


Xni, |Xni| ≤ δ,

+δ, Xni > δ,

−δ, Xni < −δ.

پس بود. خواهد منف m-پیوندی تصادف متغیرهای از آرایه�ای همچنان Yni کنید دقت

P
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Xni − EXniI{|Xni| ≤ δ}]
∣∣∣ > ε

)
,

≤ P
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[
XniI{|Xni| ≤ δ} − EXniI{|Xni| ≤ δ}

]∣∣∣ > ε
)

+ P
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

XniI{|Xni| > δ}
∣∣∣ > ٠

)
شده) بریده Xniهای بر ,(بنا

≤ P
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Yni − EYni] >
ε

٢
)
+ P

(
max

١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[δI{Xni > δ} − δI{Xni < −δ}

− EδI{Xni > δ}+ EδI{Xni < −δ}]
∣∣∣ > ε

٢
)
+

kn∑
i=١

P (|Xni| > δ)

≤ P
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Yni − EYni] >
ε

٢
)
+

kn∑
i=١

P (|Xni| > δ)

+ (
٢δ
ε
)E

{
max

١≤l≤kn

( l∑
i=١

[I{|Xni| > δ}+ P (|Xni| > δ)]
)}

مارکوف) نامساوی ,(بنابر

≤ P
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Yni − EYni]
∣∣∣ > ε

٢
)
+

kn∑
i=١

P (|Xni| > δ)

+ (
٢δ
ε
)
( kn∑

i=١
P (|Xni| > δ) +

kn∑
i=١

P (|Xni| > δ)
)
,

≤ P
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Yni − EYni]
∣∣∣ > ε

٢
)
+

(
١+

۴δ
ε

) kn∑
i=١

P (|Xni| > δ). (۵.۴)



۶۶ منف m-پیوندی تصادف متغیرهای موزون مجموع برای رای هم سرعت .۴

در راست سمت عبارت پس است، برقرار
∑∞

n=١ cn
∑kn

i=١ P{|Xni| > ε} بودن متناه (الف) شرط بر بنا

ε > ٠ هر برای دهیم نشان است کاف تنها است. متناه (۵.۴) رابطه

∞∑
n=١

cnP
(

max
١≤l≤kn

|
l∑

i=١
[Yni − EYni]| > ε

)
< ∞,

که طوری به دارد وجود طبیع اعداد از B و A مجموعه زیر دو و a = ε
١٢mj �کنیم م فرض منظور این به

A =
{
n
∣∣∣ kn∑
i=١

EX٢
niI(|Xni| ≤ δ) <

(a
٣
)٢

,

kn∑
i=١

P (|Xni| > δ) <
a

٣δ
}
,

و

B = N \A.

مارکوف نامساوی بر بنا ، n ∈ B وقت

∑
n∈B

cnP
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Yni − EYni]
∣∣∣ > ε

)
≤

∑
n∈B

cn

[∑kn
i=١EX٢

niI(|Xni| ≤ δ)

(a٣)
٢

]j
+

∑
n∈B

cn

[δ∑kn
i=١ P (|Xni| > δ)

a
٣

]
.

هستند. برقرار قضیه فرض طبق (ب) و (الف) شرط دو زیرا بود، خواهد متناه سری این حاصل که

داریم شود، فرض Bn =
∑kn

i=١ var(Yni) و x = ε و α = ١
٢ اگر ١.٢.۴ لم بر بنا و n ∈ A وقت

∑
n∈A

cnP
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Yni − EYni]
∣∣∣ > ε

)
≤

∑
n∈A

cn

{
٢mP ( max

١≤l≤kn
|Yni − EYni| > a)

+ ۴m exp
[
− ε٢

۴m[aε+m
∑kn

i=١ var(Yni)]

(
١+

٢
٣ ln

(
١+

aε

m
∑kn

i=١ var(Yni)

))]}
,

≤ ٢m
∑
n∈A

cnP
(

max
١≤l≤kn

|Yni| >
a

٣
)

�دهیم) م انجام را کروشه داخل (ضرب

+
∑
n∈A

cn

{
۴m exp

{
− ε٢

۴m[aε+m
∑kn

i=١ var(Yni)]

+
٢
٣
(
− ε٢

۴m[aε+m
∑kn

i=١ var(Yni)]

)
ln
( aε

m
∑kn

i=١ var(Yni)

)}}
= ٢m

∑
n∈A

cnP
(

max
١≤l≤kn

|Yni| >
a

٣
)
+

∑
n∈A

cn۴m exp
{
− ε٢

۴m[aε+m
∑kn

i=١ var(Yni)]

}
+ ۴m

∑
n∈A

cn

(m∑kn
i=١ var(Yni)

aε

)ε٢/۶m(aε+m
∑kn

i=١ var(Yni)) (ln و exp تابع خواص بر ,(بنا
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≤ ٢m
∑
n∈A

cnP
(

max
١≤l≤kn

|Yni| >
a

٣
)
+ ۴m

∑
n∈A

cn

(m∑kn
i=١ var(Yni)

aε

)ε٢/۶m(aε+m
∑kn

i=١ var(Yni))
,

≤ ٢m
∑
n∈A

cn

kn∑
i=١

P (|Xni| > min{δ, a٣}) + ۴m
(m

aε

)j ∑
n∈A

cn

( kn∑
i=١

var(Yni)
)j
(٣.٢.۴ لم و Yniتعریف بر ,(بنا

≤ ٢m
∑
n∈A

cn

kn∑
i=١

P (|Xni| > min{δ, a٣}) + ٢٢
(mj+١

(aε)j

)∑
n∈A

cn

( kn∑
i=١

EX٢
niI(|Xni| ≤ δ)

)j

+ ٢٢(δj+١)
(mj+١

(aε)j

)∑
n∈A

P (|Xni| > δ)
)
< ∞. (Aمجموعه تعریف به .(بنا

قضیه فرض بر بنا (ب) و (الف) شرط دو زیرا بود، خواهد متناه n ∈ A برای سری این حاصل هم باز

آمد دست به که روابط بر بنا پس هستند، برقرار

P
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Xni − EXniI{|Xni| ≤ δ}]
∣∣∣ > ε

٢
)
≤

∞∑
n=١

cnP
(

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Yni − EYni]
∣∣∣ > ε

)

+
(
١+

۴δ
ε

) kn∑
i=١

P (|Xni| > δ) < ∞.

نتیجه در است. برقرار
∑kn

i=١ P (|Xni| > δ) عبارت بودن متناه (الف) شرط بر بنا و
∞∑
n=١

cnP
{

max
١≤l≤kn

∣∣∣ l∑
i=١

[Xni − EXniI{|Xni| ≤ δ}]
∣∣∣ > ε

}
< ∞.
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