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چکیده
یکدیگر از دو فاصله به که طوری به باشند G گراف از راس دو v و u کنید فرض
گراف در بالابریالی یک از منظور باشد. v و uمشترک همسایگی x و باشند گرفته قرار

باشد. می uv یال کردن اضافه و ،xv و ux یال�های حذف G

به بعد فصل�های در که گراف نظریه مقدمات و مفاهیم نامه پایان این اول فصل در
کنیم. می یادآوری را نیازمندیم آن�ها

بررسی کامل طور به را گراف�ها در گری احاطه عدد روی بالابریالی تاثیر دوم فصل در
کرد. خواهیم

مطالعه مورد را گراف یک در کلی گری احاطه عدد روی بالابریالی تاثیرات سوم فصل در
دهیم. می قرار



که آنهایی همه به تقدیم

بدانند بیشتر خواهند می



خدایا...

و تقدیرت فرمان به کامل رضای و توکل با و تو به ایمان به اتکاء با بزرگ! خدای ای
و انسانیت همتای بی علی(ع)، یاد به و گذاشته�ای دوش�ها بر که بزرگی رسالت خاطر به
شنا مرگ دریا�های در عاشقانه و گستاخانه من خلقت، عالم شهید بزرگ حسین، راه به
با و افکنم می در پنجه مرگ اژد�های با و شوم می غرق حوادث طوفان�های در و کنم می
عالم همه�ی مقابل در تو به ایمان به اتکاء با و درم می را کفر و ظلم سینه�ی شهادت شمشیر

می�سایم. خاک به را زمان جبر آهنین، اراده�ی با و ایستم می

آوینی شهید از مناجاتی



سپاس�گزاری...

او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
او، پاك خاندان و محمد بر دورد و سلام و نتوانند گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند

است. وجودشان وامدار وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران
قدردانی و تشکر نهایت راد جعفری نادر دکتر آقای جناب شایسته، و کمالات با استاد از
من بر عرصه این در کمکی هیچ از فروتنی، و حسن�خلق با صدر، سعه کمال در که دارم را

گرفتند. عهده بر را پایان�نامه این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ
کوتاهی بر همواره که عزیزم، مادر از فراوان سپاس و پدرم پاک روان بر بیکران درود با
عرصه�های تمام در و گذشته� غفلت�هایم کنار از کریمانه کشیده، عفو قلم من، درشتی و
همگامی از فراوان سپاس و تقدیر با و بوده�اند من برای بی�چشم�داشت یاوری و یار زندگی
است. بوده دلگرمی�ام مایه و مسیر این در من مشوق همواره که زندگیم همسفر صبوری و

خزائی میترا
١٣٩٢ تیر
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١ فصل

مقدماتی نماد�های و تعاریف

مقدمه ١.١

متشکل نموداری وسیله�ی به راحتی به می�توان را وضعیت�ها از بسیاری ما، اطراف دنیای در
می�کنند، وصل هم به را نقاط این از معینی زوج�های که خطوطی و نقاط از مجموعه�ای از
توانند می زوج�ها بین واصل خطوط و باشند افراد معرف می��توانند نقاط مثلا کرد. توصیف
ارتباط�های معرف خطوط و ارتباطی مراکز است ممکن نقاط یا و باشند دوست�ها معرف

باشند. آن�ها بین
به مفروض نقطه�ی دو آیا که است آن است، توجه مورد بیشتر آن�چه نمودارهایی چنین در

نه؟ یا اند شده وصل هم به خط یک وسیله�ی
است. شده منجر گراف مفهوم پیدایش به مسایلی، چنین وجود

برای و می�پردازیم گراف نظریه�ی اولیه�ی مفاهیم و تعاریف به فصل این اول بخش در
می�دهیم. ارجاع [٢٧] و [٢] مراجع به را خواننده نمی�شود، ذکر اینجا در که دیگر�ی مفاهیم

می�کنیم. معرفی را کلی احاطه�گری و احاطه�گری مفاهیم سوم و دوم بخش�های در

مقدماتی نمادهای و تعاریف ٢.١

ناتهی مجموعه�ی از متشکل ،(V (G), E(G), ψG)مرتب یکسه�تایی Gگراف .١.٢.١ تعریف
یک ،G یال هر به که است ψG وقوع تابع و یال�ها از E(G) مجموعه�ی راس�ها، از V (G)

می�کند. همراه را G راس�های از مجزا) لزوما (نه نامرتب جفت



٣ مقدماتی نمادهای و تعاریف .٢.١

به را u ،e می�گویند آن�گاه ،ψG(e) = uv که قسمی به باشند راس�هایی u, v و یال یک e اگر
انتهایی رئوس شامل که یالی به می�نامند. e انتهای دو را v و u راس�های و می�کند وصل v

می�گویند. طوقه باشد، یکسان

(V (G), E(G)) دوتایی صورت به G گراف می�کنیم فرض پایان�نامه، این سرتاسر در
نظری نمادهای از را G حرف صورت این در است. گراف دهنده�ی نشان G حرف است.
دوتایی نمایش جای به مثلا نرساند. آسیبی مطالب وضوح به اگر البته می�کنیم. حذف

می�کنیم. استفاده (V,E) نمایش از (V (G), E(G))

متناهی گراف باشند، متناهی گراف یال�های و راس�ها مجموعه�ی اگر .٢.٢.١ تعریف
اصطلاح بنابراین می�دهیم. قرار مطالعه مورد را متناهی گراف�های تنها اینجا در است.
بدیهی گراف را راس یک تنها با گرافی می�گیریم. نظر در متناهی گراف معنای به را گراف

می�گوییم. نابدیهی را گراف�ها دیگر و

باشند. یکسان انتهایی رئوس دارای گاه هر می�گوییم، موازی را یال دو .٣.٢.١ تعریف
موازیند. یال�ها زیر شکل در مثلا

..b. a..

موازی یال دو :١.١ شکل

شده متصل یکدیگر به یال یک توسط هرگاه گوییم، مجاور را راس دو .۴.٢.١ تعریف
باشند.

با v راس آن�گاه باشد، e یال انتهایی نقطه�ی ،G گراف یک از v راس اگر .۵.٢.١ تعریف
است. متلاقی e یال

هر با است ممکن راس یک که حالی در است، متلاقی راس دو یا یک با یال، یک همیشه
باشد. متلاقی یال، متناهی تعداد

باشند. متلاقی v مشترک راس یک با هرگاه گوییم، مجاور را یال دو .۶.٢.١ تعریف



۴ مقدماتی نماد�های و تعاریف .١

قسمت باشد. موازی های یال و طوقه فاقد گاه هر نامیم ساده را G گراف .٧.٢.١ تعریف
است. مربوط ساده گراف�های مطالعه�ی به گراف، نظریه�ی عمده�ی

آن و است واقع آن�ها بر v که است G یال�های تعداد ،G در v راس درجه�ی .٨.٢.١ تعریف
△(G) با را G گراف رئوس درجات میان در درجه بزرگترین می�دهیم. نمایش deg(v) با را

می�دهیم. نمایش δ(G) با را درجه کوچکترین و

ومجموعه |V | = n که V رئوس مجموعه با یکگراف G = (V,E) فرضکنید تعریف٩.٢.١.
عبارتست و می�دهیم نشان NG(v) با را v ∈ V باز همسایگی .|E| = m که باشد E یال�های
همسایگی را NG(v) ∪ {v} باشند. مجاور G گراف از v راس با که رئوس، از مجموعه�ای از
آن باشد بحث مورد G گراف اگر می�دهیم. نمایش NG[v] با را آن و نامیده v راس بسته�ی
زیر باز همسایگی می�دهیم. نشان N [v] و N(v) با ترتیب به را بسته و باز همسایگی گاه
N(S) با را آن و می�کنیم تعریف ∪v∈S N(v) صورت به را G گراف رئوس از S مجموعه�ی
نشان N [S] با را آن و نامیده S بسته�ی همسایه�ی را N(S) ∪ S همچنین می�دهیم. نمایش

می�دهیم.

را v١ خصوصی S-همسایگی یک باشد. v ∈ S و S ⊆ V کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف
از است عبارت که می�دهیم نشان pn(v, S) با اشتباه عدم صورت در و pnG(v, S) با

pn(v, S) = N(v) \N(S \ {v}).

یک u می�گوییم صورت این در .N(u) ∩ S = {v} آن�گاه u ∈ pn(v, S) اگر بنابراین
است. v خصوصی همسایگی −S

می�دهیم نشان epn(v, S) با را v٢ خارجی خصوصی S−همسایگی یک .١١.٢.١ تعریف
از است عبارت که

epn(v, S) = pn(v, S) ∩ (V \ S).

می�دهیم نشان ipn(v, S) با را v٣ داخلی خصوصی S−همسایگی یک .١٢.٢.١ تعریف
از است عبارت که

ipn(v, S) = pn(v, S) ∩ S.
١S-private neighborhood
٢external S-private neighborhood
٣internal S-private neighborhood



۵ مقدماتی نمادهای و تعاریف .٢.١

.
∑n

i=١ d(vi) = ٢e داریم v١, · · · , vn راس n و یال e با G گراف هر در [٢] .١٣.٢.١ قضیه

شده متصل یکدیگر به یال یک توسط متمایز راس دو هر آن در که گرافی .١۴.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده کامل گراف باشد،

می�دهیم. نشان Kn با را راسی n کامل گراف یک

می�دهد. نشان را K۶ کامل گراف زیر شکل

.

K۶ کامل گراف :٢.١ شکل

مجموعه�ی زیر دو به آن رئوس مجموعه که است گرافی بخشی دو گراف .١۵.٢.١ تعریف
سر و X در یال�ها تمام سر یک و X ∩ Y = ∅ و X ∪ Y = V که شود افراز چنان Y و X

باشد. Y در آن�ها دیگر

راس هر با X راس هر آن در که Y و X بخش�های با بخشی، دو گراف .١۶.٢.١ تعریف
می�گوییم. کامل بخشی دو گراف را باشد مجاور Y

با را Y و X بخش�های با کامل بخشی دو گراف آن�گاه باشد، |Y | = n و |X| = m اگر
می�باشد. یال mn دارای که می�دهیم نشان Km,n

که کامل دوبخشی گراف تنها نمی�باشد. کامل گراف کامل، بخشی دو گراف هر معمولا
می�باشد. K١,١ است، کامل گرافی

یک در راس هر آن در که است بخشی k گرافی کامل، بخشی k گراف .١٧.٢.١ تعریف
است. مجاور دیگر بخش�های در رئوس تمام با بخش
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می�دهد. نشان را K٣,٣ کامل بخشی دو گراف زیر شکل

..........

K٣,٣ کامل بخشی دو گراف :٣.١ شکل

گراف باشد. k درجه�ی از آن راس هر که است گرافی k−منتظم، گراف .١٨.٢.١ تعریف
n-منتظم گرافی ،Kn,n کامل بخشی دو گراف است. n)-منتظم − ١) گرافی ،Kn کامل

است.

داده، نشان Ḡ با را G گراف متمم باشد، راسی n گرافی ،G کنید فرض .١٩.٢.١ تعریف
در اگر تنها و اگر هستند مجاور Ḡ در v و u مانند راس دو و V (G) = V (Ḡ) که طوری به

نباشند. مجاور G

می�دهد. نشان را آن متمم و G گراف ۴.١ شکل

..... ...

آن متمم و G گراف :۴.١ شکل

H باشیم. داشته را H = (V ′, E′) و G = (V,E) گراف دو کنید فرض .٢٠.٢.١ تعریف
H ابرگراف G می�گوییم صورت این در باشد. E′ ⊆ E و V ′ ⊆ V هرگاه است، G زیرگراف

است.
صورت این در باشد، E′ ̸= E یا V ′ ̸= V دیگر عبات به باشد، H ̸= G اما H ⊆ G اگر

است. G از سره گراف زیر H می�گوییم
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تعداد دقیقا H و G دیگر عبارت به باشد. V = V ′ گاه هر است، G فراگیر گراف زیر H
باشند. داشته یکسان رئوس

گرافی زیر باشد، راس دو حداقل با گراف یک G = (V,E) کنید فرض .٢١.٢.١ تعریف
حذف گراف زیر را باشند، v انتهایی راس شامل که G از یال�هایی و v راس حذف با G از
G یال�های مجموعه از ،e یال حذف از که G از گرافی زیر همچنین می�گوییم. راسی شده�ی

می�گوییم. یالی ی شده حذف گراف زیر را آید بدست ( انتهایی رئوس حذف (بدون

باشد. G در V رئوس مجموعه از ناتهی، ای مجموعه زیر U کنید فرض .٢٢.٢.١ تعریف
U در آن انتهایی راس دو هر که یال�هایی مجموعه و U رئوس مجموعه با ،G از گرافی زیر

می�دهیم. نشان G[U ] با و گوییم U توسط شده القا را باشد،

G گراف از E یال�های مجموعه از ناتهی، مجموعه�ای زیر F کنید فرض .٢٣.٢.١ تعریف
از انتهایی نقطه�ی که رئوس از مجموعه�ای و F یال�های مجموعه با ،G از گرافی زیر باشد.

می�دهیم. نشان G[F ] با و گوییم F توسط شده القا را هستند، F یال�های

صورت به ها ویال رئوس از متناوب ای دنباله ،G گراف در گشت یک .٢۴.٢.١ تعریف
دارای ،ei یال ١ ≤ i ≤ k هر برای که طوری به باشد، می W = v٠e١v١e٢v٢ · · · vk−١ekvk

نیز vk به v٠ از گشت یا گشت، v٠ − vk یک فوق گشت به باشد. vi−١ و vi انتهایی رئوس
رئوس v١, · · · , vk−١ رئوس به و گشت ی پایانه vk به و گشت ابتدای v٠ راس به گوییم. می

گوییم. می گشت طول گشت در موجود های یال تعداد به گوییم. می داخلی

یک در همچنین باشند. متمایز که ندارد لزومی گشت یک پایانه و ابتدا .٢۵.٢.١ تعریف
اگر G گراف از گشت u − v یک در باشند. موجود تکراری های یال است ممکن گشت

گوییم. می باز را گشت باشد، u ̸= v اگر و بسته را گشت باشد، u = v

های راس از ترتیب به که دهد، می نشان را ١٢ طول به بسته گشت یک ۴.١ شکل
گذرد. می (a, b, x, v, y, d, c, y, u, x, a, x, a)

هر برای مثلا می�گویند. بدیهی گشت را نباشد یالی هیچ شامل که گشتی .٢۶.٢.١ تعریف
می�گویند. بدیهی گشت را می�باشد، یال صفر شامل که W = v ،G در v راس

می�گویند. گذر را گشت باشند، متمایز گشت یک در موجود یال�های اگر .٢٧.٢.١ تعریف
گویند. گذر را باشد، تکراری یال فاقد که گشتی دیگر، عبارت به
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بسته گشت :۵.١ شکل

باشند متمایز آن ودرونی ابتدایی رئوس که بدیهی، غیر بسته�ی گذر یک .٢٨.٢.١ تعریف
است. دور یک C = v١v٢, · · · , vnv١ مثال برای می�گویند. دور را

یک می�باشد. یک١−دور طوقه مثال، برای می�گویند. k−دور یک را یال k با دور یک
می�گویند. فرد k−دور یا زوج k−دور یک را باشد، فرد یا زوج k که این به بسته k−دور،

می�دهند. نشان Cn با را راس n با دور یک می�نامند. مثلث غالبا را ٣−دور یک

n با مسیر یک می�گویند. مسیر را باشد متمایز رئوس شامل که گشتی .٢٩.٢.١ تعریف
می�دهند. نشان Pn با را �باشد n− ١ طول به که راس،

نیست. برقرار آن عکس ولی می�شود، محسوب گشت یک و گذر یک مسیر، هر

شامل گشت، u− v هر باشند. G گراف از راس دو v و u کنید فرض [٢] .٣٠.٢.١ قضیه
حذف با W = ue١v١, · · · , vk−١ekv گشت هر در دیگر، عبارت به است. مسیر u − v یک
است، مسیر u−v یک که ،W از P دنباله�ی زیر یک به توان می نیاز مورد یال�های و رئوس

یافت. دست

باشد، داشته وجود v راس به u راس از مسیر یک G گراف یک در اگر .٣١.٢.١ تعریف
است، متصل u به نیز v آن�گاه باشد متصل v به u اگر است. متصل v به u می�گویند آن�گاه

عکس. مسیر با اما

v−w یک W٢ = vf١, · · · , ftw و مسیر u−v یک W١ = ue١, · · · , ekv اگر .٣٢.٢.١ تعریف
گشت u− w یک یکدیگر به مسیر دو این اتصال از آن�گاه باشد، مسیر

گشت این قبل قضیه از استفاده با شود. می حاصل W = ue١, · · · , ekvf١, · · · , ftw

می�باشد. مسیر u− w یک شامل لزوما
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موجود مسیر یک آن راس دو هر بین هر�گاه نامیم همبند را G گراف .٣٣.٢.١ تعریف
بنابراین است. V راس�های مجموعه در ارزی هم رابطه�ی یک مسیر وجود رابطه�ی باشد.
دو هر بین طوری�که به دارد، وجود V١, V٢, · · · , Vw ناتهی مجموعه�های زیر به V از افرازی
باشند. Vi ی مجموعه یک به متعلق دو هر v و u اگر وتنها اگر دارد وجود مسیر v و uراس
یک دقیقا دارای G اگر هستند. G مولفه�های G[V١], G[V٢], · · · , G[Vw] القایی گراف�های زیر

است. ناهمبند G صورت این غیر در است؛ همبند G باشد مولفه

می�دهد. نشان را ناهمبند و همبند گراف�های زیر شکل�های

............

همبند گراف :۶.١ شکل

.....

....

ناهمبند گراف :٧.١ شکل

می�شود. نامیده درخت باشد، دور فاقد که همبندی گراف .٣۴.٢.١ تعریف

در که راسی گوییم. می برگ یک درجه�ی از راس هر به درخت، یک در .٣۵.٢.١ تعریف
دو حداقل با پشتیبان راس هر به دارد. نام ۴ پشتیبان راس باشد، برگ یک همسایگی

گویند. می ۵ قوی پشتیبان راس همسایگی�اش، در برگ
۴Support vertex
۵Strong support vertex
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یک آن برگ�های همه�ی حذف از که است درخت یک پا۶، هزار یک .٣۶.٢.١ تعریف
li که است (l١, · · · , lk) مرتب تایی −k یک هزارپا یک زنجیر کد می�شود. حاصل رشته٧

است. vi مجاور که است برگ�هایی تعداد
عبارت آن کد�زنجیر و است شده داده نشان نیز آن رشته�ی که است هزارپا یک زیر شکل

(٢,١,٣,١,٢,١) از است

................

هزارپا :٨.١ شکل

......

رشته :٩.١ شکل

راس�های رنگبه kتخصیص Gگراف راسی یکk−رنگآمیزی از منظور تعریف٣٧.٢.١.
نباشد. یکرنگ دارای متمایز راسمجاور دو هیچ اگر است سره آمیزی یکرنگ است. G

k تخصیص G طوقه�ی بدون گراف از یالی آمیزی k−رنگ یک از منظور .٣٨.٢.١ تعریف
هیچ اگر است سره فوق آمیزی رنگ مشابه طور به است. G یال�های به ١,٢, · · · , k رنگ،

نباشند. هم�ٰرنگ مجاور یال دو
۶Caterpillar
٧Spine
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گری احاطه ٣.١

علوم همچون مختلف زمینه�های در زیادی کاربرد�ها�ی گراف�ها در ٨ احاطه�گری مفهوم
دارد. · · · و الکترونیکی شبکه�های کامپیوتر،

شهر از مناطقی در آنتن دکل�های نصب برای مخابرات در می�توان آن کاربرد�های جمله از
· · · و نشانی آتش مراکز یا فروشگاه بیمارستان، احداث برای مکان�ها بهترین انتخاب یا و

کرد. اشاره
مورد شطرنج صفحه�ی روی دوجکنیش٩، توسط ١٨۶٢ سال در بار نخستین مفهوم این
بررسی مورد گراف�ها نظریه�ی در نظری بحث یک عنوان به بعد�ها اما گرفت قرار استفاده

است. رسیده چاپ به زمینه این در متعددی مقالات تاکنون و گرفت قرار مطالعه و
قرار جهت نیاز، مورد وزیر مهره�های تعداد کمترین [٢٠]مساله�ی ١٠ بال ١٨۶٢ سال در
و گرفته قرار وزیر یک حمله�ی مورد خانه�ای هر که �قسمی به را شطرنج صفحه�ی روی گرفتن
۵-وزیر مساله�ی به مساله این کرد. مطرح را نباشد دیگری وزیر حمله�ی مورد وزیری هیچ

شد. معروف

شبکه�های از برخی تعیین و گیری تصمیم اتخاذ برای مفیدی ابزار تواند می گری احاطه مفهوم
باشد. سازمانی

منطقه، یک در غذایی مواد فروشگاه�های ایجاد برای می�خواهد شرکت یک کنید فرض مثلا
شرکت این حال، این با دهد. انجام اقداماتی منطقه آن در جمعیت تراکم گرفتن نظر در با
دسترسی حال عین در و برساند حداقل به را نظر مورد فروشگاه�های تعداد که دارد نظر در
فروشگاه حداقل ایجاد با دیگر عبارت به باشد، امکانپذیر فروشگاه به منطقه مردم همه�ی

یابیم. دست نظر مورد هدف به
می�گیریم نظر در گراف رئوس عنوان به را نظر مورد منطقه�ی مختلف نقاط منظور این برای
آن به خطوطی با را دارند دسترسی فروشگاه به که نقاطی تمامی فروشگاه، هر ایجاد با و
می�کنیم. طراحی گرافی و کرده رسم را نظر مورد گراف یال�های ترتیب این به می�کنیم متصل

دهد. پوشش را بیرونی نقاط تمام که هستیم نقاطی تعداد کمترین دنبال به حال
بسیاری و می�باشد پژوهشی جذاب حیطه�های از گراف�ها در گری احاطه نظریه�ی امروزه

٨Dominating
٩De Jacnish

١٠w. w. Rouse Ball
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کتاب دو ١٩٩٨ سال در هستند. وتحقیق مطالعه مشغول خصوص این در پژوهشگران از
رسیده، چاپ به نظریه این رهبران از نفر سه توسط نظریه این پیشرفت�های محتوای
زمینه این در متنوعی باز ومسایل است گشوده نوین ریاضیات روی جدید پنجره�ای که

کرد. مراجعه [١٠] و [٧] مراجع به می�توان بیشتر اطلاعات برای موجودند.
می�باشد، گراف از راس یا یال حذف تاثیر اساس بر گراف�ها بندی دسته مسایل این از یکی

است. شده ها شده بندی�ها دسته برخی به منجر تاکنون که

و |V | = n که V رئوس مجموعه با گراف، یک G = (V,E) کنید فرض .١.٣.١ تعریف
باشد. E یال�های مجموعه

،v ∈ V راس هر برای گاه هر می�نامیم، گر احاطه مجموعه�ی یک را S ⊆ V مجموعه�ی
.|N(v) ∩ S| ≥ ١

نامیده مجموعه آن گری احاطه عدد را Gگراف در گر احاطه مجموعه�ی یک اندازه�ی می�نیمم
یک γ(G) اندازه�ی با G گر احاطه مجموعه�ی یک به می�شود. داده نشان γ(G) با و

می�شود. گفته γ(G)−مجموعه

می�دهد. نشان را نظر مورد گراف گر احاطه مجموعه�ی کوچکترین زیر شکل

.....

γ(G) = ١ :١٠.١ شکل

آن�گاه باشد، راس n با دوری Cn و راس n با مسیری Pn [١٢]اگر .٢.٣.١ قضیه
γ(Pn) = γ(Cn) = ⌈n٣⌉.

.γ(G) ≤ γ(G \ e) ،G گراف در e یال هر برای .٣.٣.١ قضیه

{x, y} ⊆ Sاگر باشد. دلخواهی یال e = xy و مجموعه - γ(G \ e) یک S کنید فرض اثبات.
.γ(G) ≤ γ(G \ e) لذا می�باشد. G برای گر احاطه مجموعه�ی یک S آن�گاه باشد،
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می�باشد. G گراف برای گر احاطه مجموعه�ی یک S وضوح به گاه آن {x, y} ̸⊆ S اگر
.γ(G) ≤ γ(G \ e) لذا

یک S مجموعه�ی ،e = xy یال کردن اضافه با آن�گاه ،y ̸∈ S و x ∈ S اگر نهایت در و
.γ(G) ≤ γ(G \ e) لذا می�باشد. G برای گر احاطه مجموعه�ی

کلی گری احاطه ۴.١

به�طور را مفهوم این اینک کردیم. مطرح را گراف�ها در گری احاطه مفهوم قبل بخش در
می�نامیم. ١١ کلی گر احاطه را آن و می�دهیم، تعمیم G گراف تمام برای گسترده�تر

مساله�ی ١۴ کوکین و داوز١٣، هدتنیمی١٢، ۵-وزیر، مساله حل دنبال به ١٩٨٠ سال در
کردند مطرح [٢] ( گراف در کلی گری احاطه ) عنوان تحت مقاله�ای در را کلی گری احاطه

می�گیرد. قرار بررسی مورد گراف�ها نظریه�ی در گسترده طور به امروزه و
گراف�ها در کلی گری احاطه مورد در که جدیدی تحقیقات مورد در بیشتر اطلاعات برای

کرد. مراجعه [١۴] به می�توان است، شده انجام
فروشگاه ایجاد برای شهر، از مناطقی ساخت برای توان می آن کاربرد�های جمله از
فروشگاه�ها، فروشگاه، به شهر مردم همه�ی دسترسی امکان بر علاوه که طوری به کرد، اشاره

باشند. داشته دسترسی یکدیگر به نیز خود

رئوس از S مانند مجموعه�ای ،G گراف در کلی گر احاطه مجموعه�ی یک .١.۴.١ تعریف
S ⊆ V دیگر عبارت به باشد. مجاور S از راسی با G گراف راس هر که طوری به است، G
|N(v) ∩ S| ≥ ١ ،v ∈ G راس هر برای گاه هر می�گوییم، کلی گر احاطه مجموعه�ی یک را

باشد.

احاطه عدد را Gگراف در کلی گر احاطه مجموعه�ی یک اندازه�ی کوچکترین .٢.۴.١ تعریف
با G کلی احاطه�گر مجموعه�ی یک به می�دهیم. نشان γt(G) با را آن و نامیده G کلی گری

می�شود. گفته γt(G)-مجموعه یک ،γt(G) اندازه�ی

١١Total Dominating
١٢Hedetniemi
١٣Dawes
١۴cockayne



١۴ مقدماتی نماد�های و تعاریف .١

می�دهد. نشان زیر گراف در را کلی گر احاطه مجموعه�ی کوچکترین زیر شکل�

........

γt(G) = ٢ :١١.١ شکل

گاه آن باشد، راسی n دوری Cn و راسی n مسیری Pn اگر [١٢] .٣.۴.١ قضیه
γt(Pn) = γt(Cn) = ⌈n٢⌉

.



٢ فصل

مقدمه ١.٢

دارد، گراف یک گری احاطه مجموعه�ی روی یالی بالابر که تاثیری بررسی به فصل این در
بار نخستین می�شود، نامیده یالی دهنده��ی شکاف همچنین که یالی بالابر عمل می�پردازیم.
هدف شد. مطرح گراف�ها در همبند یال�های مطالعه�ی در [١٩] و [١٨] در لوواز١ توسط

است. گری احاطه مجموعه�ی و یالی بالابر موضوع دو به توجه فصل این مطالعه�ی از
انجام گراف�ها در گری احاطه عدد روی تاثیرگذار عوامل با ارتباط در وسیعی تحقیقات
یک حذف یا افزودن از پس آن�ها گری احاطه عدد که گراف�هایی خصوص به است. شده
،[٢١، ۵، ۴، ١] در توان می را مثال�ها از بسیاری می�یابد. کاهش یا افزایش راس، یا یال

کرد. مشاهده [١۶] و [٣] در می�توان را متعددی نتایج همچنین
افزودن و یال دو حذف از حقیقت در است، یال افزودن و حذف از ترکیبی بالابریالی چون
تغییر روی آن تاثیر مورد در که می�رسد نظر به طبیعی لذا می�شود، حاصل جدید یال یک

گیرد. صورت بررسی�هایی گری احاطه عدد در
باشد، نداشته گری احاطه عدد در تاثیری می�تواند یالی بالابر که می�دهیم نشان دوم بخش در
اساس بر گراف�ها خصوص این در دهد). کاهش یا (افزایش دهد تغییر را آن واحد یک یا

می�شوند. بندی دسته گری احاطه عدد روی یالی بالابر تاثیر
تاثیر G گراف در یالی بالابرهای دهیم نشان که است آن سوم بخش در ما اصلی هدف
وجود یالی بالابر دو ،Gگراف یک در دیگر عبارت به دارند. گری احاطه عدد روی یکسانی

دهد. افزایش را آن دیگری و کاهش را گری احاطه عدد یکی که طوری به ندارد
١Lovasz

١۵



١۶ .٢

مقدماتی نماد�های و تعاریف ٢.٢

به که باشند آن از راس دو v و u و گراف یک G = (V,E) کنید فرض .١.٢.٢ تعریف
منظور باشد. v و u مشترک همسایگی یک x و باشند گرفته قرار یکدیگر از دو فاصله�ی
می�باشد. uv یال کردن اضافه و xv و ux یال�های حذف ،G گراف در یالی بالا�بر یک از

صورت این در می�دهیم. نشان Guv
x با را G در uxv روی یالی بر بالا از حاصل گراف

V (Guv
x ) = V (G)

E(Guv
x ) = (E(G) \ {ux, vx}) ∪ {uv}.

تعریف G در P٣ القایی رئوس همه�ی مجموعه�ی از مسیر�هایی را A(G) .٢.٢.٢ تعریف
مجموعه با A(G) در P٣ دلخواه القایی مسیر هر uxv می�کنیم فرض کلی طور به می�کنیم.

باشد. x مرکزی راس و {u, x, v} رئوس

است عبارت که می�دهیم نشان GoH با را H و G گراف�های تاجی ضرب .٣.٢.٢ تعریف
v از یال�هایی افزودن و ،v ∈ V (G) راس هر برای H گراف افزودن با G از حاصل گراف از

کنید فرض مثلا .H راس هر به

G :
.........

H :
.......

بود. خواهد زیر شکل صورت به GoH صورت این در

.............................................

H و G گراف�های تاجی :١.٢ شکل



١٧ گراف�ها بندی دسته .٣.٢

گراف�ها بندی دسته ٣.٢

یابد، کاهش یابد، افزایش گراف یک گری احاطه عدد که شود موجب می�تواند �یالی بالا�بر
را گراف یک گری احاطه عدد می�تواند �یالی بالا�بر که می�دهیم نشان ابتدا بماند. بی�تغییر یا

دهد. کاهش واحد یک و افزایش واحد یک حداکثر

،uxv ∈ A(G) مسیر هر و G گراف هر برای [٧] .١.٣.٢ قضیه
γ(G)− ١ ≤ γ(Guv

x ) ≤ γ(G) + ١

مجموعه�ی یک S∗ اگر باشد. مجموعه γ(Guv
x ) یک S∗ کنید فرض پایین: کران اثبات.

و γ(G) − ١ ≤ γ(Guv
x ) نتیجه در .γ(G) ≤ γ(Guv

x ) صورت این در باشد، G برای احاطه�گر
برای احاطه�گر مجموعه�ی یک S∗ ∪ {x} صورت این غیر در می��آید. دست به چپ سمت
اثبات چپ سمت و γ(G) − ١ ≤ γ(Guv

x ) لذا .γ(G) ≤ |S∗| + ١ = γ(Guv
x ) + ١ و است G

می�شود.
حالت�های باشد. S ∩ {x, u, v} ̸= ∅ و باشد مجموعه γ(G) یک S کنید فرض بالا: کران

می�گیریم نظر در را زیر

x ∈ S =⇒ S ∩ {x, u, v} = {x} (١.٢)
=⇒ S′ = S ∪ {u} (٢.٢)

v ∈ S =⇒ S ∩ {x, u, v} = {v} (٣.٢)
=⇒ S′ = S ∪ {x} (۴.٢)

u ∈ S =⇒ S ∩ {x, u, v} = {u} (۵.٢)
=⇒ S′ = S ∪ {x} (۶.٢)

و است Guv
x برای احاطه�گر مجموعه�ی یک S′ فوق موارد همه�ی در

γ(Guv
x ) ≤ |S′| = |S|+ ١ = γ(G) + ١.

.γ(Guv
x ) ≤ γ(G) + ١ نتیجه در



١٨ .٢

A(G) در مسیر هر در احاطه�گری مجموعه�ی روی یالی بالابر که تاثیری اساس بر را A(G)
می�کنیم. بندی دسته دارد

به می�شود، گفته مجموعه یک تقسیم�بندی به مجموعه یک ضعیف افراز .٢.٣.٢ تعریف
باشد. تهی است ممکن زیرمجموعه�هایش از بعضی که طوری

می�شود. تقسیم دسته سه به A(G) مجموعه�ی ضعیف افراز G گراف هر برای

a)A+(G) = {uxv ∈ A(G) |γ(Guv
x ) = γ(G) + ١}.

b)A−(G) = {uxv ∈ A(G) |γ(Guv
x ) = γ(G)− ١}.

c)A٠(G) = {uxv ∈ A(G) |γ(Guv
x ) = γ(G)}.

.A(G) = A−(G) هرگاه است بحرانی - γ−l ،G گراف یک .٣.٣.٢ تعریف
.A(G) = A+(G) هرگاه است بحرانی - γ+l ،G گراف یک

.A٠(G) = ∅, A−(G) ̸= ∅, A+(G) ̸= ∅ هرگاه است ناپایدار - γl ،G گراف یک
.A(G) = A٠(G) هرگاه است پایدار - γl ،G گراف یک

.A٠(G) ̸= ∅, A−(G) ̸= ∅, A+(G) ̸= ∅ هرگاه است آمیخته - γl ،G گراف یک

گراف�های کلاس را F٢ بحرانی، - γ−l گراف�های کلاس را F١ گذاری، نماد در راحتی برای
آمیخته - γl گراف�های کلاس را F۴ و پایدار - γl گراف�های کلاس را F٣ بحرانی، - γ+l

می�کنیم. نامگذاری

مسیر هیچ مولفه�ای هیچ در گاه آن باشد A(G) = ∅ ،G گراف یک در اگر .۴.٣.٢ مشاهده
هستند. کامل G مولفه�های تمام لذا شود، اعمال آن بر یالی بالابر که ندارد وجود القایی

باشد. کامل G مولفه�ی هر اگر تنها و اگر است A(G) = ∅ بنابراین

وجود P٣ القایی مسیر یک حداقل و A(G) ̸= ∅ ،G گراف در که می�کنیم فرض بنابراین
دارد.

هستند. تهی ناپایدار - γl گراف�های مجموعه�ی دهیم نشان که است این ما اصلی هدف
خصوصا نیستند. تهی گراف�ها دیگر دسته�ی چهار می�دهیم نشان ابتدا منظور این برای
و A(G) ̸= ∅ که طوری به است موجود G همبند گراف یک دسته هر در که می�دهیم نشان



١٩ گراف�ها بندی دسته .٣.٢

است. ٢ حداقل آن احاطه�گری عدد

طوری به است موجود Gi گراف یک k ≥ ٣ هر و ١ ≤ i ≤ ۴ ،i هر برای [٧] .۵.٣.٢ قضیه
.A(Gi) ̸= ∅ و γ(Gi) = k که

کامل گراف از حاصل گراف ،G = KkoK١ گردایه�ی صورت به را G گراف ( i = ١ اثبات.
صورت این در بگیرید. نظر در ww′ یال افزودن و w راس هر به w′ راس افزودن با Kk

مجموعه�ی یک V (Kk) طرفی از .γ(G) ≥ k لذا است پشتیبان راس یک V (Kk) راس هر
گراف در uxv مسیر حال . γ(G) = k بنابراین . γ(G) ≤ k داریم و است G برای احاطه�گر
داشت خواهیم فوق مسیر روی یالی بالابر اعمال با صورت این در می�گیریم، نظر در را G
برای مثلا .G ∈ F١ نتیجه در است. بحرانی - γ−l گراف یک G لذا .γ(Guv

x ) = γ(G) − ١

داشت. خواهیم را زیر شکل k = ۴

..x . u.....
v

............
=⇒

..x . u.....
v

...........

γ(G) = ۴ γ(Guv
x ) = ٣ :٢.٢ شکل

اعمال با و گیریم می نظر در Cn دور در مسیر یک داریم. را Cn دور که کنید فرض ( i = ٢

اگر ٢.٣.١ قضیه�ی طبق بود. خواهد Cn−١ ∪K١ حاصل شکل فوق، مسیر در یالی بالابر
G := C۵ دور مثلا می�دهد. افزایش را احاطه�گری عدد یالی بالابر گاه آن باشد، n ٣≡ ٠,٢

دور در یالی بالابر اعمال با حال .n ٣≡ ٢ و n = ۵ می�گیریم. نظر ٩.١ شکل در را
داشت خواهیم ٢.٣.١ قضیه�ی طبق طرفی از داشت. خواهیم را Guv

x = C۴ ∪K١ ،G := C۵

.γ(G) = γ(C۵) = ⌈۵٣⌉ = ٢

همچنین
γ(Guv

x ) = γ(C۴) ∪ γ(K١) = ⌈۴٣⌉+ ١ = ٢+ ١ = ٣.

.γ(Guv
x ) > γ(G) لذا



٢٠ .٢

..u.
x

.

v

.......
=⇒

..u.
x

.

v

......

γ(G) = ٢ γ(Guv
x ) = ۴ :٣.٢ شکل

دور در اگر ،٢.٣.١ قضیه�ی طبق .G = C٣k−٢ دهیم می قرار ،k ≥ ٢ برای ( i = ٣

G := C۴ دور مثلا ندارد. احاطه�گری عدد در تاثیری یالی بالابر گاه آن باشد، n ٣≡ ١ ،Cn

فوق دور در یالی بالابر اعمال با حال .n ٣≡ ١ و n = ۴ می�گیریم. نظر ۴.٢ شکل در را
.G ∈ F٣ و γ(Guv

x ) = γ(G) لذا داشت. خواهیم را Guv
x = C٣ ∪K١

..

u

. x.
v
.....

=⇒

..

u

. x.
v
....

γ(G) = ٢ γ(Guv
x ) = ٢ :۴.٢ شکل

،٢.٣.١ قضیه�ی طبق طرفی از
γ(G) = γ(C۴) = ⌈۴٣⌉ = ٢.

γ(Guv
x ) = γ(C٣) + γ(K١) = ⌈٣٣⌉+ ١ = ١+ ١ = ٢.

Kk کامل گراف ،G گراف که می�کنیم فرض ،F۴ در گراف وجود اثبات برای (i = ۴

این در دهیم. می قرار آن مجاور را برگ i ،vi هر برای باشد. {v١, · · · vk} رئوس شامل
V (Kk) راس هر داشت. خواهد را vi مرکز بگیریم نظر در A(G) در که مسیری هر صورت
برای گر احاطه مجموعه�ی یک V (Kk) طرفی از .γ(G) ≥ k لذا است. پشتیبان راس یک

.γ(G) = k بنابراین .γ(G) ≤ k لذا است. G
می�گیریم: نظر در را زیر حالت�های K۴ کامل گراف برای ،uxv ∈ A(G) اینکه فرض با
داشت. خواهیم را زیر شکل صورت این در باشد. X = vi و i = ١ اگر اول) حالت
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....
x
.

v

....

u

.......................
=⇒

....
x
.

v

....

u

......................

γ(G) = ۴ γ(Guv
x ) = ٣ :۵.٢ شکل

داشت. خواهیم را زیر شکل صورت این در باشد. X = vi و i = ٢ اگر دوم) حالت

... v..

x

..
u

.........................
=⇒

... v..

x

..
u

........................

γ(G) = ۴ γ(Guv
x ) = ۴ :۶.٢ شکل

باشند. V (Kk) در v و u رئوس از یکی و i ≥ ٣ اگر دوم) حالت از دیگر نمونه�ای

..v. x........
u

.....................
=⇒

..v. x........
u

....................

γ(G) = ۴ γ(Guv
x ) = ۴ :٧.٢ شکل

خواهیم را زیر شکل صورت این در باشند. برگ دو هر v و u و i ≥ ٣ اگر سوم) حالت
داشت.

... x..... u...
v

.....................
=⇒

... x..... u...
v

....................

γ(G) = ۴ γ(Guv
x ) = ۵



٢٢ .٢

است. G ∈ F۴ نتیجه در .A٠(G) ̸= ∅ و A−(G) ̸= ∅ ،A+(G) ̸= ∅ بنابراین

اصلی هدف ۴.٢

متعلق القایی مسیر�های از خاصیت�هایی مشمول که می�کنیم بیان را لم دو قسمت این در
است. A+ (G) و A−(G) به

وتنها اگر است uxv ∈ A−(G) صورت این در باشد. uxv ∈ A(G) کنید فرض .١.۴.٢ لم
خاصیت�های کلیت از کاستن بدون که طوری به باشد، موجود ،S γ(G)مجموعه�ی یک اگر

باشند موجود زیر

١) x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

یا
٢) x, v ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {u}.

باشد. γ(Guv-مجموعه
x ) یک S∗ و γ(G)مجموعه یک S ،uxv ∈ A−(G) کنید فرض اثبات.

.γ(Guv
x ) = γ(G)− ١ پس است uxv ∈ A−(G) چون

است. G برای احاطه�گر مجموعه�ی یک S∗ صورت این در باشد، S∗ ∩ {x, u, v} = ∅ اگر
.S∗ ∩ {x, u, v} ̸= ∅ بنابراین است. تناقض که γ(G) ≤ |S∗| = γ(G)− ١ لذا

برای احاطه�گر مجموعه�ی یک S∗ صورت این در باشد، {u, v} ⊆ S∗ یا x ∈ S∗ اگر حال
از یکی دقیقا و x ̸∈ S∗ بنابراین می�رسیم. تناقض به قبل مانند و می�شود محسوب G

است. S∗ به متعلق v و u مولفه�های
در باشد، داشته u از متفاوت S∗ در همسایه یک v اگر حال باشد. u ∈ S∗ کنید فرض
تناقض به قبل مانند و می�شود محسوب G برای گر احاطه مجموعه�ی یک S∗ صورت این

.v ∈ epn(u, S∗) لذا می�رسیم.
S = S∗∪{x} بنابراین شود، می احاطه v و u از غیر به دیگری رئوس توسط x و x ̸∈ S∗ چون

که طوری به است γ(G)-مجموعه یک
x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

شود. می اثبات مشابه طور به (٢



٢٣ اصلی هدف .۴.٢

به باشد موجود S γ(G)-مجموعه�ی یک کنید فرض کلیت، از کاستن بدون برعکس)
که طوری

x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

لذا است. Guv
x برای گر احاطه مجموعه�ی یک S \ {x} صورت این در

γ(Guv
x ) ≤ |S| − ١ ≤ γ(G)− ١.

.uxv ∈ A−(G) بنابراین

هر برای گاه آن باشد، uxv ∈ A+(G) اگر است. uxv ∈ A(G) کنید فرض .٢.۴.٢ لم
داریم. را زیر حالت�های از یکی S γ(G)-مجموعه�ی

(الف x ∈ S , S ∩ {u, v} = ∅ , epn(x, S) ∩ {u, v} ̸= ∅.

(ب x ̸∈ S , S ∩ {u, v} ̸= ∅ , N(x) ∩ (S \ {u, v}) = ∅.

.γ(Guv
x ) = γ(G) + ١ لذا باشد. uxv ∈ A+(G) و γ(G)-مجموعه یک S کنید فرض اثبات.

و x ،u رئوس از یک هیچ یا باشند، S به متعلق v و u رئوس از یکی حداقل و x ∈ S اگر
می�باشد. نیز Guv

x برای گر احاطه مجموعه�ی یک S صورت این در نباشند، S به متعلق v
است. تناقض در uxv ∈ A+(G) فرض با که γ(Guv

x ) < |S| = γ(G) لذا و
است. S ∩{u, v} ̸= ∅ گاه آن x ̸∈ S اگر و S ∩{u, v} = ∅ گاه آن باشد x ∈ S اگر بنابراین
epn(x, S) ∩ {u, v} ̸= ∅ می�دهیم نشان .S ∩ {u, v} = ∅ و x ∈ S که این فرض با حال

است.
یک v و u صورت این در باشد. epn(x, S) ∩ {u, v} = ∅ کنید فرض خلف) برهان
w مانند S در دیگری راس با v و u یعنی نیست. x برای خارجی اختصاصی همسایگی
احاطه مجموعه�ی یک S بنابراین می�کند. احاطه را v و u نیز S \ {x} لذا است. مجاور
در uxv ∈ A+(G) فرض با که γ(Guv

x ) ≤ |S| = γ(G) لذا می�شود. محسوب نیز Guv
x برای گر

است. تناقض
N(x) ∩ (S \ {u, v}) = ∅ گاه آن باشد، S ∩ {u, v} ̸= ∅ و x ̸∈ S اگر می�دهیم نشان حال

است.
و u از غیر به x صورت این در باشد. N(x)∩ (S \ {u, v}) ̸= ∅ کنید فرض خلف) برهان
می�کند. احاطه را x نیز S \ {u, v} نتیجه در است. مجاور w مانند S در دیگری راس با v
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با که γ(Guv
x ) ≤ |S| = γ(G) لذا می�باشد. Guv

x برای احاطه�گر مجموعه�ٰی یک S بنابراین
است. تناقض در uxv ∈ A+(G) فرض

ندارد. وجود ناپایدار - γl همبند گراف هیچ [٧] .٣.۴.٢ قضیه

،A+(G) ̸= ∅ لذا باشد. ناپایدار γl همبند گراف یک G کنید فرض خلف) برهان اثبات.
باشد. Q ∈ A+(G) و P ∈ A−(G) کنید فرض است. A٠(G) = ∅ و A−(G) ̸= ∅

می�کنیم. واثبات بیان را ادعا دو ابتدا اثبات ادامه�ی برای

ندارند. مشترک راس دو Q و P .۴.۴.٢ ادعا

در حالت دو باشند. مشترک راس دو با مسیر دو Q و P کنید فرض خلف) برهان اثبات.
می�گیریم. نظر

مرکزی راس و بیرونی رئوس از یکی در Q و P مسیر دو کنید فرض ابتدا اول) حالت
مشترکند.

P = uxv ∈ A−(G)

Q = uxw ∈ A+(G).

به است موجود S γ(G)-مجموعه�ی یک ،١.۴.٢ لم به توجه با است uxv ∈ A−(G) چون
باشد. x, v ∈ S یا x, u ∈ S که طوری

کنید فرض ابتدا
x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

S و uxw برای ٢.۴.٢ لم خاصیتهای از یکی پس است. uxw ∈ A+(G) چون طرفی از
طبق اما است. برقرار ٢.۴.٢ لم از (الف) قسمت پس است x ∈ S چون و است برقرار

است. تناقض که x, u ∈ S طرفی از .S ∩ {u, v} = ∅ ،٢.۴.٢ لم از (الف) قسمت
لذا

x, v ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {u}.

γ(G) اندازه�ی با Guw
x برای احاطه�گر مجموعه�ی یک (S \ {x}) ∪ {u} صورت این در

لذا است.
γ(Guv

x ) ≤ |(S \ {x}) ∪ {u}| = (|S| − ١) + ١ = |S| = γ(G)
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اتفاق اول حالت بنابراین .γ(Guv
x ) ≥ γ(G) و uxw ∈ A+(G) زیرا می�شود ایجاد تناقض که

نمی�افتد.
دارند. بیرونی مشترک رئوس Q و P دوم) حالت

P = uxv ∈ A−(G)

Q = uyv ∈ A+(G).

به است موجود S -مجموعه�ی γ(G)،١.۴.٢ لم به توجه با است، P = uxv ∈ A−(G) چون
باشد. x, v ∈ S یا x, u ∈ S که طوری

کنید فرض ابتدا
x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

عبارت به است γ(G)-مجموعه یک S∗ صورت این در .S∗ = (S \ {x})∪{y} می�دهیم قرار
.|S∗| = γ(G) دیگر

است. برقرار uyv و S∗ برای ٢.۴.٢ لم خاصیت�های از یکی پس ،uyv ∈ A+(G) چون
پس است، y ∈ S∗ چون طرفی از نمی�افتد. اتفاق (الف) وضعیت است u ∈ S∗ چون اما

می�شود. ایجاد تناقض که است نادرست نیز (ب) وضعیت
می�رسیم. تناقض به مشابه طور به نیز باشد، x, v ∈ S که حالتی برای

کاستن بدون است. P۴ = (u, x, v, w) القایی مسیر یک شامل G که می�کنیم فرض بنابراین
کنید فرض کلیت، از

uxv ∈ A−(G)

xvw ∈ A+(G).

به است موجود S γ(G)-مجموعه�ی یک ،١.۴.٢ لم به توجه با است، uxv ∈ A−(G) چون
باشد. برقرار زیر خواص از یکی که طوری

١) x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

٢) x, v ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {u}.

در همسایگی یک w لذا .w ̸∈ S و epn(x, S) = {v} چون باشد. برقرار (١) کنید فرض
γ(G) اندازه�ی با Gxw

v برای گر احاطه مجموعه�ی یک (S \ {x}) ∪ {v} اما دارد. S \ {x}

.γ(Gxw
v ) ≥ γ(G) و xvw ∈ A+(G) زیرا می�شود ایجاد تناقض که γ(Gxw

v ) < γ(G) لذا است.
نمی�افتد. اتفاق (١) حالت بنابراین
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٢.۴.٢ لم خاصیت�های از یکی پس ،xvw ∈ A+(G) چون باشد. برقرار (٢) کنید فرض
در ٢.۴.٢ لم خاصیت دو هر با پس است x, v ∈ S چون اما است. برقرار xvw و S برای
کامل را ۴.۴.٢ ادعای اثبات این و نمی�افتد اتفاق نیز (٢) حالت بنابراین است. تناقض

می�کند.

مجزایند. رئوس از مسیرهایی Q و P .۵.۴.٢ ادعا

در حالت چهار مشترکند. راس یک در حداکثر Q و P ،۴.۴.٢ ادعای به توجه با اثبات.
گیریم. می نظر

P = uxv ∈ A−(G)

Q = abc ∈ A+(G).

(v = a) دارند. بیرونی مشترک راس یک Q و P کنید فرض ابتدا ( اول حالت
به است موجود S γ(G)-مجموعه�ی یک ،١.۴.٢ لم به توجه با است، uxv ∈ A−(G) چون

باشد. برقرار زیر خواص از یکی که طوری
١) x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

٢) x, v ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {u}.

صورت این غیر در چون b ̸∈ S لذا epn(x, S) = {v} داریم ١ طبق باشد. برقرار ١ کنید فرض
.v ̸∈ epn(x, S)

است. برقرار S و vbc برای ٢.۴.٢ لم خاصیت�های از یکی پس است. vbc ∈ A+(G) چون
(S \{x})∪{b} اما باشد. c ∈ S که می�کند ایجاب ٢.۴.٢ لم (ب) خاصیت a, b ̸∈ S چون اما
زیرا می�شود ایجاد تناقض که γ(Gvc

b ) < γ(G) لذا است. Gvc
b برای احاطه�گر مجموعه�ی یک

نمی�افتد. اتفاق (١) حالت بنابراین .γ(Gvc
b ) ≥ γ(G) و vbc ∈ A+(G)

v ∈ S چون و ،vbc ∈ A+(G) طرفی از .x, v ∈ S ،٢ طبق است. برقرار ٢ کنید فرض لذا
.N(b) ∩ (S \ {a, c}) = ∅ و b ̸∈ S ٢.۴.٢ لم (ب) خاصیت طبق لذا است،

به توجه با و دارد، مشترک راس دو uxv با xvb اما .xvb ∈ A(G) و xb ̸∈ E(G) بنابراین
.abc ∈ A−(G) پس دارند، مشترک راس دو vbc و xvb چون و xvb ∈ A−(G) ،۴.۴.٢ ادعای

هستند. بیرونی مشترک راس فاقد Q و P لذا است. تناقض که
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(x = b) دارند. مرکزی مشترک راس یک Q و P کنید فرض دوم) حالت
به است موجود S γ(G)-مجموعه�ی یک ،١.۴.٢ لم به توجه با است، uxv ∈ A−(G) چون

باشد. برقرار زیر خواص از یکی که طوری
١) x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

٢) x, v ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {u}.

٢.۴.٢ لم خاصیت�های از یکی پس است. axc ∈ A+(G) باشد. برقرار ١ کنید فرض ابتدا
است. برقرار ٢.۴.٢ لم (الف) وضعیت پس ،x ∈ S چون اما است. برقرار S و axc برای

لذا
x ∈ S, S ∩ {a, c} = ∅, epn(x, S) ∩ {a, c} ̸= ∅.

است. تناقض که epn(x, S) ∩ {a, c} = ∅ و epn(x, S) = {v} داریم ١ طبق طرفی از
به ١ حالت مشابه نیز صورت این در باشد. برقرار ١.۴.٢ لم ٢ خاصیت کنید فرض حال

هستند. مرکزی مشترک راس فاقد Q و P لذا می�رسیم. تناقض
(x = a) مشترکند. بیرونی و مرکزی راس یک در ترتیب به Q و P کنید فرض ( سوم حالت
به است موجود S γ(G)-مجموعه�ی یک ،١.۴.٢ لم به توجه با است، uxv ∈ A−(G) چون

باشد. برقرار زیر خواص از یکی که طوری

١) x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

٢) x, v ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {u}.

٢.۴.٢ لم خاصیت�های از یکی پس است xbc ∈ A+(G) باشد. برقرار ١ کنید فرض ابتدا
لذا است. برقرار ٢.۴.٢ لم (ب) وضعیت پس ،x ∈ S چون اما است. برقرار S و xbc برای

b ̸∈ S, S ∩ {x, c} ̸= ∅, N(b) ∩ (S \ {x, c}) = ∅.

می�گیریم نظر در را زیر حالت دو حال
c ̸∈ S

.c ∈ S

لذا .N(b) ∩ (S \ {x, c}) = ∅ داریم ٢.۴.٢ لم (ب) خاصیت طبق .c ̸∈ S کنید فرض ابتدا
.epn(x, S) = {v} داریم ١ خاصیت طبق زیرا می�کند ایجاد تناقض که b ∈ epn(x, S)

.N(b) ∩ S = {x, c} داریم گاه آن باشد، c ∈ S اگر
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دو abc با uxb اما است. uxb ∈ A(G) و ub ̸∈ E(G) لذا .x, u ∈ S داریم ١ طبق طرفی از
راس دو xbc و uxb اما .uxb ∈ A−(G) داریم ۴.۴.٢ ادعای طبق لذا دارند. مشترک راس
نمی�دهد. رخ ١ لذا است. تناقض یک این .abc ∈ A−(G) می�کند ایجاب که دارند مشترک

.(x ̸= a) لذا می�رسیم. تناقض به قبل مانند نیز دهد رخ ٢ که حالتی برای
(u = b) مشترکند. مرکزی و بیرونی راس یک در ترتیب به Q و P کنید فرض ( چهارم حالت
به است موجود S γ(G)-مجموعه�ی یک ،١.۴.٢ لم به توجه با است، uxv ∈ A−(G) چون

باشد. برقرار زیر خواص از یکی که طوری

١) x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

٢) x, v ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {u}.

لم خاصیت�های از یکی پس است. auc ∈ A+(G) باشد. برقرار ١ کنید فرض ابتدا
است. برقرار فوق لم اول وضعیت پس ،u ∈ S چون اما است. برقرار S و auc برای ٢.۴.٢

u ∈ S, S ∩ {a, c} = ∅, epn(u, S) ∩ {a, c} ̸= ∅.

طرفی از .aux ∈ A(G) نتیجه در .{ax, cx} ̸∈ E(G) لذا {a, c} ⊆ epn(u, S) چون و
۴.۴.٢ ادعای طبق نتیجه در دارند مشترک راس دو auc و aux چون و ،uxv ∈ A−(G)

نمی�دهد. رخ ١ لذا است. تناقض که abc ∈ A−(G)

پس .abc ∈ A+(G) چون و b = u ̸∈ S صورت این در است. برقرار ٢ کنید فرض حال
لذا است. برقرار ٢.۴.٢ لم (دوم) خاصیت

S ∩ {a, c} ̸= ∅, N(u) ∩ (S \ {a, c}) = ∅.

٢ خاصیت طبق طرفی از است. مجاور S در c و a رئوس از یکی با حداقل u یعنی این و
است. تناقض که epn(x, S) = {u} داریم

می�شود. اثبات ۵.۴.٢ ادعای ترتیب این به و مجزایند رئوس از مسیرهایی Q و P لذا

می�پردازیم. اصلی قضیه�ی اثبات ادامه�ی به حال

می�گیریم. نظر در مجزا رئوس از مسیر دو اثبات.
p = uxv ∈ A−(G)

Q = abc ∈ A+(G).
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مسیر دو در رئوس بین ی فاصله A−(G) ∪ A+(G) در مسیرها تمام میان در که طوری به
باشد. می�نیمم فوق

راس اولین را y باشد. Q در راس هر و P در راس هر بین مسیر کوتاه�ترین R کنید فرض
P در راس هر با y لذا باشد. مجاور P در راس یک با که طوری به می�گیریم، نظر در R در
دو که است A−(G) در P٣ القایی مسیر بیرونی راس یک y دیگر عبارت به است. مجاور
A−(G) و A+(G) بین مسیر کوتاه�ترین A−(G) در y شامل P٣ لذا دارد. P با مشترک راس

است. تناقض در Q و P انتخاب با که است
Q در راس هر مجاور R در راس هر مشابه طور به و ،P در راس هر مجاور R در راس هر

است.
مجاور z و w که طوری به باشند موجود Q در z راس یک و P در wراس یک که کنید فرض
مسیر این کند. می ایجاد P٣ در القایی مسیر یک r ∈ R که wrz صورت این در نباشند.
و است A−(G) و A+(G) بین مسیر کوتاه�ترین که است A+(G) یا A−(G) به متعلق القایی

می�رسیم. تناقض به Q و P انتخاب با مورد دو هر در
است. ١ طول به R بنابراین است. Q در راس هر مجاور P در راس هر لذا

است موجود S γ(G)-مجموعه�ی یک ،١.۴.٢ لم به توجه با .uxv ∈ A−(G) کنید فرض حال
که طوری به

١) x, u ∈ S, |N(x) ∩ S| ≥ ٢, epn(x, S) = {v}.

برقرار S و abc برای ٢.۴.٢ لم خاصیت�های از یکی پس است، abc ∈ A+(G) چون اما
v ̸∈ epn(x, S) لذا است. a, b, c ∈ S رئوس از یکی حداقل فوق، لم خاصیت��های طبق است.

ندارد. وجود γl-ناپایدار همبند گراف هیچ لذا است. تناقض که



٣ فصل

مقدمه ١.٣

گراف یک کلی گری احاطه مجموعه�ی روی یالی بالا�بر که تاثیری بررسی به فصل این در
انجام مطالعات است. آمده عمل به [٨] و [٧] در زمینه این در مطالعاتی می�پردازیم. دارد
کلی گری احاطه عدد که شود موجب می�تواند یالی بالابر که است آن از حاکی [٧] در گرفته

یابد. کاهش واحد یک یا افزایش واحد یک یا بماند، ثابت گراف یک
نخستین یال هر افزودن اثر بر گراف یک کلی گری احاطه کاهشعدد زمینه�ی در یالی، بالابر
١٢،١١] در کامل�تر طور به بعد�ها مفهوم این شد. مطرح ،[٢۴] در ١ مروه واندر توسط بار

گرفت. قرار وتحقیق مطالعه مورد [ ٢٣، ١٨، ١٧، ١۴، ١٣،
توسط راس، هر حذف اثر بر گراف یک کلی گری احاطه عدد کاهش زمینه�ی در تحقیقاتی
گراف�ها این ویژگی است. شده انجام ،[١٠] در مروه واندر ۴و هنینگ هاینز٣، گودارد٢،

است. شده بیان [٢۵، ٢۴، ٢٣ ] در
یال هر حذف اثر بر آن�ها کلی گری احاطه عدد که گراف�هایی مورد در [٧] در نویسندگان
باقی تغییر بدون یال هر حذف اثر بر آن کلی گری احاطه عدد که گراف�هایی و می�یابد تغییر

داده�اند. انجام مطالعاتی بماند،
بدون یال هر افزایش اثر بر آن�ها کلی گری احاطه عدد که گراف�هایی مورد در نیز [٨] در

است. گرفته صورت مطالعاتی بماند، باقی تغییر
گراف یک کلی احاطه�گری مجموعه�ی روی یالی بالابر تاثیر مورد در فصل این در

١Van der Merwe
٢Goddard
٣Haynes
۴Henning

٣٠



٣١ مقدماتی نماد�های و تعاریف .٢.٣

شامل که همبندی گراف�های به را خود توجه میان، این در می�دهیم. انجام مطالعاتی
احاطه مجموعه�ی چون این بر علاوه می�کنیم. معطوف هستند، P٣ القایی مسیر یک حداقل
تاثیر از پس که G گراف�های به لذا نشده، تعریف مجزا رئوس با گراف یک برای کلی گری
G در P٣ القایی مرکز دیگر عبارت به می�پردازیم. نباشد، مجزا رئوس دارای بالابریالی هر
است. مثلث یک در مشمول G در ٢ درجه�ی از راس هر بنابراین ندارد. ٢ درجه�ی از راس

است. گراف�هایی چنین از خانواده�ای l

مقدماتی نماد�های و تعاریف ٢.٣

یکدیگر از دو فاصله�ی به که باشد آن از راس دو v و u و گراف، یک G = (V,E) کنید فرض
همانند .dG(x) ≥ ٣ که طوری به باشد v و u مشترک همسایگی یک x و باشند گرفته قرار
کردن اضافه و xv و ux یال�های حذف ،Gگراف یک در یالی بالا�بر یک از منظور قبل فصل

که طوری به می�باشد. uv یال
V (Guv

x ) = V (G).

E(Guv
x ) = (E(G) \ {ux, vx}) ∪ {uv}.

گراف یک کلی گری احاطه عدد روی یالی بالابر تاثیرات ٣.٣

افزایش، گراف یک کلی گری احاطه عدد شود موجب می�تواند گراف یک در یالی بالابر یک
بماند. بی�تغییر یا کاهش،

رئوس شامل S مجموعه�ی و γt(G) = ۵ که می�کنید مشاهده ١.٣ شکل در مثال برای
گری احاطه عدد تغییرات مختلف مسیرهای روی یالی بالابر اعمال با است. u, x, v, w, z

می�دهیم. نشان را کلی



٣٢ .٣

..x.

v

.

u

.

z

.....

w
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a

.

b

................

G گراف :١.٣ شکل

فوق مسیر روی یالی بر بالا اعمال با و می�گیریم نظر در ١.٣را شکل در uxv مسیر ابتدا
می�شود. حاصل زیر شکل ١.٣ شکل در

..x.

v

.

u

.

z

.....

w

..................

Guv
x گراف :٢.٣ شکل

است. u, z, w, v رئوس شامل S مجموعه�ی .γt(Guv
x ) = ۴ صورت این در

داشت. خواهیم را زیر شکل شکل١.٣، در zxv مسیر روی یالی بالابر اعمال با حال

..x.

v

.

u

.

z

.....

w

..................

Gvz
x گراف



٣٣ گراف یک کلی گری احاطه عدد روی یالی بالابر تاثیرات .٣.٣

است. x, u, z, w, v رئوس شامل S مجموعه�ی و γt(Gzv
x ) = ۵ صورت این در

داریم ١.٣ شکل در avb مسیر روی یالی بالابر اعمال با نهایت در

..x.

v

.

u

.

z

.....

w

..

a

.

b

...............

۴.٣ شکل :٣.٣ شکل

است. x, u, w, z, a, b رئوس شامل S مجموعه�ی و γt(Gab
v ) = ۶ صورت این در

مرکزی راس که طوری به ،G در P٣ القایی رئوس همه�ی مجموعه�ی را A(G) .١.٣.٣ تعریف
می�کنیم. تعریف باشد داشته ٣ حداقل درجه

باشد. A(G) در P٣ القایی مسیر هر uxv می�کنیم فرض فصل این در

روی گراف یک کلی گری احاطه عدد روی یالی بالابر که تاثیری اساس بر .٢.٣.٣ تعریف
مجموعه�ی ضعیف افراز برای قبل فصل مانند مشابهی تعریف دارد، A(G) در مسیر هر

می�دهیم. ارائه A(G)

a)A+(G) = {uxv ∈ A(G) |γt(Guv
x ) > γt(G)}.

b)A−(G) = {uxv ∈ A(G) |γt(Guv
x ) < γt(G)}.

c)A٠(G) = {uxv ∈ A(G) |γt(Guv
x ) = γt(G)}.

احاطه عدد که شود موجب می�تواند G گراف یک در یالی بالابر که می�دهیم نشان ابتدا
یابد. افزایش واحد ٢ حداکثر و کاهش، واحد حداکثر١ گراف یک کلی گری

،uxv ∈ A(G) مسیر هر و G گراف هر برای [١٠] .٣.٣.٣ قضیه
γt(G)− ١ ≤ γt(G

uv
x ) ≤ γt(G) + ٢.



٣۴ .٣

مجموعه�ی یک S اگر باشد. مجموعه - γt(G
uv
x ) یک S کنید فرض پایین: کران اثبات.

پس γt(G) − ١ ≤ γt(G) چون .γt(G) ≤ |S| = γt(G
uv
x ) گاه آن باشد، G برای کلی احاطه�گر

می�آید. دست به چپ سمت نامساوی و γt(G)− ١ ≤ γt(G
uv
x )

یک S ∪ {x} گاه آن نباشد G برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک S اگر صورت این غیر در
لذا است. G برای کلی گر احاطه مجموعه�ی

γt(G) ≤ |S|+ ١ = γt(G
uv
x ) + ١.

می�شود اثبات پایین کران و
چند باشد. w ∈ N(x) \ {u, v} و دلخواه مجموعه - γt(G) یک S کنید فرض بالا: کران

. می�گیریم نظر در حالت
شکل می�توان آن�گاه باشد. S = {x, u, v} یعنی باشد. {u, v} ⊆ S و x ∈ S اگر ( اول حالت
روی یالی بالابر اعمال با و گرفته نظر در را uxv ∈ A(G) مسیر حال گرفت. نظر در را ۵.٣

..x. v.u .....

w

.......

G گراف :۴.٣ شکل

مجموعه�ی یک S′ = {x, u, v, w} صورت این در داشت. خواهیم را زیر شکل فوق مسیر

..x. v.u .....

w

......

Guv
x گراف :۵.٣ شکل

لذا است. Guv
x برای کلی گر احاطه



٣۵ گراف یک کلی گری احاطه عدد روی یالی بالابر تاثیرات .٣.٣

.|S′| = |S|+ ١ و S′ = S ∪ {w}

نتیجه در
γt(G

uv
x ) ≤ |S|+ ١ = γt(G) + ١.

گرفت. نظر در را زیر شکل می�توان گاه آن باشد S ∩ {u, v} = {u} و x ∈ S اگر دوم) حالت
شکل فوق شکل در uxv مسیر روی یالی بالابر اعمال با حال .S = {x, u} صورت این در

..x. v.u ...

w

.....

G گراف :۶.٣ شکل

برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک S′ = {x, u, v, w} صورت این در داشت. خواهیم را زیر

..x. v.u ...

w

....

Guv
x گراف :٧.٣ شکل

لذا است. Guv
x

.|S′| = |S|+ ٢ و S′ = S ∪ {v, w}

نتیجه در
γt(G

uv
x ) ≤ |S|+ ٢ = γt(G) + ٢.

گرفت. نظر در را زیر شکل می�توان گاه آن باشد. S∩{u, v} = {v} و x ∈ S اگر سوم) حالت
شکل فوق شکل در uxv مسیر روی یالی بالابر اعمال با حال .S = {x, v} صورت این در
برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک S′ = {x, u, v, w} صورت این در داشت. خواهیم را زیر



٣۶ .٣

..x. v.u .

w

.......

G گراف :٨.٣ شکل

..x. v.u ...

w

....

Guv
x گراف :٩.٣ شکل

لذا است. Guv
x

.|S′| = |S|+ ٢ و S′ = S ∪ {u,w}

نتیجه در
γt(G

uv
x ) ≤ |S|+ ٢ = γt(G) + ٢.

چهارم) حالت
این در گرفت. نظر در را زیر شکل می�توان گاه آن باشد. S ∩ {u, v} = ∅ و x ∈ S اگر

..x. v.u .

w

...

G گراف :١٠.٣ شکل



٣٧ گراف یک کلی گری احاطه عدد روی یالی بالابر تاثیرات .٣.٣

را زیر شکل فوق شکل در uxv مسیر روی یالی بالابر اعمال با حال .S = {x,w} صورت
Guv

x برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک S′ = {x, u, v, w} صورت این در داشت. خواهیم

..x. v.u .

w

..

Guv
x گراف :١١.٣ شکل

لذا است.
.|S′| = |S|+ ٢ و S′ = S ∪ {u,w}

نتیجه در
γt(G

uv
x ) ≤ |S|+ ٢ = γt(G) + ٢.

می�شود مشاهده موارد همه�ی در
γt(G

uv
x ) ≤ |S|+ ٢ = γt(G) + ٢.

می�شود. اثبات بالا کران بنابراین

می�کنیم. عنوان ٣.٣.٣ قضیه�ی کران�های برای مثال�هایی زیر در
زیرا است. پایین کران برای مثالی باشد، k ≥ ٣ و H = Kk که G = HoK١ گراف گردایه�ی
از .γt(G) ≥ |V (H)| = k لذا است G در پشتیبان راس یک V (H) راس هر فوق گردایه در
.γt(G) = k بنابراین .γt(G) ≤ k لذا است G برای کلی �گر احاطه یکمجموعه�ی V (H) طرفی
v یا u رئوس از یکی و x راس و باشد uxv ∈ A(G) فوق گردایه�ی در که کنید فرض حال
است. Guv

x برای کلی �گر احاطه یکمجموعه�ی V (H)\{x}صورت این در باشد. H به متعلق
γt(G

uv
x ) ≥ k − ١ لذا است. پشتیبان راس k − ١ شامل Guv

x طرفی از γt(Guv
x ) ≤ k − ١ لذا

داشت. خواهیم k = ۴ برای مثلا .γt(Guv
x ) = k − ١ = γt(G)− ١ بنابراین



٣٨ .٣

..x . u.....
v

............
=⇒

..x . u.....
v

...........

γt(G) = ۴ γt(G
uv
x ) = ٣

١٢.٣ شکل

بالا کران برای مثالی
مسیر هر برای و γt(G) = ٢ صورت این در .n ≥ ۴ که G = K١,n−١ کنید فرض

.γt(G
uv
x ) = ۴ ،uxv ∈ A(G)

داشت. خواهیم را زیر شکل و G = K١,۴ صورت این در باشد. n = ۵ کنید فرض مثلا

..x.
w

.

v

.

u

.

z

....

G گراف :١٣.٣ شکل

از یکی دلخواه به و x راس شامل می�نیمم گر احاطه مجموعه�ی و γt(G) = ٢ گراف این در
بود. خواهد برگ�ها

فوق مسیر روی یالی بالابر اعمال با و می�گیریم نظر در را uxv ∈ A(G) دلخواه مسیر حال
داشت. خواهیم را زیر شکل

..x.
w

.

v

.

u

.

z

...

Guv
x گراف :١۴.٣ شکل



٣٩ گراف یک کلی گری احاطه عدد روی یالی بالابر تاثیرات .٣.٣

دلخواه به و x, u, v رئوس شامل می�نیمم گر احاطه مجموعه�ی و γt(G) = ۴ فوق شکل در
بود. خواهد z یا w رئوس از یکی

�پردازد. می A−(G) توصیف به زیر قضیه�ی

uxv ∈ A−(G) باشد. uxv ∈ A(G) و تنها راس فاقد G کنید فرض [١٠] .۴.٣.٣ قضیه
که طوری به باشد موجود S ی مجموعه -γt(G) اگر تنها و اگر است

.x ∈ S الف)
.|S ∩ {u, v}| ≥ ١ ب)

.|N(x) ∩ (S \ {u, v})| ≥ ١ ج)
.Pn(x, S) ⊆ {u, v} د)

.Pn(x, S) ⊆ {v} گاه آن v ̸∈ S و u ∈ S اگر ه)
.Pn(x, S) ⊆ {u} گاه آن v ∈ S و u ̸∈ S اگر و)

نمادگذاری در راحتی برای .γt(Guv
x ) = γt(G)−١ لذا باشد. uxv ∈ A−(G) فرضکنید اثبات.

.H := Guv
x می��دهیم قرار

یا x ∈ S∗ اگر باشد. دلخواه γt(H)-مجموعه�ی یک S∗ کنید فرض .γt(G) = γt(H) + ١ لذا
محسوب G برای کلی �گر احاطه مجموعه�ی یک S∗ صورت این در باشد، S∗ ∩ {u, v} = ∅

S∗∩{u, v} ̸= ∅ و x ̸∈ S∗ بنابراین تناقضاست. که γt(G) ≤ γt(H) = γt(G)−١ لذا می�شود.
.|S∗ ∩ {u, v}| ≥ ١ لذا است.

در باشد، داشته u از متفاوت S∗ در همسایگی یک v اگر حال باشد. u ∈ S∗ کنید فرض
لذا می�شود. محسوب G برای کلی �گر احاطه مجموعه�ی یک S∗ صورت این

است. تناقض که γt(G) ≤ |S∗| = γt(G)− ١

.NH(v) ∩ S∗ = {u} لذا است. v مجاور که است S∗ در راسی تنها u کنید فرض حال
از یک هیچ مجاور x و است H برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک S∗ چون طرفی از

.N(x) ∩ (S∗ \ {u, v}) ̸= ∅ لذا نیست، H در v و u رئوس
لذا است. G برای کلی �گر احاطه مجموعه�ی یک S .S = S∗ ∪ {x} می�دهیم قرار حال

γt(G) ≤ |S| = |S∗|+ ١ = γt(H) + ١ = γt(G).

S∗ برای که خاصیت�هایی و است γt(G)-مجموعه یک S بنابراین .γt(G) = |S| نتیجه در
.|N(x)∩(S\{u, v})| ≥ ١ و |S∩{u, v} ≥ ١| و x ∈ S یعنی است. برقرار نیز S برای شد برقرار

شد. اثبات iii و ii و i لذا



۴٠ .٣

است S∗ در راسی تنها u چون و x ̸∈ S∗ و است H برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک S∗

هیچ با و می�شوند احاطه x توسط که هستند G در رئوسی تنها v و u لذا است، v مجاور که
بنابراین و pnG(x, S) ⊆ {u, v} داریم G گراف در رو این از نمی�شوند. احاطه دیگری راس

شود. می اثبات (iv) خاصیت
خاصیت نتیجه در و v ∈ pnG(x, S) و u ∈ S صورت این در باشد NH(v) ∩ S∗ = {u} اگر

می�شود. نقض (v) خاصیت باشد، v ∈ S اگر و می�شود نقض (vi)
می�شود احاطه x از متفاوت S∗ در راسی با u راس و ،u ∈ S صورت این در v ̸∈ S اگر
لذا pnG(x, S) ⊆ {u, v} چون طرفی از .u ̸∈ pnG(x, S) مجموعه، به x راس افزودن با پس

می�شود. اثبات (v) خاصیت و pnG(x, S) = {v}

چون .v ̸∈ PnG(x, S) مشابه طور به و است v ∈ S صورت این در u ̸∈ S اگر نهایت، در
می�شود. اثبات (vi) خاصیت ترتیب این به و PnG(x, S) = {u} لذا ،PnG(x, S) ⊆ {u, v}

طوری به است موجود S γt(G)-مجموعه�ی کنید فرض است کافی اثبات برای ( برعکس
و x ∈ S داریم (ii) و (i) خاصیت طبق باشد. برقرار G گراف در (vi) تا (i) خاصیت که
می�دهیم قرار باشد. u ∈ S کنید فرض است. S به متعلق v و u رئوس از یکی حداقل
استفاده با است. H برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک Sx می�دهیم نشان و Sx = S \ {x}

احاطه H در Sx توسط که رئوسی تنها که می�رسیم نتیجه این به (iv) و (iii) خاصیت�های از
هستند. v و u رئوس نمی�شوند،

می�شود. احاطه H در v راس توسط u راس پس u ∈ S چون آن�گاه باشد، v ∈ S اگر
احاطه v و x از متفاوت H در راسی توسط u راس ،(v) خاصیت طبق گاه آن ،v ̸∈ S اگر
مجموعه�ی یک Sx لذا می�شوند. احاطه H در Sx توسط v و u مورد دو هر در می�شود.

نتیجه در است. H برای کلی �گر احاطه
γt(H) ≤ |Sx| = |S| − ١ = γt(G)− ١.

است. uxv ∈ A−(G) بنابراین

گراف�ها بندی دسته ۴.٣

یک کلی گری احاطه عدد روی یالی بالابر که است تاثیری کشف بخش این عمده�ی هدف
و A(G) ̸= ∅ که است G همبند گراف�های از خانواده�ای l که می�کنیم یادآوری دارد. گراف
طریق به را l گراف�های خانواده�ی است. مثلث یک در مشمول G در ٢ درجه�ی از راس هر



۴١ F١ خانواده .۵.٣

می�کنیم. دسته�بندی زیر

داریم. را زیر تعاریف باشد، γt(G) = k که G ∈ l گراف هر برای .١.۴.٣ تعریف
.A(G) = A−(G) هرگاه می�گوییم، -بحرانی k−l ،G گراف یک به
.A(G) = A٠(G) هرگاه می�گوییم، -پایدار kl ،G گراف یک به

.A٠(G) = ∅ و A−(G) ̸= ∅ ،A+(G) ̸= ∅ هرگاه می�گوییم، -ناپایدار kl ،G گراف یک به
.A٠(G) ̸= ∅ و A−(G) ̸= ∅ A+(G) ̸= ∅ هرگاه می�گوییم، -آمیخته kl ،G گراف یک به

.A(G) = A+(G) هرگاه می�گوییم، -بحرانی k+l ،G گراف یک به

احاطه�گری عدد که طوری به دارد وجود گراف یک دسته پنج هر در که می�دهیم نشان
خاصیت همچنین ما نیستند. ∅ ،l در گراف�ها دسته پنج رو این از است. ۴ حداقل آن

می�کنیم. اثبات مختلف دسته�های در را گراف�ها
را زیر مشاهده�ی است، مثلث یک در مشمول l خانواده�ی در ٢ درجه���ی از راس هر چون

داریم.

ندارد. ٢ درجه�ی از راس ،l در بخشی دو گراف هیچ .٢.۴.٣ مشاهده

کلاس را F٢ بحرانی، - K−
l گراف�های همه�ی کلاس را F١ نمادگذاری، در راحتی برای

Kl گراف�های کلاس را F۴ ناپایدار، - Kl گراف�های کلاس را F٣ پایدار، - Kl گراف�های
می�گیریم. نظر در بحرانی - K+

l گراف�های کلاس را F۵ و آمیخته -

F١ خانواده ۵.٣

می�دهیم. قرار بررسی مورد را بحرانی - k−l یا F١ خانواده�ی قسمت این در

.γt(G) = k که طوری به دارد وجود G ∈ F١ گراف k ≥ ٣ هر برای [١٠] .١.۵.٣ قضیه

این در کنیم تعریف KkoK١ گردایه�ی صورت به را G اگر قبل، مباحث به توجه با اثبات.
.G ∈ F١ لذا است. بحرانی - K−

l یک G و γt(G) = k صورت

.δ(G) ≥ ٣ گاه آن باشد، بخشی دو گراف یک ،G ∈ F١ اگر .٢.۵.٣ قضیه

هیچ ٢.۴.٣ مشاهده�ی به توجه با باشد، بخشی دو گراف یک ،G ∈ F١ کنید فرض اثبات.
برگ G دهیم نشان است کافی رو این از ندارد. ٢ درجه���ی از راس l در دوبخشی گراف



۴٢ .٣

می�کنیم. استفاده خلف برهان از منظور این برای ندارد.
A(G) ̸= ∅ چون باشد. w همسایه�ی x و باشد داشته w برگ یک G کنید فرض خلف) برهان
داریم (iii) ،۴.٣.٣ قضیه�ی طبق مجزاست. w از که دارد u مانند همسایه یک xپس است،

.|N(x) ∩ (S \ {u,w})| ≥ ١

یک G چون .v ∈ N(x) \ {u,w} کنید فرض است. ٣ درجه�ی از حداقل x ،G گراف در لذا
بگیرید. نظر در را uxv ∈ A(G) است. مستقل G در N(x) بنابراین است، دوبخشی گراف
لذا است. Guv

x در x همسایگی در برگ یک w باشد. مجموعه -γt(Guv
x ) یک S کنید فرض

احاطه مجموعه�ی یک S اما .x ∈ S می�کند ایجاب که است Guv
x در پشتیبان راس یک x

G ∈ F١ طرفی از .γt(G) ≤ |S| = γt(G
uv
x ) بنابراین می�شود. محسوب نیز G برای کلی �گر

.δ(G) ≥ ٣ لذا دارد. تناقض که است

F٢ ی خانواده ۶.٣

می�دهیم. قرار بررسی مورد را پایدار - kl یا F٢ خانواده�ی قسمت این در

.γt(G) = k که طوری به است موجود G ∈ F٢ گراف ،k ≥ ۴ هر برای [١٠] .١.۶.٣ قضیه

V (Kk) و γt(G) = k صورت این در می�کنیم. تعریف KkoK٢ گردایه�ی را G گراف اثبات.
یکتاست. مجموعه�ی -γt(G) یک

٢ درجه�ی از x همسایه�ی v و ux ∈ E(Kk) که طوری به باشد، uxv ∈ A(G) کنید فرض حال
دیگری و V (Kk) یکی که می�شود ایجاد γt(Guv

x ) دو و γt(Guv
x ) = γt(G) = k بنابراین باشد.

.γt(G) = k و G ∈ F٢ لذا .(V (Kk) \ {x}) ∪ {v}

این برای ندارد. وجود درختی هیچ Kl-ناپایدار خانواده�ی در که داد خواهیم نشان ما
می�کنیم. شروع لم یک با منظور

ندارد. قوی پشتیبان راس هیچ G آن�گاه باشد، G ∈ F٢ اگر .٢.۶.٣ لم

داشته x مانند قوی پشتیبان راس یک G و باشد G ∈ F٢ کنید فرض خلف) فرض اثبات.
γt(Guv-مجموعه

x یک( S کنید فرض باشند. x همسایگی در برگ دو v و u که طوری به باشد
برای کلی �گر احاطه مجموعه�ی یک (S \{u, v})∪{x} لذا .{u, v} ⊆ S صورت این در باشد.
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یک ،G ∈ F٢ که این به توجه با اما .γt(G) ≤ |S| − ١ = γt(G
uv
x ) − ١ نتیجه در است G

می�شود. ایجاد تناقض

ندارد. وجود درخت F٢ خانواده�ی در [١٠] .٣.۶.٣ قضیه

و v١v٢ · · · vr که طوری به باشد. داشته وجود T درخت کنید فرض خلف) برهان اثبات.
پشتیبان راس هیچ ،T درخت قبل، لم به توجه با باشد. T در مسیر طولانی�ترین ،(r ≥ ٢)

مشاهده�ی با که .dT (v٢) = ٢ لذا نیست. قوی پشتیبان راس یک v٢ خصوص به ندارد. قوی
است. تناقض در ٢.۴.٣

F۴ و F٣ خانواده ٧.٣

قرار بررسی مورد را آمیخته - Kl یا F۴ و ناپایدار - Kl یا F٣ خانواده�ی قسمت این در
هستند. ناتهی گراف�ها از خانواده این می�دهیم نشان و می�دهیم

.γt(G) = k که طوری به است موجود G ∈ F٣ گراف ،k ≥ ۴ هر برای [١٠] .١.٧.٣ قضیه

V (Ck) هر صورت این در می�کنیم. تعریف (k ≥ ۴) ،CkoK١ گردایه�ی را G گراف اثبات.
مجموعه�ی شامل ،Gگراف در کلی �گر احاطه مجموعه�ی هر و است G در پشتیبان راس یک
لذا است. G برای کلی احاطه�گر مجموعه�ی یک V (Ck) اما .γt(G) ≥ k لذا است. V (Ck)

.γt(G) = k بنابراین .γt(G) ≤ k

در حالت دو باشد. uxv ∈ A(G) کنید فرض منظور این برای .G ∈ F٣ می�دهیم نشان حال
می�گیریم. نظر

.γt(Guv
x ) = γt(G) + ١ حالت این در باشد. Ck دور در مسیر یک uxv اول) حالت
حالت این در باشد. x همسایگی در برگ یک v و ux ∈ E(Ck) دوم) حالت

و G ∈ F٣ لذا .A٠(G) = ∅ و A−(G) ̸= ∅ و A+(G) ̸= ∅ بنابراین .γt(Guv
x ) = γt(G) − ١

.γt(G) = k

.γt(G) = k که طوری به است موجود G ∈ F۴ گراف ،k ≥ ٣ هر برای [١٠] .٢.٧.٣ قضیه

پشتیبان راس یک همسایگی در برگ دو حذف با ،KkoK٣ گردایه�ی را G گراف اثبات.
یک v١ که طوری به باشد V (Kk) = {v١, v٢, · · · , vk} کنید فرض می�کنیم. تعریف G در قوی



۴۴ .٣

کنید فرض می�نامیم. u١ را آن که باشد، اش همسایگی در برگ یک فقط با G در راس
نظر در را زیر شکل توان می هستند. G گراف در v٢ همسایگی در دیگر برگ دو w٢ و u٢

گرفت.

... v٢..

v١

.

u١

. w٢..
u٢

.
u١

.......................

١۵.٣ شکل

یک V (Kk) طرفی از .γt(G) ≥ k لذا است. G در قوی پشتیبان راس یک V (Kk) راس هر
.γt(G) = k نتیجه در .γt(G) ≤ k داریم که است G برای کلی �گر احاطه مجموعه�ی

صورت این در
γt(G

u٢w٢
v٢ ) = γt(G) + ٢ و γt(Gu٢v١

v٢ ) = γt(G) ،γt(Gu١v٢
v١ ) = γt(G)− ١.

.γt(G) = k و G ∈ F۴ لذا .A٠(G) ̸= ∅ و A+(G) ̸= ∅ ،A−(G) ̸= ∅ بنابراین

F۵ خانواده ٨.٣

می�دهیم. قرار بررسی مورد را بحرانی -K+
l یا F۵ خانواده�ی قسمت این در

.γt(G) = k که طوری به است موجود G ∈ F۵ گراف ،k ≥ ۴ هر برای [١٠] .١.٨.٣ قضیه

کنید فرض .l ≥ ٢ و k = ٢l یعنی باشد. زوج k که می�گیریم نظر در را حالتی ابتدا اثبات.
حداقل درجه�ی از آن رئوس که باشد زیر شکل در شده داده نشان گراف Hi ،١ ≤ i ≤ l برای

هستند. ٢
..ei.

ci

.

di

.

bi

.

ai

..................

١۶.٣ شکل



۴۵ F۵ خانواده .٨.٣

به شود. حاصل {eiai+١ |١ ≤ i ≤ l} یال�های افزودن با ∪l
i=١Hi از G گراف کنید فرض

داشت. خواهیم را زیر شکل و l = ٣ آن�گاه باشد k = ۶ اگر مثال عنوان

..e١ .

c١

.

d١

.

b١

.

a١

.................. ..e٢.

c٢

.

d٢

.

b٢

.

a٢

.................. .. e٣.

c٣

.

d٣

.

b٣

.

a٣

...................

١٧.٣ شکل

باشد. مجموعه - γt(G) یک S و B = ∪l
١{bi} و A = ∪l

١{ai} کنید فرض
یک در کلی گر احاطه مجموعه�ی هر چون و است G در قوی پشتیبان مجموعه�ی یک A∪B

مجموعه�ی یک A∪B طرفی از .A∪B ⊆ S پس است پشتیبان رئوس همه�ی شامل گراف
نتیجه در .S = A ∪B لذا .S ⊆ A ∪B داریم که است G برای کلی احاطه�گر

γt(G) = |S| = |A ∪B| = ٢l = k.

یکتاست. مجموعه�ی - γt(G) یک S بنابراین
uxv ∈ A(G) کنید فرض .G ∈ l لذا ندارد ٢ درجه�ی از راسی هیچ G چون دیگر سوی از
پشتیبان رئوس S رئوس uxv انتخاب از صرفنظر باشد. مجموعه - γt(G

uv
x ) یک S∗ و باشد

.γt(G) ≤ γt(G
uv
x ) و S ⊆ S∗ لذا هستند. Guv

x در
یک S مجموعه�ی و S = S∗ لذا باشد. γt(G) = γt(G

uv
x ) کنید فرض خلف) فرض

یکمجموعه�ی S مجموعه�ی دلخواه، uxv هر برای که است واضح است. مجموعه - γt(Guv
x )

لذا .γt(Guv
x ) > γt(G) بنابراین است. تناقض این و نمی�باشد Guv

x برای کلی گر احاطه
.γt(G) = k و G ∈ F۵

برای کنید فرض .l ≥ ٢ و k = ٢l+١ یعنی باشد. فرد k که می�گیریم نظر در را حالتی حال
باشد. زیر شکل در شده داده نشان گراف Hi ،١ ≤ i ≤ l − ١
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..ei.

ci

.

di

.

bi

.

ai

..................

١٨.٣ شکل

از F گراف و باشد (٣,٣,٣) کد و P٣ = (x, y, z) رشته�ی با هزارپا یک H∗ کنید فرض
به شود. حاصل {eiai+١(modl) | ١ ≤ i ≤ l− ٢} ∪ {el−١x} یال�های افزودن با H∗ ∪ (∪l−١

١ Hi)

داشت. خواهیم را زیر شکل صورت این در باشد. l = ٢ کنید فرض مثال عنوان

..e١.

c١

.

d١

.

b١

.

a١

.................. ..

x

.

y

.

z

....................

١٩.٣ شکل

-γt(F ) یک D و Z =
∪l−١
١ {bi} و Y =

∪l−١
١ {ai} ،X = {x, y, z} کنید فرض فوق، شکل در

X ∪Y ∪Z ⊆ D لذا هستند. F در قوی پشتیبان رئوس مجموعه Z و Y و X باشد. مجموعه
در .D ⊆ X ∪ Y ∪ Z لذا است F برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک X ∪ Y ∪ Z همچنین

داریم و X ∪ Y ∪ Z = D نتیجه
γt(F ) = |D| = |x ∪ Y ∪ Z| = ٢l + ١ = k.

یکتاست. مجموعه�ی -γt(F ) یک D لذا
D∗ و uxv ∈ A(F ) کنید فرض .F ∈ l پس ندارد ٢ درجه�ی از راسی هیچ F چون طرفی از
F uv
x در پشتیبان رئوس D رئوس ،uxv انتخاب از صرفنظر باشد. مجموعه - γt(D

uv
x ) یک

.γt(F ) ≤ γt(F
uv
x ) و D ⊆ D∗ لذا هستند.

یک D مجموعه�ی و D = D∗ لذا γt(F ) = γt(F
uv
x ) کنید فرض خلف) برهان

یکمجموعه�ی D مجموعه�ی دلخواه، uxv هر برای که است واضح است. مجموعه -γt(F uv
x )
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F ∈ F۵ لذا .γt(F uv
x ) > γt(F ) بنابراین تناقضاست. این و نمی�باشد F uv

x برای کلی احاطه�گر
.γt(F ) = k و

در دلخواه مجموعه�ی - γt(G) را S باشد. V = V (G) و ،G ∈ F۵ کنید فرض .٢.٨.٣ لم
است. برقرار زیر ویژگی�های بگیرید. نظر

از یک هیچ گاه آن باشند ٢ حداقل درجه�ی از G[S] در مجاوری رئوس v و u اگر الف)
ندارند. خارجی اختصاصی -همسایگی S ،v و u همسایگی

است. {P٢, P٣, P۴} به متعلق ،G[S] مولفه�ی هر ب)
هستند. کامل گراف�های ،G[V \ S] مولفه�های ج)

دارد. S در همسایه دو حداکثر ،V \ S در راس هر د)
V \ S در v همسایه�ی هر گاه آن باشد، داشته S در همسایه دو v ∈ V \ S راس یک اگر ه)

است. مجاور S در فوق راس دو با نیز

خلف) برهان باشند. ٢ حداقل درجه�ی از مجاوری رئوس v و u کنید فرض الف) اثبات.
فرض کلیت از کاستن بدون دارند. خارجی اختصاصی همسایگی S یک v یا u کنید فرض

است. wuv ∈ A(G) بنابراین .w ∈ epn(u, S) کنید
که γt(Gvw

u ) ≤ |S| = γt(G) لذا است. Gvw
u برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک S طرفی از

.epn(u, S) = epn(v, S) = ∅ لذا است. بحرانی - K+
l یک G زیرا است تناقض

C∗ دور شامل که طوری به باشد G[S] در دلخواه مولفه�ی یک C کنید فرض ب) اثبات
ندارد. خارجی اختصاصی همسایگی S ،V (C∗) در راسی هیچ قبل قسمت به توجه با است.
فرض دارد. داخلی اختصاصی همسایگی S یک C∗ در راس هر ،S بودن مینیمال فرض با
wuv ∈ A(G) صورت این در باشد. w ∈ ipn(u, S) و C∗ در مجاوری رئوس v و u کنید
به توجه با که γt(Gvw

u ) ≤ γt(G) لذا است. Gvw
u برای کلی احاطه�گر مجموعه�ی یک S است.

دارد. تناقض است، G ∈ F۵ که این
که طوری به ،x مانند راس یک شامل C کنید فرض است. درخت یک C مولفه�ی بنابراین
یک S و uxv ∈ A(G) باشد. C در x با مجاور راس دو v و u کنید فرض باشد. dc(x) ≥ ٣

G ∈ F۵ چون طرفی از .γt(Guv
x ) ≤ γt(G) لذا است. Guv

x برای کلی گر احاطه مجموعه�ی
دارد. تناقض است

راس پنج با مسیر یک C اگر است. مسیر یک C کند می ایجاب که ،δ(C) = ٢ بنابراین
همسایگی S یک باید مسیر این راس سومین ،S گرفتن نظر در مینیمال با باشد، بیشتر یا
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C ∈ {P٢, P٣, P۴} لذا تناقضاست. در (الف) قسمت با که باشد. داشته خارجی اختصاصی
می�باشد.

نباشد. کامل که طوری به باشد G[V \S] در مولفه�ای B کنید فرض خلف) فرض ج) اثبات
{u, x, v} ⊆ V (B) که طوری به بگیرید، نظر در فوق مولفه�ی در را uxv ∈ A(G) مسیر حال
با که γt(Guv

x ) ≤ γt(G) لذا است. نیز Guv
x برای کلی احاطه�گر مجموعه�ی یک S باشد.

ایجاب که نیست، P٣ القایی مسیر هیچ شامل B مولفه�ی لذا است. تناقض در G ∈ F۵

است. کامل B می�کند
قسمت به توجه با باشد. |N(v) ∩ S| ≥ ٣ که طوری به ،v ∈ V \ S کنید فرض د) اثبات
S در v همسایه�ی ٢ حداقل پس است. P۴ یا P٣ ،P٢ صورت به ،G[S] مولفه�ی هر (ب)
احاطه مجموعه�ی یک S صورت این در نباشند. مجاور که طوری به دارد وجود y و x مانند
بنابراین است. تناقض در G ∈ F۵ با که γt(Gxy

v ) ≤ γt(G) لذا است. Gxy
v برای کلی گر
.|N(v) ∩ S| ≤ ٢

u ∈ V \S باشد. S در v همسایگی یک w و |N(v)∩S| = ٢ و v ∈ V \S کنید فرض ه) اثبات
مجاور w و u کنید فرض حال .uv ∈ E(G) لذا است، کامل G[V \S] چون بگیرید، نظر در را
کلی گر احاطه مجموعه�ی یک S گیریم. می نظر در را uvw ∈ A(G) صورت این در نباشد.

.uw ∈ E(G) بنابراین است. تناقض که γt(Guw
v ) ≤ γt(G) لذا است. نیز Guw

v برای

دلخواه مجموعه�ی - γt(G) یک S و مثلث فاقد گرافی ،G ∈ F۵ کنید فرض .٣.٨.٣ نتیجه
است. برقرار G گراف در زیر خاصیت�های سپس باشد.

است. مولفه - P٣ یا مولفه، - P٢ یک G[S] مولفه�ی هر الف)
است. مستقل مجموعه�ی یک V (G) \ S ب)

به C (ب)، ٢.٨.٣ لم به توجه با باشد. G[S] در مولفه�ای C کنید فرض الف) اثبات اثبات.
C در مسیر یک xyzw و C = P۴ کنید فرض است. {P٢, P٣, P۴} مسیرهای از یکی صورت
dG(y) ≥ ٣ بنابراین ندارد. ٢ ی درجه از راس G لذا است، مثلث فاقد G ∈ F۵ چون باشد.
نمی�باشد مجاور x و z با y′ باشد. y همسایگی یک y′ ∈ V \ S کنید فرض حال باشد. می
برای کلی �گر احاطه مجموعه�ی یک S .y′yz ∈ A(G) بنابراین است. مثلث فاقد G زیرا
یا C = P٢ بنابراین است. تناقض در G ∈ F۵ با که γt(Gy′z

y ) ≤ |S| = γt(G) لذا است Gy′z
y

است. C = P٣

{x, y} ⊆ V \ S که طوری به باشد موجود xy ∈ E(G) کنید فرض خلف) (فرض ب) اثبات
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یک S چون است. K٢ کامل گراف یک {x, y} ⊆ G[V \ S] ،٢.٨.٣ لم به توجه با باشد.
از y و x پس می�شوند. احاطه S توسط y و x لذا است G برای کلی گر احاطه مجموعه�ی
dG(y) ≥ ٣ و dG(x) ≥ ٣ بنابراین است، مثلث فاقد G چون و هستند ٢ حداقل درجه�ی
راس دو توسط y و x راس دو می�گیریم نتیجه (ه)، و (د) ٢.٨.٣ لم به توجه با می�باشد.
پس دارد. تناقض که است مثلث شامل G می�کند ایجاب که می�شوند احاطه S در یکسان

است. مستقل مجموعه�ای V \ S

G ∈ F۵ است. مثلث فاقد که باشد l در گراف یک G کنید فرض [١٠] .۴.٨.٣ قضیه
باشد. برقرار زیر خواص از یکی اگر وتنها اگر است

باشد. ۴ حداقل مرتبه�ی از ستاره یک G الف)
باشد. i, j ≥ ٢ که طوری به ،(i, j) کد و P٢ رشته�ی با هزارپا یک G ب)

باشد. j ≥ ١ و i, h ≥ ٢ که طوری به ،(i, j, h) کد و P٣ رشته�ی با هزارپا یک G ج)

نشان نباشد. ستاره G و G ∈ F۵ کنید فرض کنیم. اثبات طرف یک از کافیست اثبات.
فرض ندارد. ٢ درجه�ی از راس G لذا است مثلث فاقد G است. هزارپا یک G می�دهیم
مولفه�ی دو C٢ و C١ و ناهمبند G[S] که طوری به باشد، مجموعه - γt(G) یک S کنید
v ∈ V \ S راس یک با u مانند C١ از راس یک حداقل لذا است، همبند G باشند. G[S]
است، مثلث فاقد G چون و است مجاور نیز C٢ از راس یک با v همچنین است، مجاور
لذا .N(v) ⊆ S پس است Vمستقل (G) \ S قبل نتیجه�ی به توجه با می�باشد. d(v) ≥ ٣ لذا
حداکثر V \ S در راس (هر ،٢.٨.٣ لم به توجه با که است مجاور S در راس ٣ حداقل با v

است. همبند G[S] لذا است. تناقض در دارد.) S در همسایه ٢
مجموعه یک V \S طرفی از می�باشد. G[S] = P٣ یا G[S] = P٢ ،٣.٨.٣ نتیجه�ی به توجه با
V \ S در راس هر و ندارد ٢ درجه�ی از راس لذا است، مثلث فاقد G چون و است مستقل
با هزارپا یک G گاه آن نیست، ستاره G چون باشد، G[S] = P٢ اگر است. G در برگ یک
یک G[S] آن�گاه باشد G[S] = P٣ اگر می�باشد. ،i, j ≥ ٢ که طوری به (i, j) کد و P٢ رشته�ی
راس G چون و می�باشد |epn(z, S)| ≥ ١ و |epn(x, S)| ≥ ١ که طوری به است. xyz مسیر
هزارپا یک G لذا هستند. ٣ حداقل درجه�ی از ،S در رئوس همه�ی لذا ندارد ٢ درجه�ی از

می�باشد. j ≥ ١ و i, h ≥ ٢ که طوری به ،(i, j, h) کد و P٣ رشته�ی با

آن�گاه باشد، F۵ در n مرتبه�ی از ،(r ≥ ٣) منتظم - r گراف یک G اگر [١٠] .۵.٨.٣ قضیه
.γt(G) < ٢n

r+١ و است زوج γt(G)
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مولفه یک را B باشد. مجموعه - γt(G) یک S و گراف یک G = (V,E) کنید فرض اثبات.
.P ≥ ١ که B = Kp است. کامل B (ج)، ٢.٨.٣ لم طبق بگیرید. نظر در G[V \ S] در
S طرفی از است. مجاور S در راس ٢ با حداکثر V \ S در راس هر (د)، ٢.٨.٣ لم طبق
S در راس یک با حداقل V \ S در راس هر لذا است G برای کلی احاطه�گر مجموعه�ی یک

.B = Kr یا B = Kr−١ بنابراین است. مجاور
A ∈ {P٢, P٣, P۴} (ب)، ٢.٨.٣ لم به توجه با باشد. G[S] در مولفه�ای A کنید فرض حال

است.
همسایگی یک b لذا است، r ≥ ٣ چون باشد. A در مسیر یک abcd و A = P۴ کنید فرض
است xbc ∈ A(G) صورت این غیر در چون است، مجاور c با x دارد. V \ S در x مانند
است. Gxc

b برای کلی احاطه�گر مجموعه�ی یک S فوق، مسیر روی یالی بالابر اعمال با و
N(x) ∩ S = {b, c} و xc ∈ E(G) لذا است. تناقض در G ∈ F۵ با که γt(Gxc

b ) ≤ γt(G) لذا
و C = Kr−١ است. x شامل که باشد G[V \ S] در ای مولفه C کنید فرض حال می�باشد.
که می�باشد dG(b) ≥ r+١ صورت این در است. مجاور c و b راس دو با V (C) در راس هر

است. تناقض
می�گیریم. نظر در G در مسیر یک را abc صورت این در باشد. A = P٣ می�کنیم فرض لذا
غیر در چون .xc ∈ E(G) دارد. V \ S در x مانند همسایگی یک b لذا است، r ≥ ٣ چون
مجموعه�ی یک S فوق، مسیر روی یالی بالابر اعمال با و است xbc ∈ A(G) صورت این
مجاور S در c و b راس دو دقیقا با x و xc ∈ E(G) لذا است. Gxc

b برای کلی گر احاطه
می�گیریم. نظر در x شامل مولفه�ای را B حال .N(x) ∩ S = {b, c} دیگر عبارت به است

می�باشد. A = P٢ لذا است. تناقض که می�باشد dG(b) ≥ r + ١ و B = Kr−١

لذا است، K٢ از مجزایی مسیرهای شامل G[S] و است G[S] در دلخواهی مولفه�ی A چون
داریم و است زوج γt(G)

|[S, V \ S]| = (r − ١)|S|. (١.٣)

لذا است. مجاور S در راس دو با حداکثر V \ S در راس هر ،٢.٨.٣ لم طبق و
|[S, V \ S]| ≤ ٢|V \ S| = ٢(n− |S|). (٢.٣)

داریم (٢.٣) و (١.٣) از و
(r − ١)|S| ≤ ٢(n− |S|).
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r|S| − |S| ≤ ٢n− ٢|S| −→ |S| ≤ ٢n
r + ١ .

نیست. برقرار تساوی دهیم می نشان حال
دو دقیقا با ،V \S در راس هر صورت این در باشد. γt(G) = ٢n

r+١ کنید فرض خلف) فرض
همسایه�ی دو u٣ و u٢ و ،V \ S در دلخواه راس یک x کنید فرض است. مجاور S در راس
٢.٨.٣ لم طبق .X١ = Kr−١ لذا می�گیریم. نظر در x شامل مولفه�ای را X١ باشد. S در x

باشد. می N(v) = (V (X١) \ {v}) ∪ {u٢, u٣} ،v ∈ V (X١) هر برای (ه)،
A(G) = ∅ و کامل گرافی G صورت این در است. G = Kr+١ آن�گاه باشد u٢u٣ ∈ E(G) اگر

.u٢u٣ ̸∈ E(G) لذا .A(G) ̸= ∅ و G ∈ l زیرا می�شود ایجاد تناقض که است
- P٢ ،u٣u۴ و u١u٢ لذا باشد. مجاور u۴ با u٣ و ،u٢ با u١ ،G[S] در که کنید فرض

هستند. G[S] در مولفه�هایی
هیچ باشد. y شامل G[V \ S] در مولفه�ای X٢ و u۴ با مجاور y ∈ V \ S کنید فرض حال
S در y دیگر همسایه�ی u۵ کنید فرض .X١ ̸= X٢ لذا نمی�باشد u۴ با مجاور ،X١ در راسی
این ادامه�ی با است. مجاور u۵ و u۴ راس دو با ،V (X٢) در راس هر و ،X٢ = Kr−١ باشد.
همچنین داد. نمایش ،t ≥ ٢ که S = {u١, · · · , u٢t} صورت به توان می را S رئوس روند

G[V \ S] مولفه�های و هستند G[S] در مولفه�هایی P٢،u٢i−١u٢i ،i = ١, · · · , t برای
برای و Xi = Kr−١ ،i هر برای که طوری به می�شوند، داده نمایش X١, · · · , Xt وسیله�ی به

می�باشد. مجاور u٢i+١ و u٢i راس دو با V (Xi) در راس هر ،٢t مد به i = ١, · · · , t هر
صورت این در tباشد، ≥ ٣ اگر باشد. X١ در دلخواه راس یک x١ کنید فرض

می�باشد γt(G) از کمتر اندازه�ی با ،G برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک S \{u١, u۴}∪{x١}

{u, v, y, w} لذا باشد. y, w ∈ X٢ و u, v ∈ X١ کنید فرض است. t = ٢ لذا است. تناقض که
این به توجه با که γt(Guu١

u٢ ) ≤ γt(G) = ۴ و است Guu١
u٢ برای کلی گر احاطه مجموعه�ی یک

.γt(G) < ٢n
r+١ لذا است تناقض در است، G ∈ F۵ که



آ� پیوست

فضاهای روی �توپولوژی�های
ارزیابی�ها و اندازه�ها

اندازه�ها فضای روی مبهم توپولوژیِ آ�.١

شرط یک کرد. انتخاب اندازه�ها مجموعه برای را آنها می�توان که دارد وجود توپولوژی چند
آنگاه باشد همگرا m به (mi)i∈I تور یک اگر که بخواهیم که است این حداقلی و قبول قابل
انتخاب بحث، این در آزاد اساسی پارامتر .∫ dmi −→

∫
fdm باشیم داشته R در باید ما

بعضی در که احتمال چندین و باشند توجه جالب می�توانند که است fهایی از توابع مجموعه
قضیه ریس، نمایش قضیه به نگاهی با است. شده بحث [؟]، مثال عنوان به نوشته�ها،

می�کنیم: تعریف ؟؟،

،M(X) روی V مبهم توپولوژی باشد. توپولوژیکی فضای یک X کنید فرض آ�.١.١. تعریف
m 7→

∫
fdm : نگاشت ،f ∈ C(X) هر ازای به که طوری به است توپولوژیی ضعیف�ترین

است. پیوسته ،M(X) → R

توپولوژی که دید می�توان و M(X) ∼= C † (X) داریم فشرده، هاسدورف فضای یک برای
فضای روی ضعیف*-توپولوژیِ معمولا که است توپولوژیی همان تحدید حقیقت، در مبهم،
در را زیر معادل تعمیم�های رابطه، این در می�شود. نامیده C†(X) مخروط به C∗(X) دوگان

داریم: را باشد، فشرده مرتب اصلی، فضای که حالتی
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(mi)i∈I تور یک برای باشد. فشرده مرتب فضای یک (X,O,≤) کنید فرض آ�.٢.١. گزاره
معادلند: زیر احکام ،m کراندار رادون اندازه یک و کراندار رادون اندازه�های از

،f ∈ C(X) هر ازای به دیگر عبارت به می�شود، همگرا ،m به مبهم توپولوژی در (mi)i∈I (١)∫
fdm = lim

i∈I

∫
fdmi.

،g ∈ CM+(X) هر ازای به دیگر عبارت به می�شود، همگرا ∫
gdm به R در ∫

gdmi (٢)∫
gdm = lim

i∈I

∫
gdmi.

همگرا m(O) به ،R روی پایین از همگرا توپولوژی در O ∈ O هر ازای به mi(O) (٣)
عبارت به می�شود، همگرا m(X) به ،R روی معمولی توپولوژی در mi(X) و می�شود

،O ∈ O هر ازای به دیگر،
m(O) ⩽ lim inf

i∈I
mi(O)

و
m(X) = lim

i∈I
mi(X).

به ،CM+(X) عناصر برای ∫
gdmi کنید فرض است، بدیهی ،(٢)⇐ (١) اثبات اثبات.

همگرا ،(CM+−CM+)(X) از توابع برای نیز انتگرال�ها صورت این در باشد. همگرا ∫
gdm

؟؟ لم ،f پیوسته توابع همه به ادعا این تعمیم برای است. پیوسته تفاضل، چون می�شوند
می�بریم: بکار ∫را

fdm = lim
g−→f

∫
gdm = lim

g−→f
lim
i∈I

∫
gdmi = lim

i∈I
lim
g−→f

∫
gdmi = lim

i∈I

∫
fdmi,

در f به محدب (CM+ − CM+)(X) از توابع از تور یک نشان�دهنده ،g −→ f آن، در که
است. نرم سوپریمم

است. [؟] در ،١.٨ قضیه از قسمتی ،(٣) در موجود تساوی

واقعیت این بنابراین، و است از کوچک�تر خیلی ،CM+(X) توابع مجموعه که داریم توجه
است. توجه جالب می�کند، القا را M(X) روی توپولوژی همان ،CM+(X) که

توپولوژی در ،C†(X) روی ≼ تصادفی ترتیب فشرده، مرتب فضای یک برای آ�.٣.١. لم
است. بسته مبهم،
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φ به ترتیب به که باشند مثبت خطی تابعی�های از تورهایی ،ψj و φj کنید فرض اثبات.
هر ازای به صورت این در .φj ≼ ψj ،j ∈ J هر ازای به که طوری به هستند همگرا ψ و
و ψ(f) به ترتیب به ،ψj(f) و φj(f) که آنجایی از و φj(f) ⩽ ψj(f) داریم ،f ∈ CM+(X)

.φ ≼ ψ آنجا از که ،φ(f) ⩽ ψ(f) که می�گیریم نتیجه لذا هستند، همگرا ،ψ(f)

اندازه�های مجموعه فشرده، مرتب فضای یک برای که است شده داده نشان [١١] در
است. فشرده مرتب فضای یک دوباره، باز تصادفی، ترتیب و مبهم توپولوژی با احتمال،

می�آوریم: اهمیت کم تعمیم یک اینجا در

باشد. فشرده مرتب فضای یک (X,O,≤) کنید فرض آ�.١.۴. قضیه

است. مرتب فضای یک (M(X),V,≼) (١)

M١(X) زیرمجموعه�های (٢)
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Abstract
Let vertices u and v be at distance two apart in a graph G, and let x be a common neighbor
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