
 قسمت سوم: 

 گردالاستیسیته )کشسانی( همسان

 

کرنش در -هر چند هدف از این درس، بررسی تغییرشکل پلاستیکی مواد است ولی بررسی روابط تنش

 spring( و بازگشت فنری )residual stressهای باقیمانده )ناحیه الاستیک از لحاظ فهم و درک تنش

backکرنش در ناحیه الاستیک -بررسی، تفاوت بین روابط تنش ( در مواد سودمند است. همچنین با این

 شود.و پلاستیک آشکار می

نامند که به رفتار فلز وابسته ( میconstitutive equationsکرنش را روابط اصلی )نهادی( )-روابط تنش

 بوده و برای هر ماده متفاوت است.

 

 محوری به صورت زیر بیان شد:تکدر کشسانی، این روابط همان روابط هوک است که در کشش 

   𝜀𝑥 =
𝜎𝑥

𝐸
 

 

شود و این کرنش ایجاد می zو  yهای انقباضی در جهات جانبی ، کرنش𝜎𝑥در حالت بالا در اثر اعمال 

 نسبت مشخصی از کرنش در جهت طولی است:

𝜀𝑦 = 𝜀𝑧 = −𝜈𝜀𝑥 = −𝜈
𝜎𝑥
𝐸

 

 

𝜈محوری یا طولی است. : ضریب پواسون و نسبت کرنش جانبی به کرنش 

𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛′𝑠 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜 =
𝑙𝑎𝑡𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛

𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙 𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛
 

σx σx 



𝜈گرد برای یک ماده کشسان کاملاً همسان = 𝜈ولی برای اکثر فلزات  0.25 = 0.33. 

 

مؤلفه تنش،  9تعمیم داد )در حضور بعدی های سهکرنش الاستیک را به حالت تنش-توان روابط تنشمی

 :های محوریروابط بین تنش و کرنش

𝜀𝑥 =
1

𝐸
[𝜎𝑥 − 𝜈(𝜎𝑦 + 𝜎𝑧)] 

𝜀𝑦 =
1

𝐸
[𝜎𝑦 − 𝜈(𝜎𝑥 + 𝜎𝑧)] 

𝜀𝑧 =
1

𝐸
[𝜎𝑧 − 𝜈(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦)] 

 های برشی:ها و کرنشن تنشروابط بی

𝛾𝑦𝑧 =
𝜏𝑦𝑧

𝐺
    𝛾𝑥𝑧 =

𝜏𝑥𝑧

𝐺
    𝛾𝑥𝑦 =

𝜏𝑥𝑦

𝐺
= 2𝜀𝑥𝑦 

 

 است که در ناحیه الاستیک با کرنش حقیقی برابر است. های مهندسیاین روابط، مربوط به کرنش

𝐺 مدول برشی )مدول کشسانی در برش، مدول صلبیت( که از آزمون پیچش و به ترتیب زیر به دست :

 آید:می

 

Shear Stress   𝜏 =
𝑇𝜌

𝐽
 



 

 

 

 

   

 

 دایره مور کرنش          مور تنشدایره 

𝜏𝑚𝑎𝑥 = 𝜎1 = −𝜎3 

𝜏𝑚𝑎𝑥 = 𝐺𝛾𝑚𝑎𝑥 ⟹ 𝐺 =
𝜏𝑚𝑎𝑥

𝛾𝑚𝑎𝑥
=

𝜎1

2𝜀1
  (1) 

τ 

σ σ1 σ3 σ2 

τmax 

γ/2 

ε ε1 ε3 ε2 

γmax/2 



 

𝜀1 =
1

𝐸
[𝜎1 − 𝜈(𝜎2 + 𝜎3)]  (2) 

 

𝐺 =
𝐸

2(1+𝜈)
(2( و )1از )    

 

 برای تغییرشکل حجمی در ناحیه الاستیک داریم:

 

𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 + 𝜀𝑧 = 𝜀1 + 𝜀2 + 𝜀3 =
𝑑𝑉

𝑉
=
(1 − 2𝜈)

𝐸
(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3) 

 

 در تغییر شکل الاستیک تغییر حجم صفر نیست ولی اندک است.

 شود:مدول حجمی هم علاوه بر مدول الاستیک و مدول برشی داریم که به شکل زیر تعریف می

𝐾 =
𝜎𝑚
𝑑𝑉

𝑉⁄
=
1

𝛽
 

𝛽( قابلیت فشردگی :compressibility) 

 

𝜎𝑚 =
𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3

3
 

 

𝑑𝑉

𝑉
=
(1 − 2𝜈)

𝐸
(3𝜎𝑚) ⟹ 𝐾 =

𝜎𝑚
𝑑𝑉

𝑉⁄
⟹ 𝐾 =

𝐸

3(1 − 2𝜈)
 

 



 انرژی کرنشی یا کار کشسان:

 داریم: 𝐴و سطح مقطع  𝑥 ای با طول به میله 𝐹𝑥محوری در حالت اعمال نیروی کشش تک

 

 

 

𝑑𝑊 = 𝐹𝑥. 𝑑𝑥  dx   کار جزئی در اثر افزایش طول 

 

 این کار در واحد حجم برابر است با:

 

𝑑𝑤 =
𝑑𝑊

𝑥𝐴
=
𝐹𝑥
𝐴
. (
𝑑𝑥

𝑥
) = 𝜎𝑥 . 𝑑𝜀𝑥  

 

𝜎𝑥گیری از رابطه بالا و با توجه به اینکه در ناحیه الاستیک با انتگرال = 𝐸𝜀𝑥:داریم ، 

 

𝑤 =
𝜎𝑥𝜀𝑥

2
=
𝐸𝜀𝑥
2

2
 انرژی کرنش یا کار کشسان در واحد حجم  

 

 بعدی:در حالت اعمال تنش سه

𝑤 =
1

2
(𝜎𝑥𝜀𝑥 + 𝜎𝑦𝜀𝑦 + 𝜎𝑧𝜀𝑧 + 𝜏𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦 + 𝜏𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧 + 𝜏𝑦𝑧𝛾𝑦𝑧) 

 های اصلی استفاده کنیم:اگر از تنش

𝑤 =
1

2
(𝜎1𝜀1 + 𝜎2𝜀2 + 𝜎3𝜀3) 

 

Fx Fx 

dx x 



 

𝜀𝑥́ =
𝜀𝑥 + 𝜀𝑦

2
+
𝜀𝑥 − 𝜀𝑦

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝜀𝑥𝑦𝑠𝑖𝑛2𝜃 

 الف(

3500 =
3000 + 1000

2
+
3000 − 1000

2
𝑐𝑜𝑠60 + 𝜀𝑥𝑦𝑠𝑖𝑛60 

𝜀𝑥𝑦 =
𝛾𝑥𝑦
2
     ⟹  𝛾𝑥𝑦 = 2309× 10

−6  

  ب(

𝜀1 =
𝜀𝑥 + 𝜀𝑦
2

+ [(
𝜀𝑥 − 𝜀𝑦
2

)2 + (𝜀𝑥𝑦)
2]
1/2

 

𝜀1 =
3000 + 1000

2
+ [(

3000 − 1000

2
)2 + (

𝛾𝑥𝑦
2
)2]

1/2

= 3527.37 

𝜀2 =
3000 + 1000

2
− [(

3000 − 1000

2
)
2

+ (
𝛾𝑥𝑦
2
)
2

]

1
2

= 472.62 

 

■ 

 

 

 

 



 معادلات سازگاری:

𝜕2𝜀𝑥

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜀𝑦

𝜕𝑥2
= 2

𝜕2𝜀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
  (1)  

𝜕2𝜀𝑦

𝜕𝑧2
+
𝜕2𝜀𝑧

𝜕𝑦2
= 2

𝜕2𝜀𝑦𝑧

𝜕𝑦.𝜕𝑧
  (2)  

𝜕2𝜀𝑥

𝜕𝑧2
+
𝜕2𝜀𝑧

𝜕𝑥2
= 2

𝜕2𝜀𝑥𝑧

𝜕𝑥.𝜕𝑧
  (3)  

𝜕2𝜀𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜀𝑥𝑦

𝜕𝑧
−
𝜕𝜀𝑦𝑧

𝜕𝑥
+
𝜕𝜀𝑧𝑥

𝜕𝑦
)  (4)  

𝜕2𝜀𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜀𝑥𝑦

𝜕𝑧
+
𝜕𝜀𝑦𝑧

𝜕𝑥
−
𝜕𝜀𝑧𝑥

𝜕𝑦
)  (5)  

𝜕2𝜀𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑧
(−

𝜕𝜀𝑥𝑦

𝜕𝑧
+
𝜕𝜀𝑦𝑧

𝜕𝑥
+
𝜕𝜀𝑧𝑥

𝜕𝑦
)  (6)  

 :1اثبات 

𝜀𝑥 =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
⟹

𝜕2𝜀𝑥

𝜕𝑦2
=

𝜕3𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦2
 (a) 

𝜀𝑦 =
𝜕𝑉

𝜕𝑦
⟹

𝜕2𝜀𝑦

𝜕𝑥2
=

𝜕3𝑉

𝜕𝑦𝜕𝑥2
 (b) 

(a)+(b): 
𝜕2𝜀𝑥

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜀𝑦

𝜕𝑥2
=

𝜕3𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦2
+

𝜕3𝑉

𝜕𝑦𝜕𝑥2
  (c) 

𝜀𝑥𝑦 =
1

2
(
𝜕𝑈

𝜕𝑦
+
𝜕𝑉

𝜕𝑥
) ⟹ 2

𝜕2𝜀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕3𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦2
+

𝜕3𝑉

𝜕𝑥2𝜕𝑦
 (d) 

(c)=(d): 
𝜕2𝜀𝑥

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜀𝑦

𝜕𝑥2
= 2

𝜕2𝜀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 داشته باشد این معادلات سودمند هستند. zو  x ،yوقتی کرنش، پارامتر متغیر 

 

 

 

 



 قسمت چهارم:

 پلاستیسیته

در این قسمت از درس به بررسی شرایط انتقال ماده از ناحیه الاستیک به پلاستیک )شرایط تسلیم( و 

 شود.میروابط بین تنش و کرنش در ناحیه پلاستیک پرداخته 

 

 معیارهای تسلیم برای فلزات نرم:

افتد )آزمون کشش(. ( اتفاق می𝑌محوری به ماده دیدیم که تسلیم در تنش تسلیم )هنگام اعمال تنش تک

بینی های ترکیبی )چندبعدی( قرار دارد پیشخواهیم شرایط تسلیم ماده را هنگامی که تحت تنشمی

اساس روابط تجربی و مشاهدات آزمایشگاهی وجود دارد. در حقیقت  قبول و معتبر برمعیار قابل کنیم. دو

 دبعدی وجود ندارد.نهای چبینی شرایط تسلیم تحت تنشهیچ روش نظری برای پیش

اند که فشار هیدرواستاتیک بینی تسلیم، بر اساس این نکته بنا شدهدو معیار تسلیم موجود برای پیش

های اصلی و در نتیجه شرایط تسلیم به اختلاف مقادیر تنششود و خالص در جامد باعث تسلیم نمی

 های برشی حداکثر مربوط است.تنش

 

 (Tresca Criterionمعیار ترسکا ) -1

افتد که تنش برشی حداکثر های ترکیبی و چند جهته زمانی اتفاق میطبق این معیار، تسلیم تحت تنش

 به یک مقدار بحرانی برسد:

𝜎1−𝜎3

2
= 𝐶 (𝑐𝑟𝑖𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒)  𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3 

 



های خاصی را که شرایط تسلیم در آنها مشخص است در رابطه توان حالتمی یبرای یافتن مقدار بحران

 افتد که:بعدی زمانی اتفاق میبالا قرار داد، به عنوان مثال در کشش یک

𝜎1 = 𝑌  .   𝜎2 = 𝜎3 = 0 

 

⟹ 𝐶 =
𝑌 − 0

2
=
𝑌

2
 

 

 برشی حداکثر برابر بایعنی هرگاه تنش 
𝑌

2
افتد. از آنجا که مقدار بحرانی معیار ترسکا شود تسلیم اتفاق می 

 توان معیار تسلیم ترسکا را به صورت زیر نوشت:به حالت تنش بستگی ندارد، می

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 = 𝒀 

𝜎1های تنشی وقتی یعنی در همه حالت − 𝜎3  به𝑌 .برسد، در ماده تسلیم اتفاق می افتد 

باشد، آیا حالت تنشی زیر  MPa 200اگر استحکام تسلیم ماده در حالت کشش تک محوره برابر با  مثال:

 طبق معیار ترسکا باعث تسلیم آن می شود یا خیر؟

[
750 150 0
150 −150 0
0 0 0

] 

■ 

توان از طرفی چون شرایط تسلیم در آزمون پیچش )حالت برش خالص( نیز برای مواد مشخص است، می

ماده در این حالت، مقدار بحرانی رابطه ترسکا را پیدا کرد. در حالت برش خالص  با داشتن تنش تسلیم

 داریم:

 



 

 𝜎1 = −𝜎3 = 𝜏𝑚𝑎𝑥      , 𝜎2 = 0 

 

 افتد که:ر این حالت تسلیم زمانی اتفاق مید

𝜎1 = −𝜎3 = 𝜏𝑚𝑎𝑥 = 𝑘                , 𝜎2 = 0 

𝑘 برش خالصدر : استحکام تسلیم 

 

 آید:دست میبا قرار دادن این شرایط در رابطه ترسکا، مقدار بحرانی به

𝐶 =
𝑘 − (−𝑘)

2
= 𝑘 

 

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 = 𝟐𝒌 

 

𝜎1افتد که های تنشی، تسلیم زمانی اتفاق مییعنی در همه حالت − 𝜎3  به دو برابر مقدار استحکام تسلیم

 برسد.در برش خالص ماده 

τ 

σ σ1 σ3 σ2 

τmax 



طبق معیار ترسکا به صورت  𝜎3و  𝜎1 ،𝜎2های اصلی ماده تحت تنش پس در حالت کلی، شرایط تسلیم

 شود:زیر بیان می

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 = 𝒀 = 𝟐𝒌 

𝑘طبق این معیار  =
𝑌

2
، نصف استحکام تسلیم ماده تحت کشش در برش خالص)استحکام تسلیم  

 محوری است.(تک

 

 نمایش گرافیکی دوبعدی معیار ترسکا:

 کند:عیار ترسکا چگونه تغییر میتنش اصلی مدو خواهیم بدانیم با تغییر می

 

 



 (Von-Mises Criterion) میززمعیار فون -2

، 𝐽2بعدی، تسلیم هنگامی اتفاق می افتد که مقدار عبارت زیر )های چندمیزز بیان کرد که تحت تنشفون

 دومین نامتغیر تنش انحرافی( به یک مقدار بحرانی برسد:

𝐽2 =
1

6
[(σ1 − σ2)

2 + (σ1 − σ3)
2 + (σ2 − σ3)

2] 

=
1

6
[(σx − σy)

2
+ (σx − σz)

2 + (σy − σz)
2
+ 6(τxy

2 + τxz
2 + τyz

2)]     * 

 

های تنشی یکسان های تنشی صادق و مقدار بحرانی برای همه حالت* )این رابطه باید برای همه حالت

 باشد.( *

 

را بر حسب تنش تسلیم در  𝐽2محوره، مقدار بحرانی توان با قرار دادن شرایط تسلیم خاص تنش تکمی

 دست آورد:( به𝑌کشش تک محوره )

σ1محوره شرایط تسلیم در کشش تک = 𝑌  وσ2 = σ3 =  . با قرار دادن این مقادیر در رابطه بالا:0

 

𝐽2 =
1

6
[(Y − 0)2 + (𝑌 − 0)2 + (0 − 0)2] =

Y2

3
    ⟹   𝐽2 =

Y2

3
 

 

توان در رابطه *، می 𝐽2در نتیجه به جای 
Y2

3
 قرار داد: 

Y =
1

√2
[(σ1 − σ2)

2 + (σ1 − σ3)
2 + (σ2 − σ3)

2]
1
2 

 

 

 



 توان نوشت:یا می

Y =
1

√2
[(σx − σy)

2
+ (σx − σz)

2 + (σy − σz)
2
+ 6(τxy

2 + τxz
2 + τyz

2)]

1
2
 

های های ترکیبی زمانی اتفاق می افتد که سمت راست معادلهمیزز، تسلیم تحت تنشپس طبق معیار فون

 بعدی )سمت چپ معادله( برسد.بالا به مقدار تنش تسلیم در حالت یک

 

را بر حسب  𝐽2توان مقدار بحرانی از طرفی با قرار دادن شرایط تسلیم در برش خالص )آزمون پیچش( می

k :تنش تسلیم در برش خالص( به دست آورد. شرایط تسلیم در برش خالص( 

 

𝜏𝑚𝑎𝑥 = σ1 = −σ3 = k  وσ2 = 0 

 

6𝐽2                  در نتیجه داریم: = 𝑘
2 + 𝑘2 + 4𝑘2⟹   𝐽2 = 𝑘

2 

 

 یا:

k =
1

√6
[(σ1 − σ2)

2 + (σ1 − σ3)
2 + (σ2 − σ3)

2]
1
2 

k =
1

√6
[(σx − σy)

2
+ (σx − σz)

2 + (σy − σz)
2
+ 6(τxy

2 + τxz
2 + τyz

2)]

1
2
 

 

 یا در حالت کلی:

2𝑌2 = 6k2 = (σx − σy)
2
+ (σx − σz)

2 + (σy − σz)
2
+ 6(τxy

2 + τxz
2 + τyz

2) 

 

𝑘میزز طبق معیار فون =
𝑌

√3
 )با معیار ترسکا مقایسه کنید.( 



گیریم که تنش تسلیم ماده در برش خالص از تنش تسلیم در کشش از هر دو معیار نتیجه می نکته:

 کنند.بینی میتر است. اما دو معیار، نسبت این دو تنش تسلیم را متفاوت پیشمحوره کمتک

 

 میزز:نمایش گرافیکی دوبعدی معیار فون

𝜎2گیریم که مشابه معیار ترسکا حالتی را در نظر می =  کنیم:را بررسی می 𝜎3و  𝜎1تغییرات  و 0

 

𝜎2 = 0 ⟹ میززطبق معیار فون  𝜎1
2 + 𝜎3

2 − 𝜎1𝜎3 = 𝑌
2 

 

 

 

 



 مقایسه دو معیار:

σ2مشخص و در حالت  (Y) تنش تسلیم نمایش گرافیکی دو معیار را برای یک ماده با =  کنیم:رسم می 0

⇐اگر  α =
𝜎3

𝜎1
αبینی تسلیم توسط دو معیار در بیشترین اختلاف در پیش  = −1.

1

2
. و کمترین  2

αدر  = 0.  افتد.اتفاق می ∞.1

 

 

 

 

 

 

 



 میزز:بعدی معیارهای ترسکا و فوننمایش گرافیکی سه

 

 

 برابر و عبارتند از: σ3و  σ1 ،σ2زوایای محور استوانه و منشور با محورهای 

 𝑂𝐻: (
1

√3
.
1

√3
.
1

√3
) 

را به صورت برداری با هم جمع کنیم، اگر نوک بردار روی سطح تسلیم  σ3و  σ1 ،σ2های موجود اگر تنش

 و بیرون آن بیفتد، تسلیم رخ خواهد داد.

 

 سطح تسلیم: سطح استوانه و منشور که نشان دهنده وقوع تسلیم است.

 ناحیه الاستیک ماده ⟸درون استوانه و منشور 

 ناحیه پلاستیک ماده ⟸بیرون استوانه و منشور 

 

 



 با توجه به شکل داریم:

𝑂𝑃2 = 𝜎1
2 + 𝜎2

2 + 𝜎3
2 

𝑂𝐻 =
𝜎1

√3
+
𝜎2

√3
+
𝜎3

√3
 

𝑃𝐻2 = 𝑂𝑃2 + 𝑂𝐻2 

⟹ 𝑃𝐻 = [𝜎1
2 + 𝜎2

2 + 𝜎3
2 − (

𝜎1

√3
+
𝜎2

√3
+
𝜎3

√3
)2]

1
2
 

⟹ 𝑃𝐻 =
1

√3
[(σ1 − σ2)

2 + (σ1 − σ3)
2 + (σ2 − σ3)

2]
1
2 

⟹ 𝑃𝐻 = √
2

3
𝑌 

مکان هندسی نقاطی در فضا که بخواهند در شرایط تسلیم باشند، نقاطی است که فاصله آنها از بردار  ⇐

√نرمال صفحه اکتاهدرال به اندازه 
2

3
𝑌 .باشد 

 

 های معیار ترسکا:محدودیت

( هیچ نقشی در معیار ندارد، این یعنی نقشی در تسلیم ندارد که نادرست σ2تنش اصلی میانی ) -1

 است.

های مختصات شود و در دیگر سیستممعیار تنها به سیستم مختصات تنش اصلی محدود میاین  -2

 بسیار پیچیده است.

 

 

 



 میزز:مزایای معیار فون

 بینی تسلیم دخالت دارند.هر سه مؤلفه تنش اصلی با وزن یکسانی در رابطه پیش -1

 های تنش اصلی نیاز ندارد.شرطی بین مؤلفهبه هیچ پیش -2

های مختصات سب نامتغیر دوم تنش انحرافی فرموله شده و به آسانی در همه سیستمبه راحتی بر ح -3

 قابل استفاده است.

تر از معیار تسلیم دهد که این معیار واقعیت تسلیم ماده را دقیقتجربه آزمایشگاهی نشان می -4

 کند.بینی میترسکاپیش

 

( بهتر داشته باشیم factor of safety)خواهیم ضریب اطمینان در صنعت و در طراحی به دلیل اینکه می

دهد ولی در شود که تنش تسلیم را مقداری کمتر از فون میزز نشان میاز معیار ترسکا استفاده می

 تر است.میزز مناسبخواهیم حتماً تغییر شکل مومسان رخ دهد، معیار فونتغییرشکل فلزات چون می

 

 چند نکته در مورد معیارهای تسلیم:

شود، یعنی استحکام تسلیم در کشش و فشار برابر معیارها اثر باوشینگر در نظر گرفته نمیدر این  -

 شود.فرض می

 شود.حجم ثابت فرض می -

 شود گرد فرض میماده همسان -

از آنجا که آهنگ یا نرخ کرنش و دما بر تسلیم ماده تأثیرگذار هستند، نرخ کرنش و دما ثابت فرض  -

 شود.می

گذارد. در واقع تسلیم به اندازه دایره مور بستگی ( بر تسلیم تأثیر نمی𝜎𝑚) مقدار تنش میانگین -

 دارد نه به مکان آن.



های اصلی در آنها برابر است، کند ولی چون اختلاف تنشتغییر می 𝜎𝑚های تنشی زیر با اینکه در حالت

 اند.از لحاظ تسلیم شدن یا نشدن ماده، دو حالت معادل

 

 

 

 

 

 

 

 

است. اگر دو تنش اصلی اعمالی بر ماده  MPa 200تنش تسلیم در برش خالص برای ماده برابر با  مثال:

MPa 350  وMPa 175 باشند، تنش سوم چقدر باشد تا طبق معیار ترسکا تسلیم در ماده اتفاق بیفتد؟  

 حل:

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 = 𝟐𝒌 

 مگاپاسکال باشد 175و  350حالت اول اینکه تنش اصلی مجهول بزرگتر از مقادیر 

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 = 𝟐𝒌    ⟹      𝝈𝟏 − 𝟏𝟕𝟓 = 𝟐 × 𝟐𝟎𝟎     ⟹   𝝈𝟏

= 𝟓𝟕𝟓 𝑴𝑷𝒂 

 

 مگاپاسکال باشد  175و  350حالت دوم اینکه تنش اصلی مجهول بین مقادیر 

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 = 𝟐𝒌    ⟹      𝟑𝟓𝟎 − 𝟏𝟕𝟓 < 𝟐 × 𝟐𝟎𝟎  

σm1 σm2 



 مگاپاسکال باشد 175و  350مقادیر حالت سوم اینکه تنش اصلی مجهول کوچکتر از 

𝝈𝟏 − 𝝈𝟑 = 𝟐𝒌    ⟹      𝟑𝟓𝟎 − 𝝈𝟑 = 𝟐 × 𝟐𝟎𝟎     ⟹   𝝈𝟑

= −𝟓𝟎 𝑴𝑷𝒂 

■ 

 

تواند در هستند، می zو  x ،yکه اضلاع آن عمود بر محورهای  mm 80یک مکعب فلزی به ضلع  مثال:

شود. اگر در یک بارگذاری، نیرویی کششی دچار تسلیم  yدر راستای  KN4000اثر اعمال نیروی کششی 

اعمال شوند، مقدار نیرو  z و  xدر راستاهای  KN 1000و نیرویی فشاری به اندازه  KN 2000به اندازه 

 برای تسلیم طبق معیار ترسکا چقدر است؟  yدر راستای 

 
■ 

 (Thin-walled pressure vessels)مخازن تحت فشار جدار نازک 

مخازن برای نگهداری و حمل سیالات )مایعات و گازها( در صنایعی مانند گاز و پتروشیمی استفاده  

 شوند.می

 مخازن تحت فشار -2مخازن ذخیره سیال  -1مخازن: 



های فلزی ساخته شده و نسبت شعاع یکی از پرکاربردترین مخازن، مخازن جدار نازک هستند که از ورقه

 )گوشت دیواره( بیش از ده برابر است.مخزن به ضخامت جداره آن 

  
𝑟

t
≥ 10 

𝑟شعاع : ،tضخامت دیواره : 

 

 سیال وجود داشته باشد. Pدر آن فشار  -3، سروته بسته -2 ،جداره نازکمخزن  -1: ایطشر

 

 ؟Pتنش وارد بر دیواره مخزن در اثر فشار سیال 

 

σθ = σ1 =
𝑃 𝑟

t
         Hoop stress 

𝜎𝑙 = σ2 =
𝑃 𝑟

2𝑡
           Axial stress  

𝜎𝑟 = σ3 ≈ 0             Radial stress 

 

 



 :𝝈𝜽تعیین 

 زنیم.مخزن را در جهت طولی مقطع می

 

 

∑𝐹𝑦 = 0: ∫ 𝑃 × sinθ × l × r dθ− 2 × σθ × l × t
π

0
 =0 

 

⇒ −𝑃 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃 |
𝜋
0
− 2 𝜎𝜃 𝑡 = 0 

 

⇒−𝑃 𝑟 (cos 𝜋 − cos 0) − 2 𝜎 𝜃 𝑡 = 0 

 

⇒ 2 𝑃 𝑟 = 2𝜎𝜃 𝑡  ⇒ 𝜎𝜃 =
𝑃 𝑟

𝑡
 

 

 



 توان استفاده کرد:تر زیر نیز میاز روش ساده

 

P(2 r l) = 2(𝜎𝜃 𝑙 𝑡)  ⇒ 𝜎𝜃 =
𝑃 𝑟

𝑡
              

 

 :𝝈𝒍تعیین 

 

Σ𝐹z = 0 

𝜎𝑙  × 2𝜋𝑟𝑡 − 𝑃 × 𝜋𝑟
2 = 0 

⇒ 𝜎𝑙 =
𝑃𝑟

2𝑡
 

 

 



 :𝝈𝒓تعیین 

 

ΣFr = 0    ⇒ 𝑃 × 𝐴 − 𝜎𝑟 × 𝐴 = 0          ⇒ 𝜎𝑟 = 𝑝 ≈ 0 

 

 ی هستند.تنش بالا در واقع سه تنش اصلشود. سه هیچ تنش برشی ایجاد نمی Pدر اثر فشار 

𝜎𝜃 = 𝜎1 

𝜎𝑙 = 𝜎2 

𝜎𝑟 = 𝜎3 

 توان در مقایسه با دو تنش دیگر صرفنظر کرد.می σ𝑟معمولاً از تنش 

 

 مثال:

 𝑟 = 500 𝑚𝑚
𝑡 = 10 𝑚𝑚

}   𝜎1 = 𝜎𝜃 = 50𝑃.    𝜎2 = 𝜎𝑙 = 25𝑃.   𝜎3 = 𝜎𝑟 = 𝑃 

                                   

 شوند.ها در درون جداره لوله ایجاد میهمه این تنش نظر کرد.صرف 50Pو  25Pدر برابر  Pتوان از می

 

شعاع  گیرد.قرار می psi 5000سر بسته در معرض فشار داخلی حداکثر  ای جدار نازک با دولوله :مثال

 است. inch 12میانگین لوله 

ضخامت حداقل جداره بر اساس  باشد، psi 100000( برابر Yاگر استحکام تسلیم کششی ماده ) الف(

 ای تسلیم نشود؟چقدر باشد تا لوله در هیچ نقطه معیار ترسکا

 باشد، قسمت )الف( را دوباره حل کنید.  psi 40000( برابر با k) در برش خالصاگر استحکام تسلیم  ب(



 حل: )الف(

σ1 =
p r

t
       ,        𝜎2 =

𝑝 𝑟

2𝑡
       ,       σ3 = 0      

                                                                                                               

 و 𝜎1) :حالت تنش
σ1

2
 (0 و 

 

𝜎1 =
5000×12

𝑡
             

𝑇𝑟𝑒𝑠𝑐𝑎:       𝜎1 − 0 = 𝑌 ⟹
5000 × 12

𝑡
= 100000  

 

⟹ 𝑡 = 0.6 𝑖𝑛𝑐ℎ                                                

 )ب(

𝜎1 − 0 = 2k  ⟹
5000 × 12

t
= 80000  

 

⟹ t = 0.75 inch                                                                               

 

 

 

 میزز حل کنید.مثال قبل را با استفاده از شرایط فون مثال:

  حل:

 و 𝜎1) :حالت تنش
σ1

2
 (0 و 

⟹(σ1 −
σ1

2
)
2

+(
σ1

2
)
2

+ (σ1)
2 = 2Y2 = 6k2 



⟹
3 σ1

2

2
=2Y2 = 6k2                                                                  

3𝜎1
2

2
= 2 𝑌2⟹

3

2
 (
5000×12

t
)
2

= 2 × 10002  ⟹  t = 0.52 inch  

3𝜎1
2

2
= 6𝑘2  ⟹

3

2
 (
5000×12

t
)
2

= 6 × 40002  ⟹  t = 0.75 inch 

 

مقدار مشخص باشد و  kتر بوده ولی اگر را مورد استفاده قرار دهیم، معیار ترسکا محتاطانه 𝑌اگر  نتیجه:

 مورد استفاده قرار گیرد هردو معیار مقادیر برابری داشته باشد و به یک اندازه محتاط هستند.

 

 

 کروی مخازن تحت فشار جدار نازک

 دهد.از مخزن کروی جدار نازک را نشان می هشکل زیر دیاگرام جسم آزاد یک نیم

                                      

∑FΦ = 0   ⟹  πr2 × P = 2πr × t × σ1⟹ σΦ = σ
1
=
Pr

2t
 

 

𝜎𝜃 = 𝜎2 =
𝑃𝑟

2𝑡
                        𝜎𝑟 = 𝜎3 ≈ 0 

 

θ 

Φ 

r 



مخازن کروی در هر دو جهش تنش 
𝑃𝑟

2𝑡
ای در جهت محیطی استوانهکه مخازن در حالی کنند،را تحمل می 

تنش 
𝑃𝑟

𝑡
کنند و احتمال تسلیم شدن آنها های کمتری را تحمل میمخازن کروی تنش کنند.میرا تحمل  

 تر است.کمتر است ولی ساختن آنها سخت

 

 (انرژی کرنش پلاستیککار پلاستیک )

شود وارد می A که بر سطح مقطع  Fدر معرض نیروی  𝑙0ای به طول اولیه مشابه حالت الاستیک اگر میله

و کار انجام شده در واحد  F.dlافزایش یابد، کار انجام شده برابر با  dlقرار گرفته و طول آن به اندازه 

 حجم برابر است با:

 

dw=
𝐹 𝑑𝑙

𝐴 𝑙
=
𝐹

𝐴
 
𝑑𝑙

l
= 𝜎 𝑑𝜀  

 

  

 بعدی:های سهدر حالت کلی اعمال تنش

𝑑𝑤 = 𝜎𝑥 𝑑𝜀𝑥 + 𝜎𝑦 𝑑𝜀𝑦 + 𝜎𝑧 𝑑𝜀𝑧 + 𝜏𝑥𝑦𝑑𝛾𝑥𝑦 + 𝜏𝑥𝑧𝑑𝛾𝑥𝑧 + 𝜏𝑦𝑧𝑑𝛾𝑦𝑧 

 

 های اصلی تنش:لفهؤو بر حسب م

𝑑𝑤 =  𝜎1𝑑𝜀1 + 𝜎2 𝑑𝜀2 + 𝜎3 𝑑𝜀3 

 

 

F F 

dl l0 



 (effectiveثر )ؤتنش و کرنش م

برای این کرنش مطابق شکل زیر است و -منحنی تنشمحوره به ماده دیدیم که در حالت اعمال تنش تک

 منحنی روابطی مانند رابطه هولمن ارائه شد:

𝜎 = 𝐾𝜀𝑛 

 

 

 

توان رابطه مشخصی بعدی با حالات مختلف به ماده وارد شوند نیز میهای سهخواهیم بدانیم اگر تنشمی

 بدست آورد.های ایجاد شده ها و کرنشبین تنش

جریان( برحسب نامتغیرهای تنش و ی نکرنش پلاستیک )منح-مشخص شده است که اگر منحنی تنش

 آید.یک بعدی بدست میتنش یک منحنی مشابه با حالت  کرنش رسم شود،

 

عباراتی بر حسب تنش )کرنش( که مقدار آنها با تغییر دستگاه مختصات : نامتغیرهای تنش )کرنش(

  کند.تغییر نمی

 



دلات ا( نامیده شده و با معeffectiveثر )ؤتنش و کرنش م شوند،استفاده می توابع نامتغیری که معمولاً

 شوند.زیر نشان داده می

𝜎̅ =
1

√2
 [(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎1 − 𝜎3)
2 +(𝜎2 − 𝜎3)

2]
1
2 

 

ε̅ =
√2

3
 [(𝜀1 − 𝜀2)

2 + (𝜀1 − 𝜀3)
2 +(𝜀2 − 𝜀3)

2]
1
2 

Or    

ε̅ = [ 
2

3
 (ε1

2 + ε2
2 + ε3

2)]

1
2
 

 

رسم  پیچش دوبعدی( فشار، در هر ترکیب تنشی دلخواهی )کشش یک بعدی، ε̅برحسب  𝜎̅پس اگر 

 آید.منحنی مشابه با منحنی جریان در حالت کشش یک بعدی بدست می شود،

 
 



شود،حتی آزمون ثر استفاده میؤثر برحسب کرنش مؤهای تنشی از تنش ماز این به بعد در همه حالت

بدست  𝜀و 𝜎گذاری کنیم، استفاده کنیم و جای  ε̅و  𝜎̅اگر از روابط  .یکشش در حالت کشش تک محور

 یند.آمی

𝜎ماده از رابطه هولمن تبعیت کند  اگر در حالت تک محوره، = 𝑘𝜀𝑛، های تنشی اعمالی در همه حالت

  به این ماده داریم:

𝜎̅ = 𝑘𝜀̅𝑛 

 

 توان نوشت:ثر را به صورت زیر نیز میؤروابط تنش و کرنش م

σ̅ =
1

√2
 [(σx − σy)

2 + (σx − σz)
2 + (σy − σz)

2 +  6 (τxy 
2 + τx𝑧

2 + τyz
2)]

1
2 

𝜀̅ =
√2

3
 [(𝜀𝑥 − 𝜀𝑦)

2 + (𝜀𝑥 − 𝜀𝑧)
2 + (𝜀𝑦 − 𝜀𝑧)

2 + 6 (𝜀𝑥𝑦
2 + 𝜀𝑦𝑧

2 + 𝜀𝑥𝑧
2)]

1
2 

 

 روابط بین تنش و کرنش در ناحیه پلاستیک:

و بوسیله قانون  به طور مستقل از یکدیگر ،الاستیکهای چند بعدی در ناحیه ها در اثر اعمال تنشکرنش

 :مثلاً شوند،میهوک تعیین 

𝜀𝑥 =
1

𝐸
 [(𝜎𝑥 − ν(𝜎𝑦 + 𝜎𝑧)] 

 

 شوند،هایی برحسب تنش تعیین نمیوسیله رابطههبو هم  ها بطور مستقل از،کرنشپلاستیکدر ناحیه 

 ها با تاریخچه کامل بارگذاری ارتباط دارند.بلکه کرنش

 

 



 تفاوت ناحیه الاستیک و پلاستیک:

 

 

 .کند صفر استتغییر شکل کلی که ماده تحمل می الاستیک:

2ln کندمیتغییر شکل کلی که ماده تحمل  پلاستیک: (
𝐿1

L0
 است. (

 

در حقیقت در ناحیه پلاستیک، ابتدا تعیین مقادیر جزئی )دیفرانسیلی( با تغییرات کم کرنش پلاستیک 

گیری یا جمع کردن مقادیر در مسیر بارگذاری محاسبه شده و سپس محاسبه کرنش کل بوسیله انتگرال

 شود.جزئی انجام می

 

 .شودمیریوس بین تنش و کرنش در ناحیه پلاستیک ارائه -( پرانتل2میزز و )-( لوی1روابط )دو دسته 

 

 (.Levy-Mises eq(      )آرمانی سانمالف( روابط لوی میزز )برای جامد مو

گیرند و چون کرنش فرض اصلی در این روابط این است که ماده را پلاستیک آرمانی )صلب( در نظر می

 کنند. نظر میاز آن در برابر کرنش پلاستیک صرفالاستیک کم است 

𝑑𝜀𝑥 = 𝑑𝜀𝑥
𝑒 + 𝑑𝜀𝑥

𝑝 𝑑𝜀𝑥
𝑒=0

⇒     𝑑𝜀𝑥 = 𝑑𝜀𝑥
𝑝 



آل یا آرمانی که کرنش الاستیک در آن قابل روابط بین تنش و کرنش برای یک جامد پلاستیک ایده

جایی را این روابط ) گویند.میزز می-( یا روابط لویflow rulesنظر کردن است را قوانین جریان )صرف

 (.کنیم که کرنش پلاستیک بسیار بزرگ باشداستفاده می

 فرض دیگر روابط لوی میزز، انطباق محورهای اصلی کرنش جزئی و محورهای تنش اصلی است.

 

 گیریم:محوره را در نظر میتک اعمال تنشحالت خاص  برای بدست آوردن روابط،

𝜎1 ≠ σ2   و      0 = σ3 = 0 

σ𝑚 =
σ1

3
  ⟹ σ1́ = σ1 − σ𝑚 =

2σ1
3
      .       σ2́ = σ3́ =

−σ1
3
  

 

⟹ 𝛔𝟏́ = −𝟐𝛔𝟐́ = −𝟐𝛔𝟑́ 

 

 های ذکر شده در بالا و فرض ثابت ماندن حجم در تغییر شکل پلاستیک:با فرض

𝑑𝜀1 + 𝑑𝜀2 + 𝑑𝜀3 = 0     ⟹ 𝑑𝜀1 + 2 𝑑𝜀2 = 0    

 

⟹      𝒅𝜺𝟏 = −𝟐𝒅𝜺𝟐 = −𝟐𝒅𝜺𝟑 

 

    بنابراین:
𝑑𝜀1

𝑑𝜀2
= −2 =

𝜎1́

𝜎2́
 

 گویند:میزز می-حالت کلی این روابط به صورت زیر نوشته شده و به آنها روابط لوی که در

𝑑𝜀1
𝜎1́
=
𝑑𝜀2
𝜎2́
=
𝑑𝜀3
𝜎3́
= 𝑑𝜆 

 



 تر:یا در حالت کلی

𝑑𝜀𝑥
𝜎𝑥́
=
𝑑𝜀𝑦
𝜎𝑦́
=
𝑑𝜀𝑧
𝜎𝑧́
=
𝑑𝜀𝑥𝑦
𝜏𝑥𝑦

=
𝑑𝜀𝑥𝑧
𝜏𝑥𝑧

=
𝑑𝜀𝑦𝑧
𝜏𝑦𝑧

= 𝑑𝜆 

 

شکل، نسبت کرنش جزئی پلاستیک به تنش انحرافی کنند که در هر لحظه تغییر این روابط بیان می

 ( است.𝑑𝜆مقداری ثابت ) مربوط به آن،

𝑑𝜆 .یک عدد ثابت مثبت بوده و به مسیر بارگذاری بستگی دارد  

 

 داریم: های انحرافی استفاده کنیم،های واقعی به جای تنشگر در روابط از تنشا

𝑑𝜀𝑥 = 𝑑𝜆𝜎𝑥́⟹  𝑑𝜀𝑥 = 𝑑𝜆(𝜎𝑥 − 𝜎𝑚) ⟹ 

 𝑑𝜀𝑥 =
2

3
𝑑𝜆 [𝜎𝑥 −

1

2
(𝜎𝑦 + 𝜎𝑧)] 

𝑑𝜀𝑦 =
2

3
𝑑𝜆 [𝜎𝑦 −

1

2
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑧)]  

𝑑𝜀𝑧 =
2

3
𝑑𝜆 [𝜎𝑧 −

1

2
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦)]  

𝑑𝜀𝑦𝑧 = 𝑑𝜆𝜏𝑦𝑧 

𝑑𝜀𝑥𝑧 = 𝑑𝜆𝜏𝑥𝑧 

𝑑𝜀𝑥𝑦 = 𝑑𝜆𝜏𝑥𝑦 

 

 یا در مختصات اصلی:

𝑑𝜀1 =
2

3
𝑑𝜆 [𝜎1 −

1

2
(𝜎2 + 𝜎3)] 

                 𝑑𝜀2 =
2

3
𝑑𝜆 [𝜎2 −

1

2
(𝜎1 + 𝜎3)]  

𝑑𝜀3 =
2

3
𝑑𝜆 [𝜎3 −

1

2
(𝜎1 + 𝜎2)] 



 𝒅𝝀محاسبه ثابت 

𝑑𝜀1 =
2

3
𝑑𝜆 [𝜎1 −

1

2
(𝜎2 + 𝜎3)] 

𝑑𝜀2 =
2

3
𝑑𝜆 [𝜎2 −

1

2
(𝜎1 + 𝜎3)] 

                   𝑑𝜀1 − 𝑑𝜀2 =
2

3
𝑑𝜆 [

3

2
𝜎1 −

3

2
𝜎2] = 𝑑𝜆(𝜎1 − 𝜎2)       (1) 

 به همین ترتیب:

𝑑𝜀1 − 𝑑𝜀3 = 𝑑𝜆(𝜎1 − 𝜎3)  (2) 

𝑑𝜀2 − 𝑑𝜀3 = 𝑑𝜆(𝜎2 − 𝜎3)  (3) 

 

 (:3( تا )1جمع کردن روابط )رساندن و  2به توان با 

⟹ (𝑑𝜀1 − 𝑑𝜀2)
2 + (𝑑𝜀1 − 𝑑𝜀3)

2 + (𝑑𝜀2 − 𝑑𝜀3)
2

= 𝑑𝜆2[(𝜎1 − 𝜎2)
2 + (𝜎1 − 𝜎3)

2 + (𝜎2 − 𝜎3)
2] 

9

2
𝑑𝜀̅2 = 𝑑𝜆2 × 2𝜎̅2 

⟹ 𝑑𝜆2 =
9

4

𝑑𝜀̅2

𝜎̅2
⟹ 𝑑𝜆 =

3

2

𝑑𝜀̅

𝜎̅
 

 

 یک روش دیگر:

𝑑𝜀̅ =
√2

3
[(𝑑𝜀𝑥 − 𝑑𝜀𝑦)

2 + (𝑑𝜀𝑦 − 𝑑𝜀𝑧)
2 + (𝑑𝜀𝑥 − 𝑑𝜀𝑧)

2

+ 6(𝑑𝜀𝑥𝑦
2 + 𝑑𝜀𝑦𝑧

2 + 𝑑𝜀𝑥𝑧
2)]

1
2 

 

 



 با قرار دادن روابط بالای صفحه داریم:

𝑑𝜀̅ =
2

3
𝑑𝜆 {

1

√2
[(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)

2 + (𝜎𝑦 − 𝜎𝑧)
2 + (𝜎𝑥 − 𝜎𝑧)

2 + 6(𝜏𝑥𝑦
2

+ 𝜏𝑥𝑧
2 + 𝜏𝑦𝑧

2)]
1
2} 

𝑑𝜀̅ =
2

3
𝑑𝜆 𝜎̅ ⇒ 𝑑𝜆 =

3

2

𝑑𝜀̅

𝜎̅
 

 آیند:بنابراین روابط به صورت زیر در می

𝑑𝜀𝑥 =
𝑑𝜀̅

𝜎̅
[𝜎𝑥 −

1

2
(𝜎𝑦 + 𝜎𝑧)] 

𝑑𝜀𝑦 =
𝑑𝜀̅

𝜎̅
[𝜎𝑦 −

1

2
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑧)]  

𝑑𝜀𝑧 =
𝑑𝜀̅

𝜎̅
[𝜎𝑧 −

1

2
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦)]  

𝑑𝜀𝑦𝑧 =
3

2

𝑑𝜀̅

𝜎̅
𝜏𝑦𝑧 

𝑑𝜀𝑥𝑧 =
3

2

𝑑𝜀̅

𝜎̅
𝜏𝑥𝑧 

𝑑𝜀𝑥𝑦 =
3

2

𝑑𝜀̅

𝜎̅
𝜏𝑥𝑦 

 بطه هوک مقایسه کنیم:اگر این روابط را با را

𝜀𝑥 =
1

𝐸
[𝜎𝑥 − 𝜈(𝜎𝑦 + 𝜎𝑧)] 

معادل ضریب پواسون در ناحیه تغییر شکل پلاستیک   -
1

2
 است.  

 در ناحیه پلاستیک مدول مومسانی متغیر ( ثابت داریم،Eمدول یانگ ) که در ناحیه الاستیک،در حالی -

( 
𝜎̅

𝑑𝜀̅
به جنس و ریز ساختار ماده بستگی ، آیدثر بدست میؤکرنش م-ثرؤداریم که از منحنی تنش م (

 ثابت است. داشته و در یک جنس و ریز ساختار خاص،



 ،با روش زیر
𝜎̅

𝑑𝜀̅
 حذف شده و نیازی به آن نداریم: 

𝑑𝜀𝑥: 𝑑𝜀𝑦: 𝑑𝜀𝑧 

= [𝜎𝑥 −
1

2
(𝜎𝑦 + 𝜎𝑧)] : [𝜎𝑦 −

1

2
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑧)] : [𝜎𝑧 −

1

2
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦)] 

 

که تغییر شکل پلاستیک بسیار جایی نظر نیست،در بعضی مواقع میزان تغییر شکل الاستیک قابل صرف

 شود.پرانتل ریوس استفاده میدر این موارد از دسته دوم روابط یعنی روابط  بزرگ نباشد.

 

 

 (.prandtl-Reuss eqریوس )-)ب( روابط پرانتل

 نظر کردن نباشد:شود که کرنش الاستیک در مقایسه با کرنش پلاستیک قابل صرفجایی استفاده می

𝑑𝜀 = 𝑑𝜀𝑒 + 𝑑𝜀𝑝 

گذاری از روابط هوک )قسمت الاستیسیته( محاسبه و جای 𝑑𝜀𝑒از روابط لوی میزز و مقدار  𝑑𝜀𝑝مقدار 

 شود:می

𝑑𝜀𝑥
𝑝
=
𝑑𝜀̅

𝜎̅
[𝜎𝑥 −

1

2
(𝜎𝑦 + 𝜎𝑧)] 

𝑑𝜀𝑖𝑗
𝑒 =

1 + 𝜗

𝐸
𝑑𝜎𝑖𝑗 −

𝜗

𝐸
𝜎𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 

در این ناحیه، تغییرشکل الاستیک قابل 

میزز استفاده -صرفنظر است و روابط لوی

 شود.می

نزدیک نقطه تسلیم هستیم و نسبت تغییرشکل 

الاستیک به پلاستیک زیاد است و در این 

پلاستیک داریم و روابط -ناحیه رفتار الاستو

 شود.ریوس استفاده می -پرانتل



های تنش زیر، نشان دهید کار مومسان جزئی در با فرض تغییر شکل مومسان در هر یک از حالت مثال:

𝑑𝑤که از رابطه  dwواحد حجم  =  𝜎1𝑑𝜀1 + 𝜎2 𝑑𝜀2 + 𝜎3 𝑑𝜀3 آید با کار محاسبه دست میبه

𝑑𝑤شده از رابطه  =  𝜎̅𝑑𝜀̅ .برابر است 

 ،1محوری در امتداد جهت الف( کشش تک

𝜀2ای )ب( فشار به حالت کرنش صفحه = 0 ،𝜎3 = 0.) 

 

 الف( در حالت کشش تک محوری: حل:

𝜎1 > 0      .   σ2 = σ3 = 0 

𝑑𝜀1 > 0   .  𝑑𝜀1 + 𝑑𝜀2 + 𝑑𝜀3 = 0 ⇒ 𝑑𝜀1 = −2𝑑𝜀2 = −2𝑑𝜀3 

𝑑𝑤 = 𝜎1𝑑𝜀1 + 𝜎2 𝑑𝜀2 + 𝜎3 𝑑𝜀3 = 𝜎1𝑑𝜀1 +  0 ×  𝑑𝜀2 + 0 ×  𝑑𝜀3 = 𝜎1𝑑𝜀1  

 

𝜎̅ =
1

√2
 [(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎1 − 𝜎3)
2 +(𝜎2 − 𝜎3)

2]
1
2

=
1

√2
 [(𝜎1 − 0)

2 + (𝜎1 − 0)
2 + (0 − 0)2]

1
2 = 𝜎1 

 

𝑑ε̅ = [ 
2

3
 (dε1

2 + dε2
2 + dε3

2)]

1
2

= [ 
2

3
 (dε1

2 + (−
1

2
𝑑𝜀1)

2 + (−
1

2
𝑑𝜀1)

2)]

1
2
= 𝑑𝜀1 

𝑑𝑤 = 𝜎̅𝑑𝜀̅ = 𝜎1𝑑𝜀1  

 

 

 



𝜀2ای )کرنش صفحهب( در حالت فشار  = 0 ،𝜎3 = 0:) 

تغییر ابعاد ماده جهتی که  2در نظر بگیریم، جهت  در شکل( h) را جهت اعمال فشار به ماده 1اگر جهت 

 نجهتی که ماده در آن برای ثابت ماند 3و کرنش در آن جهت صفر است و جهت  در شکل( b) دهدنمی

 :در شکل( l) یابدحجم افزایش طول می

 

𝑑𝜀1 < 0   .  𝑑𝜀2 = 0 .  𝑑𝜀1 + 𝑑𝜀2 + 𝑑𝜀3 = 0 ⇒ 𝑑𝜀3 = −𝑑𝜀1 

𝜎1 < 0      . σ3 = 0   .     σ2 =
𝜎1 + σ3

2
=
𝜎1
2

 

 

𝑑𝑤 = 𝜎1𝑑𝜀1 + 𝜎2 𝑑𝜀2 + 𝜎3 𝑑𝜀3 = 𝜎1𝑑𝜀1 + 𝜎2 × 0 + 0 ×  𝑑𝜀3 = 𝜎1𝑑𝜀1  

𝜎̅ =
1

√2
 [(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎1 − 𝜎3)
2 +(𝜎2 − 𝜎3)

2]
1
2

=
1

√2
 [(𝜎1 −

𝜎1
2
)2 + (

𝜎1
2
− 0)2 + (𝜎1 − 0)

2]

1
2
=
√3

2
𝜎1 

ε̅ = [ 
2

3
 (ε1

2 + ε2
2 + ε3

2)]

1
2
= [ 

2

3
 (ε1

2 + (0)2 + (−𝜀1)
2)]

1
2
=
2

√3
𝜀1 

𝑑𝑤 = 𝜎̅𝑑𝜀̅ =
√3

2
𝜎1 ×

2

√3
𝜀1 = 𝜎1𝑑𝜀1  


